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II  est  peu  de  phenomenes  oil  les  corps  solides  n'eprouvent  des  change- 
ments  de  temperature,  et  ne  developpent,  par  suite,  des  forces  dont  il  est 
souvent  indispensable  de  tenir  compte. 

J'ai  fait  connaitre,  il  y  a  longtemps,  les  equations  general es  au  nioyeii 
desquelles  ces  effets  peuvent  etre  calcules  dans  les  corps  elastiques  homo- 
genes;  et  j'en  ai  fait  alors  differentes  applications.  Je  me  propose  de  montrer 
comment,  dans  certains  cas  simples,  on  peut^e  dispenser  de  recourir  a  ces 
equations  compliquees,  qui,  en  donnant  a  la  solution  une  plus  grande  exac- 
titude theorique,  ne  la  rendraient  pas  reellement  plus  pi*opre  a  la  mesure  des 
effets  observables. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  que  dans  la  theorie  de  la  chaleur,  pour  faciliter 
le  calcul  du  refroidissement  d'un  corps  de  tres-petites  dimensions,  on  sup- 
pose que  ses  points  ont  sensiblement  la  meme  temperature;  ou,  s'il  s'agit 
d'une  barre  d'une  tres-petite  epaisseur,  on  admet  que  tons  les  points  d'une 
meme  section  perpendiculaire  a  la  longueur  ont  une  temperature  egale  : 
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supposition  qui  fait  dependre  les  temperatures  d'une  seule  coordonnee,  au 
lieu  de  trois. 

De  meme  encore,  dans  la  theorie  deTelasticite,  si  Ton  considere  unebarre 
dont  la  section  orthogonale  soit  tres-petite,  on  fait  abstraction  des  depla- 
cements,  relativement  tres-petits,  des  points  d'une  meme  section,  les  uns 
par  rapport  aux  autres ;  et  Ton  ne  s'occupe  que  du  mouvement  longitudinal 
que  Ton  regarde  comme  le  meme  pour  tons  ces  points.  De  cette  maniere  on 
n'a  a  calculer  que  le  mouTcment  des  sections ;  ce  qui  reduit  encore  a  une 
seule  coordonnee,  au  lieu  de  trois.  Mais  on  sait  qu'il  fautalors  modifier  le 
coefficient  de  Tallongement,  parce  que  la  barre,  soumise  a  une  simple  trac- 
tion longitudinale,  ne  subit  pas  le  mSme  allongement  que  si  une  tension  egale 
etait  exercee  sur  sa  surface  entiere. 

Dans  les  di verses  questions  traitees  dans  ce  Memoire,  nous  faisons  des 
suppositions  semblables.  Nous  admettons  que  pendant  le  refroidissement 
d'une  barre  peu  epaisse,  form^e  d'une  substance  tres-conductrice,  la  tempe- 
rature pent  etre  consideree  comme  la  meme  dans  toute  Tetendue  d'une 
meme  section  perpendiculaire  a  la  longueur ;  et  que  les  points  situes  d'abord 
dans  une  meme  section  y  restent  constamment,  de  sorte  qu'il  n'y  ait  a  deter- 
miner que  le  mouvement  des  sections. 

La  premiere  de  ces  questions  peut  s'enoncer  de  la  maniere  suivante  : 
<c  On  donne  une  barre  cylindrique  ayant  pour  section  orthogonale  une 
»  figure  quelconque.  Ses  deux  bases  sont  soumises  a  des  tractions  egales, 
)>  constantes  ou  variables  avec  le  temps,  suivant  une  loi  donnee.  Dans  Tetat 
»  initial,  les  temperatures  varient  arbitrairement  d'un  point  a  un  autre, 
»  ainsi  que  les  deplacements  et  les  vitesses.  Cette  barre  est  placee  dans  une 
»  enceinte  dont  la  temperature  est  invariable;  et  Von  demande  le  mouve- 
»  ment  de  chacun  de  ses  points  pendant  la  duree  indefinie  du  refi:*oidisse- 
3>  ment,  ainsi  que  Tetat  final  vers  lequel  il  converge.  » 

Les  calculs  auxquels  conduit  ce  probleme,  dans  toute  sa  generalite,  de- 
pendent d*une  methode  que  nous  avons  exposee  dans  d'autres  Memoires,  et 
qui  se  trouve  rappelee  ici  en  peu  de  mots. 

Nous  passons  ensuite  a  des  questions  qui  presentent  des  circonstances 
differentes,  et  peilvent  meme  donner  Ueu  a  des  applications  pratiques.  Nous 
supposons  les  extremites  de  la  barre  liees  a  des  obstacles  mobiles,  qu'elles. 
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peuvent  entralner  par  suite  du  refroidissement.  La  force  qui  en  resulte  a 
deja  ete  utilisee  dans  les  arts ;  mais  c'est  principalement  au  point  de  vue 
theorique  que  nous  nous  sommes  place. 

Nous  avons  commence  par  etablir  le  principe  d'apres  lequel  on  devait 
calculer  a  chaque  instant  la  force  produite  par  la  barre,  et  le  mouvement  de 
ses  extremites.  Nous  en  avons  deduit  la  quantite  de  travail  developpee  par 
son  refroidissement;  et  nous  avons  vu  comment  elle  dependait,  non-seule- 
nient  de  la  barre,  mais  encore  de  la  loi  de  la  resistance  opposee  par  T ob- 
stacle. 

Apres  avoir  fait  le  calcul  du  travail  que  pent  produire  le  refroidissement, 
nous  traitons  la  question  purement  theorique,  qui  a  pour  objet  la  determi- 
nation du  mouvement  des  difFerents  points  de  la  barre ,  pendant  toute  la 
duree  du  refroidissement. 

Ici  se  presentent  deux  cas  tres-differents : 

Dans  le  premier,  on  suppose  que  Tobstacle  est  un  corps  d'une  masse 
considerable  par  rapport  a  la  barre,  de  sorte  que  les  vibrations  que  celle-ci 
pent  avoir  viennent  s'eteindre  au  point  de  jonction ;  et  dans  ce  cas  on  pent 
calculer  separement  le  mouvement  de  ce  point.  Apres  cela,  le  mouvement  de 
tous  les  autres  se  calcule  au  moyen  de  la  methode  dont  nous  avons  deja 
parle  ci-dessus.  II  tend  vers  un  etat  final  periodique,  qui  depend  non-seule- 
ment  des  donnees  relatives  a  la  barre,  mais  encore  de  toutes  les  autres,  y 
oompris  la  temperature  initiale,  dont  Texc^s  sur  celle  de  Tenceinte  a  cepen- 
ddnt  completement  disparu. 

Apres  avoir  traite  cette  question  generalement,  nous  avons  effectue  les 
calculs  dans  les  cas  simples  ou  Tobstacle  pent  ^tre  considere  comme  un 
ressort  dont  la  force  serait  proportionnelle  au  deplacement  du  point  d'appli- 
cation. 

Le  second  cas  differe  du  precedent,  en  ce  que  la  barre  n'est  pas  liee  a  un 
corps  d'une  masse  aussi  considerable,  mais  a  une  autre  barre  ayant  une 
extremite  fixe,  et  susceptible,  comme  la  premiefre,  de  vibrations  regulieres. 

Nous  aurions  pu  varier  davantage  les  circonstances  dans  lesquelles  il  est 
possible  de  considerer  les  phenomenes  etudies  dans  ce  Memoire.  On  pour- 
rait  meme  augmenter  beaucoup  Tetendue  et  la  difliculte  du  probleme, 
en  employant  les  equations  generales  des  phenomenes  thermomecaniques ; 
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mais  nous  ne  dous  sommes  propose  ici  que  d'appeler  Tattention  sur  des 
questions  nouvelles,  et  d'ouvrir  la  voie  aceux  qu'elles  pourraient  interesser. 

EQUATIONS     G^N^RALES     DU     MOUVEMENT     DES     POINTS     d'uNE    BARRE     QUI     SE 

refroidit  dans  une  enceinte  a  temperature  constante. 
1.  Soient 

if  Texces  de  la  temperature  de  la  barre  sur  celle  de  T  enceinte ; 

8  la  dilatation  lineaire  de  la  substance  dont  elle  est  formee,  correspon- 
dante  a  une  elevation  de  temperature  egale  a  T  unite ; 

S'  Tallongement  que  subirait,  par  unite  de  longueur,  une  barre  ayant  une 
base  egale  a  Tunite  de  surface,  sous  Tinfluence  d'une  traction  egale  a  I'unite 
de  force ; 

X  Tabscisse  d'une  section  orthogonale  quelconque,  comptee  a  partir 
d'une  origine  fixe,  qui  coincide  avec  le  point  milieu  de  la  barre,  consideree 
dans  son  etat  naturel  d'equilibre  a  la  meme  temperature  que  1' enceinte; 

u  le  deplacement  de  cette  section  a  une  epoque  quelconque ; 

t  le  temps ; 

D  la  densite  de  la  substance  de  la  barre ; 

C  sa  chaleur  specifique ; 

K  sa  conductibilite  interieure ; 

H  sa  conductibilite  exterieure ; 

T  la  tension  rapportee  a  I'unite  de  surface  pour  une  valeur  quelconque 
de  X  et  de  t; 

p  le  perimetre  de  la  section  orthogonale  de  la  barre ; 

a  son  aire ; 

2/  la  longueur  de  la  barre. 

L' equation  qui  determine  les  temperatures  de  tons  les  points  de  la  bane 

a  chaque  instant  est 

f^  — JL  ^  —PR. 
dt~  CD  dx*        aCD^' 

on,  en  posant  -K^  =  b, 

,    X  dv  K     d^t'  r 
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et  comme  on  sait  integrer  cette  equation,  on  pent  regarder  i^  comme  connii 
en  fonction  de  x  et  t. 

2.  Formons  maintenant  1' equation  du  mouvement  d'une  section  quel- 
conque. 

Pour  cela,  nous  calculerons  d'abord  la  tension  T  a  une  epoque  quel- 
conque,  pour  un  x  quelconque  AM,  et  dans  le  cas  general  oii  v  depend  de  x 
et  t. 

Soit  M^  un  point  de  la  barre  dans  son  etat  naturel,  a  une  distance  tres- 
petite  a  du  point  M.  Apres  un  temps  quelconque  tj  ces  deux  points  seront 
venus  dans  les  positions  respectives  m,  m';  et  Tallongement  de  Telement 
MM'  sera  mm'  —  MM'  ou  M'm' —  Mm,  c'est-a-dire  w' —  u.  Mais 

/  du 

Done,  en  negligeant  les  puissances  de  a  superieures  a  la  premiere,  on  aura 

f  flu 

dx 

-J-  est  done  Tallougement  rapporte  a  Tunite  de  longueur ;  et  si  la  temperature 

etait  restee  la  meme,  la  tension  correspondante  serait  j,  -j-  pour  T  unite  de 

surface,  et  Ton  pourrait  considerer  la  partie  infiniment  petite  mm'  comme 
tiree  exterieurement  a  elle-meme  par  deux  forces  d'autant  plus  voisines  de 

la  valeur  t?  -j-  y  que  a  est  plus  petit ;  de  sorte  que  jf  -j-  serait  la  mesure  de 

la  tension  en  m,  estimee  dans  le  sens  des  x  positifs  et  rapportee  a  Tunite  de 
surface.  Si  la  barre  avait  ete  soumise,  dans  son  premier  etat,  a  une  tension 

determinee,  ^  ^  serait  alors  Taccroissement  de  cette  tension.   Et  il  faut 

entendre  par  la  que,  si  ^  est  positif,  la  section  en  m  sera  tiree  de  chaque 

cote  dans  le  sens  de  la  normale  a  partir  de  cette  section ;  et  si,  au  contraire, 

-r-  est  negatif,  la  section  sera  pressee  de  chaque  cote  dans  le  sens  inverse. 

Voyons  maintenant  comment  est  modifiee  cette  valeur  de  la  tension,  lors- 
qu'en  laissant  la  tongueur  mm^  invariable,  on  eleve  sa  temperature  d'une 
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quantite  Vj  qui  peut  varier  avec  x.  On  peut  concevoir,  pour  cela,  que  mm' 
soit  une  tige  isolee,  libre,  et  conservant  sa  longueur  mm'  en  yertu  des  ten- 
sions exercees  sur  ces  bases,  puisqu'oiFeleve  la  temperature  de  v  sans  chan- 
ger ces  tensions,  ce  qui  donne  un  allongement  egal  a  mm'.v^j  ou  sensi- 
blement  ai^S:  et  qu'ensuite  on  comprime  cette  tige  de  maniere  a  diminuer 

sa  longueur  de  ac^S,  ce  qui  exige  une  pression  -rr  par  unite  de  sur&ce. 

Cette  pression  se  change  en  traction  si  p  est  negatif ;  de  sorte  que  la  tension 
totale  estimee  dans  le  sens  des  .r  positifs  sera,  pour  F unite  de  surface, 

5.  Maintenant  que  nous  avons  Texpression  generale  de  la  tension,  il  est 
facile  de  trouver  1' equation  du  mouvement  d'une  section  quelconque,  ou, 
ce  qui  revient  au  meme,  du  centre  de  gravite  d'un  element  de  la  masse  de 
la  barre,  compris  entre  deux  sections  infiniment  voisines:  il  suffit,  pour  cela, 
de  calciiler  toutes  les  forces,  en  dehors  de  cetT element,  qui  agissent  sur  lui, 
et  d'egaler  leur  resultante  au  produit  de  sa  masse  par  la  seconde  derivee  par 
rapport  a  t,  de  Tabscisse  de  son  centre  de  gravite,  a  laquelle  on  peut  sub- 
stituer  Vx  de  Tune  de  ses  bases. 

Ces  forces  se  reduisent  aux  tensions  qui  agissent  sur  ces  bases  en  sens 
contraires,  et  ont  pour  expression,  en  grandeur  et  en  signe, 


a  du         aud 
et 


J'  dx^~i^   ^^  ^' 


a  [du        d*u     \         ai  (  du     \ 

7\di'^lP^)-TV^di'')'^ 

leur  resultante  est 

/  I  d*u       3  du\ 
\J'  dx'  ~J^diy 


aoL 


et  Ton  trouve  ainsi  pour  T equation  du  mouvement  d'une  section  quel- 
conque 

r.y^  d*u  I     d^  u £_   di^ 

II  y  aura  en  outre,  aux  deux  extremites  de  la  barre,  des  conditions  par- 
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ticulieres  dependantes  de  circonstances  donnees.  Les  equations  qui  les 
exprimeront  se  formeront,  en  general,  au  moyen  du  deplacement  ou  de  la 
tension  en  ces  points.  Enfin  on  aura  a  satisfaire  a  I'etat  initial  de  la  barre. 

L' equation  (3)  ne  renfermera  que  les  variables  <,  a;,  w,  lorsqu'on  aura 
remplace  v  par  la  fonction  de  a;et  t  que  determine  Tequation  (i),  jointe  aux 
conditions  de  temperature  des  bases.  Cette  demiere  recherche  depend  de 
la  theorie  de  la  dialeur  et  n'oflBre  aucune  difficulte. 

Nous  allons  donner  quelques  applications  de  ces  equations  generates . 

I. 

REFR01DISSEMENT    d'uNE    BARRE    DONT    LES    EXTREMIT^S    SONT    LIBRES, 
ET    SOUMISES    A    DES    TRACTIONS    QUELCONQUES. 

Cos  oil  la  barre  est  entierement  libre,   nest  soumise  a  aucune  farce 
extSrieure,  et  a  la  meme  m&ne  temperature  en  tous  ses  points, 

4.  Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicite,  que  I'etat  initial  de  la 
barre  soit  symetrique  par  rapport  a  son  milieu.  II  en  sera  ainsi  par  suite  a 
une  epoque  quebonque;  le  milieu  sera  immobile,  et  il  suffira  de  s'occuper 
de  la  partie  comprise  entre  a:  =  o  et  ar  :5=  -t-  /.  Ia  valeur  de  v  etant  inde- 
pendante  de  a?,  on  aura 


L'equation  (r)  deviendra 


^  =  -bv, 


et  donnera,  en  designant  par  v^  la  valeur  initiale  de  t^; 

(4)  p  =  i'■,e-*^ 

Les  autres  equations  de  la  question  seront,  en  designant  par /(or),  ^{x)  des 
fonctions  donnees  arbitrairement  entre  o  et  /,  en  faisant  ^;  =  ^^, 


>' 
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(6)  «  =  o  pour  jc  =  o, 

(7)  ^_(;8  =  o  pour  x  =  l, 

(    u=Ax)  \ 

(8)  \du         ,  .{  pour  « =  o. 

Pour  faire  disparaltre  I'exponentielle  e"^'  de  Tequation  (7),  posons 

U  designant  une  fonction  de  x^  et  (v  une  fonction  de  x  et  £.  Assujettissons  U 
aux  conditions  suivantes : 

(9)  I     U  =  o  pour  x=iOj 

•j-  —  «^o^==  ^  pour  a?  =  /; 

il  faudra,  par  suite,  que  w  satisfasse  aux  equations 

/  d^w 2  d^w 

'dF  —  '^  'd^'  J 

(V  =  o  pour  0?  =  o,  . 

(10)  (    ^  =  0  pour  a:=/, 

\      dw  ,    V  ,tt!   PO"r    f  =  0. 

I     ^=(p{a:)-f-iUJ  ^ 
La  valeur  de  U  qui  satisfait  aux  equations  (9)  est 

On  obtient  une  valeur  de  w  satisfaisant  aux  trois  premieres  equations  ( i  o) , 
en  prenant 

{XI)    iv  =  X  [Asin<^"^;)"^VBcos<='"^/)"^']  sin(an  + i)^f^, 
la  somme  se  rapportant  a  toutes  les  valeurs  entieres  et  positives  de  n. 
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On  satisfera  aux  deux  dernieres  equations  (lo)  en  assujettissant  les  coeffi- 
cients indetermines  A  et  B  aux  deux  conditions 

2Bsin(2/iH-  i)9r^=/(a?)  —  U, 

Jl^i^^-^  i)  Asin(2/i-+-  i)yr^i  =  9  {^)  H-  *U, 

les  yaleurs  de  x  devant  etre  considerees  entre  zero  et  /  seulement. 
Les  valeurs  de  A  et  B  seront,  d'apres  les  formules  connues, 

(  A  =  ,      ^,       f'[<p{x)  +  *U]  sin<'"+;)"^da;, 

JB  =  f^'[/(a:)-U]sinil^±il^.fo.. 

La  solution  de  la  question  sera  done  donnee  par  la  formule  suivante  : 

\  f  E       -tL\  [e"  —  e    "; 

(i4)  H^^-H-    "j 

j     +^sin(-^-t:iI^[Asin<'"+;)^'^VBcos<'^"^;)"^^], 

A  et  B  ayant  les  valeurs  donnees  par  les  equations  (i3). 

5.  La  premiere  partie  de  u  tendant  vers  zero  a  mesure  que  t  augmente, 
la  seconde  represente  I'etat  final  de  la  barre.  II  est  periodique  et  n'est  autre 
chose  que  celui  qu'on  obtiendrait  en  supposant  la  barre  a  la  meme  tempe- 
rature que  I'enceinte,  et  partant  d'un  etat  initial  daiis  lequel  les  deplace- 
ments  des  points  seraient  exprimes  par 

/(^)  -  u, 

et  leurs  vitesses  par 

(p  {x)  -+-  bV. 

Get  etat  initial  n'est  pas  celui  que  Ton  donnait;  les  deplacements  y  sont 
augmentes  de  —  U,  et  les  vitesses  de  6U.  On  voitdonc  comment  I'exces  de 
la  temperature  initiale  sur  celle  de  I'enceinte  influe  sur  Tetat  final  de  la 
barre,  ainsi  que  ses  difFerents  coefficients  specifiques. 

XXXFI*  Cahier.  a 
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6.  On  peut  reniarquer  que  pet  etat  fipal  sp  reduirait  k  un  repos  absolu 

si  Ton  avait 

fix)  =  U,       <p  (.r)  =  -  bV. 

Tel  doit  done  etre  Tetat  initial  donne  par  les  fonctions/(j?),  <p  (a?),  pour 
que  le  mouvement  de  la  barre  tende  a  s'aneantir,  et  que  I'etat  limite  con- 
siste  dans  une  immobilite  complete. 

On  voit  que  dans  ce  cas  particulier  les  coefficients  A  et  B  sont  tous  nuU, 
et  que  Ton  a  par  consequent  (v  =  o,  quels^  qvie  soie|i,t  x  et  t.  La  valevir  de  u 

se  reduit  done  a  w  ==  c~*'U,  et  dans  Tetat  initial  w  =  U,  -j  =  —  6U, 

comme  cela  resultait  des  hypotheses.  Cette  vsjeur  de  u  va  constamment  en 
diminuant  en  chaque  point,  dp  sorte  qu'a  partir  d?  leur  position  primitive, 
tous  les  points  vont  en  se  rapprochant  toujours  de  leur  position  finale,  pro- 
portionnellement  a  la  meme  exponpntielle  e""*'. 

7.  EfTectubns  les  calculs  indiques  par  les  equations  (i3)  dans  le  cas  par- 
ticulier. oil  tous  les  points  de  la  barre  seraient  d'abord  sans  vitesse,  et  dans  la 
position  oil  ils  resteraient  indefiniment  en  equilibre  si  la  temperature  initiale 
donnee  restait  invariable. 

On  aura,  dans  ce  cas, 

/{x)  =  ir^Sx,       (p(a;)  =  o, 
et  Ton  trauvera,  en  effectuant  les  calculs, 

(2n  +  i)7r[4i«/«  +  f^'7r«(2/i-hi)«]'^ 


(2n-hi)*7r*[4&V*-h(2»-hi)'7rV*] 


Telles  sont  les  valeurs  qu'il  faudra  substituer  a  A  et  B  dans  la  formule  (i  4) 
pour  qu'elle  represente  a  chaque  instant  Tetat  de  la  barre  dans  Thypothese 
particuliere  oil  nous  nous  sommes  place. 

Remarque.  La  valeur  generale  de  w,  donpee  par  T^quatipn  (i4)?  se  com- 
pose de  deuj^  parties  e"^'U  et  w.  La  premiere  satisfait  a  toutes  les  conditions 
de  la  question,  en  pren^nt  pour  etat  initial  un  certain  etat  particulier  oil  le& 
deplacements  ont  pour  yaleuf^  U,  et  les  vitesses  —  bJJ. 
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Ce  moavemeht  de  tous  les  poiftte  de  la  barre,  repf(jsent^  pai-  Tequatioh 
u  =  e~^^  U,  est  remdrquable  en  ce  que  les  vltesses  initialfes  ont  des  ValeUrs 
finies,  et  tous  Ifes  d^placertients  cotiserverrt  ehtre  eux  des  rappaits  ih va- 
riables ;  ct  lo^s(}ue  les  valeurs  Aii  tfehips  sont  prices  en  prdgressloti  aritHme- 
tiqiie,  celles  de  ees  deplacements  suiveht  des  prdgressions  geometri^iues 
decroissantes,  dont  la  raison  est  la  meme. 

La  seconde  partie  w  est  periodique,  et  represente  les  vibrations  longitadi- 
nales  de  la  barre,  a  la  temperature  eonstante  de  T enceinte,  et  partant  d'un 
certain  etat  initial  determine.  La  superposition  de  ces  deux  modvements, 
dont  Tun  est  toujours  dans  le  meme  sens,  et  Tautre  oscillatoire,  donne  le 
mouvement  reel  de  chaque  point ;  et  le  second  est  I'etat  final  vers  lequel  con- 
verge I'etat  du  systeme  a  mesure  que  le  temps  augmente. 

Cos  plus  general  ou  les  tempefdtuHs  de  la  barre  varient  dun  point  a 
V autre  ^  et  oil  les  bases  sont  soumises  a  des  tr auctions  constantes. 

8.  Etendons  un  peu  la  question  precedente,  et  supposons  que  dans  Tetat 
initial  les  temperaCores  soient  repr^entees  paf  une  fonctioft  dottAee  F  (x) ; 
admettons  en  outre  que  les  bases  soient  sdumises  a  des  tensions  ^gales  et 
constantes  r  :  toutes  les  autres  conditions  restaM  l^s  miemes  que  darts  la  pre- 
miere question,  et  les  deux  bas^s  etant  expo^ees,  aihsi  qute  le  reste  dt  la  sur- 
face, a  Taction  de  Tenceinte,  dont  la  temperature  peat  Hre  prise  potil*  le  zero 
de  Techelle. 

Cela'  pos^,  la  ten^p^rature  v  en  un  point  quelconque  de  la  barre,  c'est-a- 
dire  Texcesde  sa  temperature  sur  celle  de  Tenceinte,  devra  satisfaire  aux  c6A- 
ditions  suivantes  : 

dt  ~  CD  dx'       ^' 


^   .    H 

dx 


^v  =i  o  pour  X  =  ly 


du        H  , 

___c;  =  o  pour  x  =  -l, 

vz=:zY  {x)  pour  ^  =  o. 
Ces  equations  determinent  completement  v  en  fonction  de  a:  et  ^,  et  c'est 
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par  cette  recherche  qu'il  convient  de  commencer,  puisque  la  valeur  de  i>  est 
une  donnee  necessaire  de  la  question  mecanique  que  nous  avons  en  vue. 

Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicite,  que  tout  soit  symetrique  de 
part  et  d'autre  du  milieu  de  la  barre ;  il  suffira  alors  de  s'occuper  des  points 
situes  entre  a?  =  o  et  a?  =  /.  La  valeur  de  p  satisfaisant  a  toutes  les  condi- 
tions sera  alors 


Km« 


(i5)  i^  =  e'^'^Me    ^^    cosmx, 

m  etant  une  quelconque  des  racines  positives  de  1' equation 
(i6)  mtang/n/=g-> 

et  M  ayant  pour  valeur 

/   F  {a)  cos mada 

(17)  ^=^. 

9.  La  temperature  etant  ainsi  connue  en  chaque  point,  a  chaque  instant, 
il  faut  en  deduire  les  mouvements  auxquels  elle  donne  lieu. 

lis  devront  satisfaire  a  I'equation  (3)  qui  a  ete  etablie  generalement,  quelle 
que  soit  la  fonction  de  a;  et  £  que  i^  represente. 

On  aura  encore  la  condition  (6),  puisque  nous  supposons  les  mouve- 
ments symetriques  par  rapport  au  milieu  de  la  barre. 

La  tension  devant  etre  egale  a  la  constante  t,  aux  deux  extremites ,  on 
aura 

^ t'S  =  S't  pour  X  =  L 

On  aura  enfin  les  deux  equations  (8),  ou/(^),  (p{oo)  designeront  des 

fonctions  impaires  quelconques,  donnees  entre  x  =  o  et  x  =  I  seulement. 

De  cette  maniere  les  equations  qui  determinent  u  sont,  en  posant  encore 


D(J'  — ^  ' 

(.8) 

(19) 

u  =  0  pour  X  =  Oy 
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(20)  T c8  =  S't  pour  X  =  I, 

I    u=f{x)  \ 

(21)  \du  ,   A  pour  «  =  o. 

Pour  faire  disparaitre  le  terme  S't  de  I'equation  (20),  on  posera  d'abord 

{22)  K  =  U  +  S'Ta;, 

et  Ton  aura,  pour  determiner  U,  le  systeme  d'equations 

{24)  U  =  o  pour  a;=o, 

(26)  -J-  —  i;^=  o  pour  X  =  I, 

V  =/{x)—B'rx] 
(26)  {dU  ,   ,  pour  t  =  o. 


Nous  chercherons  d'abord  une  solution  particuliere  de  Tequation  (23), 
afin  de  faire  disparaitre  le  dernier  terme. 

Pour  cela,  nous  remplacerons  v  par  la  serie  que  fournit  I'equation  (i  5); 
et  nous  observerons  que  si  Ton  mettait  successivement  au  lieu  de  v  chacun 
des  termes  de  cette  serie,  dans  les  equations  (28)  et  (25),  et  qu'on  format  la 
valeur  correspondante  de  U,  satisfaisant  aux  equations  (28),  (2^),  (26), 
ainsi  particularisees,  on  aurait,  en  faisant  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  U , 
une  fonction  satisfaisant  aux  equations  (aS),  (24),  (26),  de  la  question 
proposee. 

Considerons  done  alors  I'equation  suivante  relative  a  une  quelconque  des 
racines  de  I'equation  (16), 


Pour  I'integrer,  posons 


A       Km«\ 
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V  etant  une  fonction  de  x  seulement ;  il  vient 

V         "CD"  )  ^  ^^  f^  'dj?  "^  M/tt'Sm  sinmj?, 
ou,  en  posant  0  -+-  -pp-  =  /<a, 


d'oii  Ton  tire 


-^-T  =  a^V  —  M8/nsin/7U7; 


V  =  -5 — ^  sinmj:  -h  Ae"'-H  Be~«', 

•  a'  -4-  nv  ' 


A  et  B  etant  deux  constantes  arbitraires. 

Pour  que  les  equations  aux  limites  o  et  /  soient  satisfaites,  il  faudra 
que  Ton  ait 

A-hB  =  o, 

J- — jCOsmZ-h  Aa^«'—  Bae--*'=  o, 

a'  -h  m'  ' 

ce  qui  donne  pour  A  et  B  les  valeurs  suivantes  : 

A  McJa  cosm/  r* 

A  = J j-  =  — B, 

(«*-hm«)(e*'-f-e-«') 

et,  par  consequent, 

TT  McJ      r       .  a  COS/77/    ,  „_  „,.1     ""r"^-^)' 

Faisant  la  somme  des  valeurs  de  U^  relatives  a  toutes  les  valeurs  de  m  qui 
satisfont  a  T  equation  (16),  on  aura  une  valeur  de  U  satisfaisant  a  T  equa- 
tion { 23) ,  et  aux  conditions  des  extremites ,  exprimees  par  les  equations  ( a4 ) , 
(25).  Cette  solution  particuliere  U'  de  Tequation  (28)  est 

_A      Km'\ 

/       \  ¥T/        f^^i  Me     V       ^O/     r        .  acosml     .  ^_  ^,."1 

(*7)       U'=  SS       ,.^^. [/n sin/nx  h-  --r^Tpr/  (^"'-  «-"')]• 

Maintenant,  pour  integrer  generalement  T^uation  (a3),  posons 
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il  faudra  que  cv  satisfasse  aux  equations 


d'w 

f^ 

dx-' 

dt'  — 

W  = 

O 

pour 

X 

= 

o 

dw 

0 

pour 

X 

= 

I, 

ce  qui  aura  lieu  si  Ton  prend  • 

(28 )  W  =  ^    A  SU> ^ T^  "^"  ^ ^®* "^ 1  ^^^  1  —  ^ 

la  somme  se  rapportant  a  toutes  les  valeurs  entieres  et  positives  de  n.       # 
11  ne reste plus qu'a  satisfaire  a  I'etat  initial ,  e'est-a-dire aux  equations  ( 26 ) , 
qui  deviennent 

(29)  W=zf{x)  —  l'TX  —  \}'\ 

,o    V  dw  ,   .       rfU'  I  pour  t  =  o. 

(3o)  _  =  <p(a:)_^ 

Or,  d'apres  T equation  (27),  on  a,  pour  ^  =  o, 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  equations  (29),  (3o),  les  seconds  membres 
seront  des  fonctions  connues  de  a:,  que  nous  representerons,  pouf  abreger, 
parF(j:),  •>[  (•^)-  AlorsFetat  initial  sera  exprime  par  les  equations 


(V=:  ¥{X) 


pour  f  =  o 


et  les  coefficients  A  et  B  de  la  formule  ( 28) ,  determines  comme  dans  la  ques- 
tion precedente,  auront  pour  valeurs 
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La  valeur  de  w,  representee  par  Tequation  (22)  ou  w  =  S'to?  -t-  U'  H-  w, 
est  done  entierement  determinee,  et  donne  la  solution  de  la  question  pro- 
posee. 

I0«  Remarque.  Si  la  tension  appliquee  aux  extremites  de  la  barre  etait 
T  4-T, ,  au  lieu  de  t,  il  est  facile  de  voir  comment  se  trouverait  modifiee  la 
solution  w,  calculee  dans  Thypothese  d'une  tension  t. 

En  efFet,  cette  premiere  solution  satisfait  aux  equations  (18),  (19),  (20), 
(21),  Si  done  on  lui  ajoute  une  fonction  u'  satisfaisant  aux  suivantes; 


dt' 

= 

^' 

u' 

= 

0 

pour  X  = 

0, 

du' 
dx 

= 

S' 

r,   pour  X 

=  /, 

0 

\             • 

du' 
dt 

0 

1  pour  t  = 

=  6, 

la  fonction  u  +  u\  substituee  a  w,  satisfera  aux  equations  (18),  (19),  (21) 
et  a  r  equation 

^  — ^S=8'(T-f-T,)  pour  x=l, 

au  lieu  de  Tequation  {20). 

Cette  fonction  w  -h  w'  represente  done  les  deplacements  des  points  de  la 
barre  lorsque  la  tension  t  est  augmentee  de  t,  au  commencement  du  pheno- 
mene.  On  est  ainsi  conduit  a  la  proposition  suivante  : 

<t  Si  Ton  considere  la  tension  appliquee  aux  extremites  de  la  barre  comme 
«  decomposee  en  deux  parties,  on  pourra  regarder  le  mouvement  resultant 
»  comme  compose  de  deux  autres.  Le  premier  correspondra  a  une  tension 
»  egale  a  la  premiere  partie,  en  supposant  d'ailleurs  la  temperature  et  Tetat 
»  initial  de  la  barre  tels  que  les  presentent  les  donnees  de  la  question  pro- 
»  posee.  Le  second  mouvement  ne  rentrera  pas  dans  la  classe  des  pheno- 
»  menes  thermomecaniques ;  il  correspondra  a  I'hypothese  oil  la  tempera- 
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»  tiire  de  la  barre  serait  celle  de  F  enceinte  meme;  oil  les  points  partiraient 
»  sans  vitesse  initiale  de  leur  position  naturelle  d'equilibre  a  cette  tempera- 
»  ture,  les  deux  bases  etant  soumises  a  une  traction  constante  t,.  » 

1 1 .  Nous  ajouterons  cette  observation,  que  le  point  de  depart  du  pheno- 
mene  etant  arbitraire,  si,  a  une  epoque  quelconque,  detenninee  par  une 
valeur  t^  du  temps,  on  ajoute  a  la  tension  exercee  sur  les  bases  une  quantite 
constante  t,  ,  on  pourra  appliquer  la  proposition  precedente  en  prenant 
pour  etat  initial  celui  de  la  bane  relatif  au  temps  t^ .  Le  temps  pendant  lequel 
on  devra  considerer  ce  nouveau  mouvenient  pour  parvenir  a  une  epoque 
determinee  par  une  valeur  quelconque  t  du  temps  sera  t  —  ^, ,  et  la  premiere 
partie  du  mouvement  total  ne  sera  autre  chose  quei  la  continuation  du  pre- 
mier mouvement  relatif  a  la  tension  t.  Quant  aux  deplacements  et  aux  vitesses 
qui  doivent  etre  ajoutes  a  ceux  qui  se  rapportent  a  ce  premier  mouvement, 
ce  sont  ceux  qui  correspondraient,  apres  un  temps  t  —  ^,,  au  mouvement 
de  la  barre  partant  de  son  etat  naturel,  sans  vitesse,  a  la  meme  temperature 
que  Tenceinte,  et  ayant  ses  bases  soumises  a  une  tension  constante  t^. 

La  meme  supposition  pent  evidemment  etre  renouvelee  un  nombre  quel- 
conque de  fois  et  a  des  epoques  quelconques. 

Generalisation  de  la  question  precedente,  en  supposant  que  la  tension 
exercee  sur  les  bases  varie  avec  le  temps  suivant  une  l(fi  donnSe. 

12.  Supposons  la  tension  exprimee  par  la  fonction  donnee  F  (t),  qui,  au 
commencement  dip  mouvement,  a  la  valeur  F(o),  et  pent  etre  consideree 
comme  recevant  a  chaque  intervalle  de  temps  infininient  petit  dt,  un  accrois- 
sement  F^{t)dt. 

D'apres  les  remarques  qui  terminent  le  numero  precedent,  nous  obtien- 
drons  de  la  maniere  suivante  la  valeur  de  u  apres  un  temps  quelconque  t : 

Nous  commencerons  par  former,  comme  precedemment,  la  valeur  w^ 
de  w,  correspondante  a  la  temperature  i>  de  la  barre,  a  I'etat  initial  donne  et 
a  la  tension  constante  F(o)  sur  ses  bases. 

Prenant  ensuite  une  valeur  quelconque  e  du  temps,  entre  o  et  t,  nous 
chercherons  la  valeur  qu'aurait,  apres  un  temps  egal  a  t  —  g,  le  deplace- 
ment  calcule  dans  Thypothese  d'un  deplacement  et  d'une  vitesse  initiale 

XXXri'  Cahier.  3 
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nuls  en  chaque  point,  d'une  temperature  egale  a  cellede  Fenceinte,  et  d'une 
tension  constante  F'(g)rfg  sur  les  bases. 

Ge  deplacement  infiniment  petit  aura  rfg  en  facteur  et  peut  etre  repre- 
sente  par  u^ds^  u,  etant  une  fonction  connue  de  f,  j?,  g.  II  restera  a  faire  la 
somme  de  toutes  les  valeurs  que  prendra  u^di  quand  e  prendra  toutes  les 
valeurs  croissant  par  intervalles  d2.  depuis  o  jusqu'a  t\  puis  on  ajoutera  le 
r^sultat  a  w^,  et  I'on  aura  la  valeur  demandee  de  u.  Elle  se  trouvera  expri- 
mee  de  la  maniere  suivante  : 


u  =^  u^-\-  j    u^de. 


Gette  fbrniule,  dans  laquelle  tout  est  connu,  donne  la  solution  de  la  question 
dans  le  cas  d'une  tension  variable,  en  la  ramenant  au  cas  d'une  tension 
constante,  au  moyen  d'une  quadrature  relative  a  une  variable  auxiliaire. 

Nous  nous  dispenserons  d'efFectuer  la  substitution  des  valeurs  connues 
de  u^  et  u,,  et  les  simplifications  qui  en  resulteraient. 

II. 

REFROIDISSEMENT    d'uNE    BARRE    DONT    LES    EXTR^MITES    SONT    LIEES    A    DES 

OBSTACLES    MOBILES. 

13.  Le  refroidissement  des  barres  metalliques  a  ete  employe  a  produire 
des  efforts  considerables,  et  a  operer  des  rapprochements  entre  des  corps 
qui  y  opposaient  de  grandes  resistances.  II  peut  etre  interessant,  au  point  de 
vue  mecanique,  de  calculer  la  quantite  de  travail  produite  ainsi  dans  des  cir- 
constances  donnees.  Mais  c'est  plutot  au  point  de  vue  de  la  theorie  que  de 
Tutilite  pratique  que  nous  I'envisagerons.  Nous  poserons  d'abord  le  prin- 
cipe  d'apres  lequel  la  question  mecanique  doit  etre  traitee,  et,  vu  la  nou- 
veaute  du  sujet,  nous  en  suivrons  le  develbppement  mathematiqueet  phy- 
sique au  dela  de  ce  qui  semble  interesser  la  simple  pratique.  Et  ce  ne  sera 
pas  seulement  dans  le  but  de  faire  des  applications  curieuses  d'anaiyse  a  des 
questions  nouvelles,  c'est  parce  qu'il  est  toujours  important  de  bien  con- 
naitre  toutes  les  consequences  des  principes  physiques  d'oii  Ion  part,  et 
qu'on  parvient  ainsi  a  se  rendre  compte,  d'une  maniere  generale,  d'efFets 
(ju'il  eutete  quelquefois  difficile  de  prevoir,  et  qui,  etant  necessaires  a  I'intel- 
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ligence  complete  des  phenomenes,  pen  vent  par  suite  se  trouver  utiles  a  la 
pratique  elle-meme. 

Dans  le  cas  le  plus  general,  la  resistance  des  obstacles  auxquels  sont 
attacheesles  extremites  de  la  barre,  varie  avec  leur  deplacement,  et  se  trouve 
exprimee  par  une  fonction  de  ce  deplacement,  qui  depend  de  k  nature  du 
systeme,  et  est  evidemment  une  donnee  indispensable  de  la  question. 

Pour  ne  pas  compliquer  le  calcul  de  circonstances  sans  interet  reel,  et 
qui  n'auraient  d'autre  effet  que  de  rendre  la  marche  du  phenomene  moins 
facile  a  suivre,  sans  y  introduire.d'elements  nouveaux,  nous  supposerons 
d'abord  toutes  les  conditions  synietriques  par  rapport  au  milieu  de  la  barre, 
qui  restera  par  consequent  immobile,  et  nous  admettrons  en  outre  que  la 
temperature  de  la  barre  soit  la  meme  dans  toute  sa  longueur,  comme  dans 
la  premiere  question  que  nous  avons  traitee. 

Mais,  avant  d'entamer  le  calcul  des  phenomenes  qui  resultent  du  refroi- 
dissement  de  la  barre,  il  est  bon  de  reconnaitre  d*une  maniere  sommaire  en 
quoi  ils  consisteront. 

Marche  generate  du  plienomene, 

14.  Soit  B'B  la  position  de  la  barre  dans  son  etat  naturel  d'equilibre. 


B'  A  B  C 

e'est-a-dire  lorsqu'elle  est  a  la  temperature  de  T enceinte,  qui  est  prise  pour 
le  zero  de  Techelle,  et  qu'elle  n'est  sollicitee  par  aucune  force  exterieure. 

Soient  A  son  milieu  immobile;  AB  =  /;  BG  Taccroissement  de  longueur 
de  /,  correspondant  a  la  temperature  initiale. 

Nous  pouvons  nous  representer  T obstacle  qui  s' oppose  a  la  contraction 
naturelle  de  la  barre,  comme  un  ressort  dont  un  point  serait  fixe  sur  le  pro- 
longement  de  AC,  tandis  qu'un  autre  serait  lie  a  I'extremite  de  la  verge, . 
mobile  avec  elle,  et  partirait  de  la  position  initiale  C  oil  ce  ressort  se  trouve- 
rait  dans  son  etat  naturel,  sans  tension.  Lorsque  ce  point  se  deplace,  il  en 
resulte  dans  le  ressort  une  tension  qui  est  une  fonction  continue  donnee  de 
la  grandeur  et  du  sens  du  deplacement.  Nous  supposerons,  pour  la  genera- 
lite  de  la  question,  que  cette  fonction  soit  d'une  forme  arbitraire  et  ne  soit 
nullement  assujettie  aaller  toujours  enaugmentant  ou  toujours  en  diminuant, 
lorsque  Fextremite  de  la  barre  marchera  dans  un  meme  sens. 
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Gela  pose,  concevons  que  la  temperature  initiate  de  la  barre  s'abaisse 
d'une  quantite  tres-petitexet  s'y  maintienne;  son  extremite  tend  a  se  rap- 
procher  de  A  et  ne  peut  efFectivement  rester  en  C,  car  alors  il  y  aurait  une 
tension  dans  la  barre,  tandis  qu'il  n'y  en  aurait  pas  dans  le*  ressort,  et  Tequi- 
libre  serait  impossible. 

L'extremite  va  done  marcher  vers  le  point  A,  et  il  se  produira  dans  le 
ressort  une  tension  qui  finira  par  se  mettre  en  equilibre  avec  celle  de  la  barre 
dont  la  temperature  est  supposee  constante  dans  sa  nouvelle  valeur ;  dans  cet 
etat,  la  barre  aura  une  longueur  plus  grande  que  si  elle  etait  entierement 
libre,  puisqu*elle  est  soumise  a  une  certaine  tension. 

Supposons  maintenant  que  la  temperature  s'abaisse  encore  d'une  tres- 
petite  quantite,  puis  reste  invariable ;  il  finira  encore  bientot  par  s'etablir  un 
nouvel  etat  d'equiltbre,  dans  une  position  de  Textremite,  telle  qu'il  y  ait 
egalite  entre  la  tension  du  ressort  et  celle  de  la  barre :  et  dans  cette  position 
Textremite  de  la  barre  sera  evidemment  plus  rapprochee  de  son  milieu  que 
dans  la  position  precedente. 

On  continuera  ainsi  jusqu'a  ce  que  la  temperature  de  la  barre  se  reduise  a 
celle  de  Tenceinte. 

Si  maintenant  on  suppose  que  les  diminutions  successives  de  la  tempe- 
rature tendent  vers  zero,  on  aura  pour  limite  le  refroidissement  continu,  tel 
qu'il  s'opere  reellement.  Le  mouvement  del'extremite  de  la  barre  sera  tres- 
lent,  et  les  vibrations  pourront  y  etre  considerees  comme  nuUes,  en  supposant 
une  masse  suffisante  au  ressort  auquel  elle  est  fixee;  on  peut  alors  admettre 
sans  erreur  sensible  que  ce  point  est  a  chaque  instant  dans  la  position  meme 
oil  il  resterait  indefiniment  dans  Tequilibre  du  ressort  et  de  la  barre  restant 
a  cette  meme  temperature.  Sa  derniere  position  est  celle  qui  correspond  a 
Tequilibre  du  ressort  et  de  la  barre  a  la  temperature  del'enceinte;  elle  sera 
generalement  differente  de  B,  car  il  faudrait,  pour  quelle  fut  en  ce  point, 
que  le  ressort  ecarte  jusque-la  ne  donnat  lieu  a  aucune  tension. 

La  loi  suivant  laquelle  varie  la  resistance  de  1' obstacle  etant  entierement 
arbitraire,  il  pourrait  y  avoir  plusieurs  positions  pour  lextremite  de  la  barre, 
oil  il  y  aurait  equilibre  entre  cette  resistance  et  la  tension  de  la  barre  a  la 
temperature  de  1' enceinte.  De  toutes  ces  positions,  celle  qui  repond  au  phe- 
nomene  reel  est  la  plus  voisine  de  C.  En  efFet,  I'extremite  ne  peut  arriver  en 
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cette  position  avant  le  refroidissement  complet  de  la  barre,  puisqu'alors  la 
tension  de  celle-ci  etant  inferieure  a  celle  qn'elle  aurait  a  la  temperature  de 
Tenceinte,  serait,  par  hypothese,  inferieure  a  celle  du  ressort  dans  cette 
position.  Elle  ne  peut  done  y  parvenir  qu'apres  le  refroidissement  complet, 
et  alors  elle  y  reste  indefiniment. 

Calcul  du  mouifement  de  textremite  de  la  barre. 
15,  Soit  X  la  position  de  Textremite  au  bout  du  temps  t\  la  tempera- 

X 


A 

ture  V  de  la  barre  sera  determinee  par  la  formule 


^  =  ^  e"*' 


demontrec  precedemment 

Soit  U  le  deplacement  BX  de  Textremite  B  a  cet  instant,  c'est-a-dire  la 
valeur  de  u  correspondante  a  a?  =  /,  et  a  cette  valeur  t  du  temps. 

La  force  developpee  par  le  ressort,  dans  cette  position,  est  une  fonction 
donnee  du  deplacement  CX  de  ce  ressort ;  et  commeCX=CB — \]^=^lSv^ — U, 
il  s'ensuit  que  cette  force  est  aussi  une  fonction  donnee  de  U  :  nous  la  repre- 
senterons  par4  (U)- 

Or  la  barre  aurait  la  longueur  /  -h  /Si^  a  la  temperature  t^ ;  done  U  —  /o^ 
est  I'allongement  qui  produit  la  tension,  dont  la  valeur  est  par  consequent 

M  —  ldi^ 
—[¥-' 

En  Tegalant  a  la  tension  4  (U)  du  ressort,  on  aura  la  condition  de  Tequi- 
libre,  qui  determinera  U  d'apres  p,  et,  par  consequent,  d'apres  t.  On  con- 
naitra  done  la  distance  de  I'extremite  variable  de  la  barre,  au  point  fixe  B, 
en  fonction  du  temps,  c'est-a-dire  que  le  mouvement  demande  de  cette  ex- 
tremite  sera  determine. 

L'equation  qui  determine  U  sera  ainsi 

(32)  4(u)-^+|-r=o. 

Elle  ne  peut  ctre  resolue  que  quand  la  forme  de  la  fonction  4  est  particu- 
larisee ;  et  meme  il  n'y  a  que  des  cas  tres-particuliers  oil  la  valeur  de  U  puisse 
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etre  trouvee  exactement  au  moyen  de  c^,  et,  par  suite,  de  t :  mais  on  peut 
toujours  la  calculer  par  approximation. 

On  aura  la  position  finale  de  Textremite  X  en  supposant  v=  o  dans 
I'equation  precedente.  La  valeur  de  U,,  qui  determine  cette  position,  sera 
done  donnee  par  I'equation 

(33)  4(U,)-§  =  o, 

dont  on  calculera  la  plus  grande  racine,  qui,  d'apres  ceque  nous  avons  dit, 
est  celle  qui  resout  la  question. 

Calcid  du  travail  produit  par  la  barre  pendant  le  refroidissement. 

16.  La  force  appliquee  a  chaque  instant  au  ressort,  produit  une  quantite 
de  travail  dont  la  difFerentielle  est  le  produit  de-la  tension  qui  agit  sur  le 
ressort  par  I'espace  infiniment  petit  —  rfU  parcouru  par  son  point  d'appli- 
cation  dans  le  sens  de  cette  force.  Ainsi,  pour  avoir  la  quantite  totale  de  tra- 
vail produite  par  la  force  appliquee  au  ressort,  il  faut  integrer  —  4  (U)  d\] 
entie  U  =  ISv^  et  U  =  U,. 

On  aura  done,  pour  expression  de  ce  travail,  Tintegrale 


X 


4  (a)  rfa. 


On  pourra  toujours  obtenir  la  valeur  exacte  ou  approchee  de  cette  ex- 
pression, puisque  la  fonction  4  est  donnee.  EUe  depend,  comme  on  le  voit, 
de  la  nature  de  Tobstacle,  par  cette  fonction  4;  de  la  nature  et  de  Tetat  de  la 
barre,  par  les  quantites  /,  S^  v^;  et  des  deux,  par  U,. 

II  ne  suflfit  done  pas  de  connaitre  tout  ce  qui  concerne  la  barre  pour  pou- 
voir  calculer  le  travail  auquel  son  refroidissement  peut  donner  naissance.  Ce 
travail  est  indetermine,  puisqu'il  depend  de  la  nature  du  systeme  auquel  la 
barre  sera  appliquee. 

Toutefois  on  peut  fixer  une  valeur  que  ce  travail  ne  saurait  jamais  at- 
teindre,  mais  dont  il  pourrait,  a  la  rigueur,  approcher  autant  qu'on  le  vou- 
drait,  en  se  plaqant  dans  des  conditions  tout  exceptionnelles.  et  en  quelque 
sorte  irrealisables.  C'est  ce  que  nous  allons  developpcF. 
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Limite  super ieure  du  trai^ailproduit. 

17.  Pour  toutes  les  valeurs  de  a  entre  U,  et  llv\^y  la  tension  du  lessort 
etant  la  meme  que  celle  de  la  barre  dont  la  temperature  est  c,  est  moindre 
(j\\ie  si  cette  temperature  etaitzero  comme  celle  de  I'eneeinte  :  4  (*)  ^^^  done 

toujours  moindre  que  Tj, et  I        -^{(x)  d(t<ijj,  j        ccdoc,  Ainsi  la  quaiitite 

de  travail  produite  par  le  refroidissement  de  la  barre  est  neeessairement  au- 
dessous  de 


(34)  -^rr 


2  J'' 


quel  que  soit  le  soit  le  systeme  auquel  elle  soit  attachee. 

Voici  maintenant  les  circonstances  qu'il  faudrait  supposer  pour  qu'elle 
differat  peu  de  cette  limite  superieure.  II  faudrait  que  le  ressort  ne  com- 
mencat  pas  a  ceder  sensiblement  avant  que  le  refroidissement  fut  entiere- 
ment  accompli ;  et  qu'ensuite  la  tension  du  ressort  pour  ses  divers  degres 
d' extension  diminuat  jusqu'a  zero,  en  restant  toujours  tres-peu  inferieure  a 
celle  de  la  barre,  maintenue  fixe  dans  la  position  correspondante  et  k  la  tem- 
perature de  Tenceinte.  On  voit  combien  ces  circonstances  sont  difficiles  a 
admettre ;  et  dans  tons  les  ca*  le  travail  serait  moindre  que  celui  que  repre- 
senterait  r  expression  (34). 

Mou{fement  de  tous  les  points  de  la  barre  pendant  le  refroidissement. 

18.  Nous  n'avons  considere  jusqu'ici  que  le  mouvement  de  Textremite 
de  la  barre.  II  est  determine  au  moyen  de  I'equation  (3^),  et  il  s'agit  main- 
tenant  d'en  deduire  celui  de  tous  les  autres  points. 

Designons  par  <p  {t)  la  valeur  de  U  que  determine  I'equation  (32);  et 
supposons  que  dans  Tetat  initial  il  n'y  ait  aucun  mouvement  imprime  aux 
points  de  la  barre,  et  que  le  deplacement  initial  de  ces  points  soit  precise- 
ment  celui  qui  resulterait  de  la  dilatation  correspondante  a  Televation  de  la 
temperature.  Dans  cet  etat,  Textremite  de  la  barre  est  liee  au  ressort  qui  se 
trouve  dans  Tetat  naturel,  et  son  milieu  reste  constamment  inmiobile.  On 
reconnaitra  facilement  qu'une  plus  grande  generalite  dans  I'etat  initial  n'ajou- 
teraitaucune  difficulte  ni  aucun  intereta  la  solution,  et  embarrasserait  saus 
objet  une  analyse  assez  compliquee  par  elle-meme. 
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Les  equations  de  la  question  seront  alors 


d^u         ^d 


dt^  ~^  dx"' 

u  =  o  pour  X  =  o, 

u  =  (p{t)  pour  X  =  I, 

u  =  BvqX  ] 
du  pour  t  =  o. 

En  posant  u  =  cv^^x  H-  cv,  elles  deviennent 

.    .  d*w  jrf'w 

(b)  w  =  o  pour  X  =  o, 

(c)  w=:(p[t)  —  Scj /  pour  a;  = /, 

(d)  w  =  o  ] 

rftv  I  pour  t  =  o. 

II  est  inutile  de  faire  remarquer  qu'il  n'y  a  aucune  contradiction  entre  les 
equations  (c),  (rf),  puisque  <p{o)  =  8^ J. 

La  valeur  de  u  qui  satisfait  a  toutes  ces  conditions  se  determinera  au 
mo  yen  d'une  methode  que  j'ai  exposee  dans  mon  Memoire  sur  les  ^vibra^ 
tions  dun  systeme  de  points  mat^riels^  et  qui  se  rapporte  au  cas  oil  les 
conditions  aux  limites  renferment  des  fonctions  quelconques  du  temps. 
Dans  la  question  actuelle,  c'est  Tequation  (c)  qui  fait  toute  la  difficulte  et 
necessite  I'emploi  de  la  methode  que  je  rappelle.  II  est  inutile  de  donner  ici 
le  detail  de  ce  calcul,  que  Ton  trouverait  dans  le  Memoire  que  je  viens  de 
citer,  et  qui  n'offrira  d'ailleurs  aucune  difficulte  a  ceux  qui  connaissent  cette 
methode. 

On  est  conduit  ainsi  a  la  formule  suivante  : 


w 


=  f[»(,)-S..;]-H^2^-"T^jrV(.)e<«"Jii^rf., 
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et,  par  consequent,  la  valeur  de  u  sera 

Telle  est  la  formule  qui  donne  a  chaque  instant  la  position  de  chacun  des 
points  de  la  barre  qui  se  refroidit,  en  entrainant  le  ressort  qui  cede  assez 
lentement  pour  que  Ton  puisse  considerer  que  sa  tension  a  une  epoque 
quelconque  est  egale  a  celle  que  produirait  la  barre,  en  restant  indefiniment 
a  la  temperature  qu'elle  a  a  cette  epoque. 

Application  a  un  cas  particulier. 

19.  Lorsque  Tallongement  d'un  ressort  n'est  pas  tres-considerable,  la 
force  produite  peut  etre  supposee  proportionnelle  a  cet  allongement;  c'est 
dans  cette  hypothese  que  nous  allons  executer  les  calculs  relatifs  aux  ques- 
tions generales  qui  precedent.  En  designant  toujours  par  U  le  deplacement 
de  I'extremite  de  la  barre,  Tallongement  du  ressort  sera  exprime  par 

/Si'o  -  u, 
et,  par  consequent,  sa  tension  le  sera  par 

A(ZS..-U), 

A  designant  une  constante  donnee,  qui  n'est  autre  chose  que  la  force  qui 
serait  necessaire  pour  allonger  le  ressort  d'une  unite  de  longueur,  si  la  loi  de 
proportionnalite  se  continuait  jusque-la.  U  faut  done,  pour  passer  du  cas 
general  a  celui  que  nt>us  voulons  traiter,  supposer 

4(U)=A(/8.„-U); 

r equation  (82)  devient  alors 

d'oii  Ton  tire 

^—       A/^'  +  i       » 
et  comme  on  a 


V  =  v,e-", 


JLXXri'  Cahier. 


26  MOUVEMENT    DES    DIFF^RENTS    POINTS    d'uNE    BARRE    CYLINDRIQUE 

il  en  resulte 

^—         i  +  A/cJ' 

et  c  est  la  la  valeur  de  la  fonction  que  nous  avons  designee  par  (p{t)  dans  le 
n°  18. 

La  valeur  de  U  designee  par  U,  et  donnee  par  Tequation  (33),  se  deduira 
de  U,  en  supposant  ^  =  oo  ,  et  sera 

A/Mc?Vo 


U. 


iH-AW 


20.  Cela  pose,  la  quantite  de  travail  developpee,  qui  est  representee 
'       '>l{oc)doc  devient,  dans  le  cas  actuel, 

2(H-A/(J')»* 

On  peut  lui  donner  une  autre  forme  en  introduisant  la  tension  B  qui  allonge- 
rait  la  barre  /  de  i .  On  a  alors 

et  la  quantite  de  travail  devient 


On  reconnait  immediatement  que  cette  expression  est  nulle  quand  on  a 

A  =  o       ou       A  =  00  , 

e'est-a-dire  que  le  travail  produit  est  nul  quand  le  assort  n'offre  aucune 
resistance,  ou  quand  il  en  offre  une  infinie,  auquel  cas  il  ne  subit  aiiciin 
allongement.  Entre  ces  deux  cas  extremes,  dont  le  resultat  etait  evident  a 
priori,  si  Ton  suppose  que  la  force  du  ressort  prenne  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles, et  suive  toujours  la  loi  de  proportionnalile  sur  laquelle  est  fonde  ce 
calcul  particulier,  on  peut  se  demander  a  laquelle  de  ces  valeurs  correspon- 
dra  le  maximum  de  travail.  II  faut  alors  determiner  la  variable  par  la  con- 
dition que 


(-IT 
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soil  maximum ;  ce  qui  donne 

A  =  6. 

Ainsi  Ton  aura  le  maximum  de  travail  que  la  barre  peut  produire,  en  la  fai- 
sant  agir  sur  un  ressoit  qui  s'allonge  de  la  meme  quantite  qu'elle  sous  T in- 
fluence d'une  meme  traction. 
Sa  valeur  sera 

8 

Elle  est  le  quart  de  celle  que  prend,  dans  ce  cas,  Texpression  (34). 

21.  Cherehons  maintenant  la  position  des  points  a  une  epoque  quel- 
conque.  Elle  sera  donnee  par  Tequation  {g)  dans  laquelle  (p  {t)  sera  rem- 
placee  par  la  valeur  de  U  que  nous  venons  de  determiner,  et  qui  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

B  designant  toqjours  la  tension  necessaire  pour  allonger  d'une  unit^  la  barre 
de  longueur  /.  On  en  tirera 

•P  (*)--      A-hB     ' 
et,  en  effectuant  tous  les  calculs, 


(A) 


.    mix 
cos /ITT  sm 


.(A  +  B)2.    /nV^_^^.U    /    «»"    /     ^^^^''^     /  ; 

22.  A  mesure  que  le  temps  augmente,  les  termes  qui  contiennent  Tex- 
ponentielle  tendent  a  disparattre,  et  le  systeme  tend  vers  Vetat  periodique 
represente  par  la  formule  suivante  : 


.   mix 
cos /ITT  sm- 


^'  A-+-B       7r(A+B)^^     /7i'fx*7t*       ii\  \    II  ^     J 

Dans  cet  etat,  chaque  point  oscille  de  part  et  d'autre  de  la  position  que  lui 

4. 
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donnerait  1' equation 

et  qui  n'est  autre  que  la  position  relative  a  Tequilibre  de  la  barre  et  du  res- 
sort,  a  la  temperature  de  T enceinte.  La  duree  de  ces  oscillations  est  —  ? 

comme  cela  devait  etre,  puisque  les  deux  extremites  de  la  barre  de  longueur  / 
sont  fixes  :  elle  ne  depend  que  de  cette  longueur,  ainsi  que  de  la  densite  et 
de  I'elasticite  de  la  substance.  Mais  leur  amplitude,  et  les  autres  circonstances 
du  mouvement  dependent  de  toutes  les  autres  donnees,  comme  on  le  voit 
par  la  formule  A,  qui  renferme  non-seulement  le  rapport  des  deux  forces  A 
et  B  qui  allongeraient  d'une  unite  la  demi-barre  et  le  ressort,  mais  encore 
6,  <ret  Pf^. 

On  voit  done  clairement  comment  I'etat  final,  ou  la  temperature  est  celle 
de  r  enceinte  m6me,  depend  neanmoins  de  1' elevation  primitive  de  cette  tem- 
perature, des  coefficients  specifiques  de  la  substance,  de  la  forme  de  la  sec- 
tion orthogonale  de  la  barre,  et  enfin  de  la  force  du  ressort  qui  lui  resiste. 

III. 

REFROIDISSEMENT    d'uNE    BARRE    DONT    l'eXTREMIT^    EST    LIEE    A    UNE    VERGE 
ELASTIQUE,    A    UNE    TEMPERATURE    CONSTANTE. 

23.  Soient  A  le  point  immobile  de  la  barre;  B  I'extremite  fixe  de  la 

c 

'a ^ 

verge  ;C  son  autre  extremite  dans  Tetat  naturel,  oil  elle  n'e^t  soumise  a 
aucune  tension,  et  est  a  la  temperature  de  Tenceinte,  qu'elle  conserve  con- 
stamment.  Soit  v  la  temperature  de  tons  les  points  de  la  barre,  en  prenant 
pour  zero  celle  de  Tenceinte ;  on  aura  encore 

Supposons  que  lorsquelle  est  a  la  temperature  initiale,  la  barre  ait  son  extre- 
mite en  C  par  le  simple  efFet  de  la  dilatation,  sans  aucune  tension,  et  qu'a  ce 
moment  elle  soit  liee  invariablement  a  la  verge.  Prenons  cet  etat  initial  du 
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systeme  pour  celui  auquel  nous  rapporterons  tous  les  autres ;  et  comptons 
les  deplacements  de  tous  les  points  a  partir  de  la  position  qu'ils  occupent 
alors.  Designons-les  par  u  pour  )a  barre,  et  w'  pour  la  verge;  on  aura  alors 

dans  Tetat  initial 

/  du  du! 

u=o,    u=o,      ^=0,      ^  =  0. 

Posons 

et  soient  /^',  8, ,  u'  les  quantites  qui  se  rapportent  a  la  verge  et  correspondent 
k  /u,y8\  u  dans  la  barre ,  et  x  les  distances  au  point  fixe  A.  Les  quantites  u, 
u'  devront  etre  egales  a  chaque  instant,  au  point  de  jonction ;  et  la  tension 
devra  y  etre  la  meme  dans  la  barre  et  dans  la  verge.  De  sorte  que  les  equa- 
tions de  la  question  seront 

(I) 
(^) 

(3) 
(4) 

(5) 

(6) 

Pour  faire  disparaitre Texponentielle  c"**'  de  la  seconde  equation  (5),  nous 
chercherons  un  systeme  particulier  de  valeurs  de  u^  u' ^  satisfaisant  aux  equa- 
tions (i),  (2),  (3),  (4),  (5). 

Nous  trou verons  ainsi ,  en  posant  Ur  =  e"*'  U ,  w'  =  e"^'  U ' , 


d^u           ^ePu 
dt-  =f^    dx^' 

u  =  o  pour  X  =  0 , 

tt'  =  0  pour  X  =  1-+-  I'y 

u^=u' 

i{t  ">-)=j;t:r°"'^= 

I, 

M    =  0,            m'    =  0 

du                    du' 

pour  t  =  0. 

(2) 


i/    «'  bV\    /    bx  _5f\ 

(u'=AV/-c    ')[e      "'       -e  "'      J' 
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]a  valeur  du  coefficient  A  etant  donnee  par  Tequation 


I 


b 


^  A  fJt|lVoJcJ,    )  /     h±  ^E\   /    t£  -E 


24.   Cela  pose,  faisons 
il  faudra  determiner  les  fonctions  w^w'  par  les  equations  suivantes 


dPw  2  ^w 


(9)  -^  =  ^^r' 

(ii)  w=o  pour  ar=:o, 

(la)  w'=o  pour  x  =  l-i-l', 

I       w  =  w'       \ 

(i3)  ;  I  rfw  _  I  /jiv'  [  pour  J?  =  /, 

h'  tix~  3^  dx  ) 

iw   =  — U,       «/=— U'  j 

(    dt  '  dt  ) 

Soient,  a  cet  effet, 

w  =  (Asin^m<H-B  cos^m^)  V, 

(v'  =  (A  sin/uLmt  +  B  cos/umt)  V, 
on  aura,  pour  determiner  V,  V,  les  equations 


V  =  o  pour  a?  =  o,       Y'  =  o  pour  a?  =  /  -f-  /'. 


J'  ^  (Ji    dx 
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Oil  y  satisfera  par  les'valeurs  suivantes  : 

V  =  sin/wo:,       V'  =  M  sin^(/+  /'  — «r), 
M  et  m  etant  determines  par  les  deux  equations 

I  sin  ml  =  M  sin  ^^  > 
r 
cosml  =  —  M  T-S  cos  *-— 7-  • 

On  ne  pent  poser  a  la  fois 

I  .    mixl'  ^  J  mill' 

s\nml=^  o,     sm— ^  =  o,     ca     cosm/  =  o,      cos—^-  =  o, 

si  iulV  et  /u7  n'ont  pas  de  commune  mesure;  ainsi,  sauf  des  cas  tres-particn- 
liers,  on  n'aura  pas  a  supposer  que  les  deux  membres  des  equations  (i()) 
soient  nuls.  En  les  divisant  I'une  par  I'autre,  on  obtient 

(17)  tangm/  =  —  ^  ^ng^. 

Cette  equation  determine  pourm  une  infinite  de  valeurs  reelles,  deux  a 
deux  egales  et  de  signes  contraires,  a  chacune  desquelles  correspondra  un 
sy  Sterne  de  valeurs  de  w,  w',  satisfaisant  aux  equations  (9),(io),(ii),(i2), 
(i3).  On  aura  encore  une  solution  de  ces  memes  equations  en  ajoutanf 
toutes  ces  solutions  particulieres  dans  lesquelles  les  coefficients  A,  B  varie- 
ront  arbitrairement  en  passant  d'une  valeur  de  m  a  une  autre ;  et  il  suffit  de 
considerer  les  valeurs  positives  de  m,  les  solutions  relatives  aux  valeurs 
negatives  rentrant  dans  les  premieres.  Cette  indetermination  va  nous  per- 
mettre  de  satisfaire  aux  equations  (i/j)?  ce  qui  achevera  la  solution  de  la 
question  proposee. 

En  effet,  les  valeurs  de  (v,  w\  dont  nous  venons  de  parler,  sont 

w  =  2)  (A  sin^m^  +  B  cos ,um^)  V, 
cv'  =  2  ( A  smimmt  +  B  cosju/w^)  V, 
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et  pour  que  les  equations  (i4)  soient  satisfaites,  il  faudra  que  I'on  ait 
(i8)  2BV  =  -U, 

(19)  2BV'=-U', 

(-.0)  2mAV=^U, 

(21)  J^mAV'  =  -V'. 

25.  Or  les  racines  de  Fequation  (17)  jouissent  d'une  propriete  impor- 
tante,  qui  se  demontre  facilement  au  moyen  des  equations  (1 5),  et  qui  con- 
siste  en^ce  que  si  I'on  designe  par  m  et  m^  deux  racines  differentes  quel- 
conques  de  Fequation  (17),  par  V,  V,  les  valeurs  correspondantes  de  V, 
et  par  V,  V'^  les  valeurs  correspondantes  de  V,  on  aura 

(22)  jf  VV,d^-H^jr        YV^dx  =  o. 

Si  done  on  multiplie  les  deux  membres  de  Fequation  {18)  par  Vdx  et  qu'on 
les  integre  entre  o  et  /;  qu'ensuite  on  multiplie  ceux  de  Fequation  (19) 

par  ^T^Vdir,  et  qu'on  les  integre  entre  /et  /  H-  /';  puis  que  Fon  ajoute  les 

deux  equations  ainsi  obtenues,  tous  les  coefficients  disparaitront,  excepte 
•elui  qui  correspond  a  la  racine  m^  et  Fon  aura,  par  suite, 

B  _  _Jo f^^iJi 

Jo  f^'^J/ 

Telle  est  la  valeur  generale  des  coefRcients  B  pour  chaqune  des  valeurs 
de  m.  On  trouvera  semblablement  pour  la  valeur  generale  des  coefficients  A, 

f    \]\dx-h^   I         V'\'dx 

__    _o r^iJl  
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ce  qui  fait  voir  qu'entre  A  et  B  on  a  la  relation  simple 

de  sorte  que  les  valeurs  de  w,  w^'  peuvent  etre  ecrites  comme  il  suit : 

le  coefficient  A  etant  exprime  par  la  fonnule  (23). 

Ces  valeurs  satisfaisant  3  toutes  les  equations  (9),  (10),...,  (i4)>  les  valeurs 
de  u  et  u'  qui  resolvent  la  question  proposee  seront 

!u  =  e^^ U  -f-y^ ^^^ ^^^  ( sinAtme  —  ^ cos /mmt  j  > 
u  =  €^'U  -|-2)A TT-sm^- — ^ — 7 '-Ism/jLmt  —  ^cos^m^  j- 
sin — r-                   f*  \ 

26.  On  pourrait  varier  de  bien  d'autres  manieres  les  conditions  dans 
lesquelles  on  pent  calculer  les  phenomenes  etudies  dans  ce  Memoire.  On 
pourrait  meme  generaliser  beaucoup  le  probleme,  en  considerant  les  mou- 
vements  des molecules  dans  tons  lessens,  ce  qui augmenterait  considerable- 
ment  la  difficulte  en  oblige^nt  a  avoir  recours  aux  equations  generales  des 
phenomemes  thermomecaniques. 

Nous  avons  voulu  seulement  appeler  Tattention  sur  un  nouveau  genre  de 
questions,  et  ouvrir  la  voie  a  ceux  qu'elles  pourraient  interesser. 
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MEMOIRE 


SUR 


LE  PROBLfiME  DES  TROIS  CORPS; 

Par  M.   Eomond  BOVR, 

£UTe  lagenieur  des  Mines. 


On  sait  que  le  principe  de  la  conservation  du  mouyement  du  centre  de 
gravite  permet  de  ramener  le  probleme  general  au  cas  ou  Fun  des  trois  corps 
serait  fixe  (*).  C'est  ce  dernier  cas  que  j'etudie  dans  ce  Memoire,  et  la  ques- 
tion que  je  me  propose  est  celle-ci : 

Determiner  le  mouvement  de  deux  points  soumis  a  leur  attraction  rtiu- 
tueUe  et  a  ceUe  d'un  point  fixe;  V  attraction  etant  d'aiUeurs  une  fonction 
quelconque  de  la  distance. 

Ce  probleme,  ainsi  defini,  contient  douze  inconnues,  et  admet,  par  con- 
sequent, douze  integrales.  On  n'en  connatt  encore  que  quatre  :  celle  des 
forces  vives  et  les  trois  des  aires ;  il  en  resterait  done  huit  a  trouver.  Mais 
M.  Bertrand  a  fait  entrer  la  question  dans  une  voie  nouvelle  {**)  en  indiquant 
neuf  fonctions  des  douze  inconnues  dont  les  derivees  par  rapport  au  temps 
ne  contiennent  pas  d'autre  quantite  que  ces  nouvelles  inconnues  elles-memes. 
En  exprimant  qu'une  fonction  z  de  ces  inconnues  a  sa  derivee  par  rapport 
au  temps  nuUe,  il  obtient  une  equation  differentielle  partielle  lineairea  neuf 
variables  seulement  dont  on  connait  deux  integrales  :  celle  des  forces  vives 
et  la  somme  des  carres  des  trois  aires. 

Seulement  la  nouvelle  equation  a  perdu  la  forme  remarquable  et  les  pro- 
prietes  qui  caracterisent  les  equations  ordinaires  des  problemes  de  meca* 

(*)  Memoire  sur  Vintegration  des  efquaiions  differentielles  de  la  mecanique^  par  M.  J.  Bertrand. 
Journal  de  Mathematiques  pares  et  appliquees,  t.  XVII  ^  i852. 
(**)  Ibid. 

5. 
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nique.  J  arrive  dans  ce  Memoire  a  huit  nouvelles  variables  : 

^o     ^2^     ^3^     n^,  . 

fonctions  de  celles  de  M.  Bertrand,  et  telles,  qu'on  a  pour  T equation  diffe- 
rentielle  partielle  qui  definit  les  integrales  du  probleme  kidependantes  du 
temps,  conformement  au  type  habituel, 

^^c=«  I  an    dz         /iH    dz\  ^_ 

H  etant  la  quantite  qui  reste  constante  en  vertu  do  principe  des  forces  vives. 

§1. 

I .  Je  demontre  d'abord  le  theoreme  general  qui  a  servi  de  point  de  de- 
part a  nies  reclierches  et  que  j'ai  deja  donne  dans  un  precedent  Memoire. 
Soit  un  probleme  de  mecanique  quelconque,  et 


2Ksn  ///H  dz         dH  dz  \  
'=«  [dqi  dpi~dpi  dq'i)  ~  ^ 


r equation  diiferentielle  partielle  a  laquelle  satisfontles  ^ri  —  i  integi^ales  da 
probleme  independantes  du  temps.  Designpns  avec  Poisson  par  (a,  /?)  la 
quantite 

wkOL  et  ^  representent  deux  fonctions  quelconques  des  inconnues/?^ ,  ^^ ,. . . ,. 
Pnt  3n9  ^^  theoreme  dont  il  s'agit  est  le  suivant : 
Si  Von  trouve  ikfoncthns  des  variables p  et  q^ 

^O    ^27  •  •  •  ^    ^hr 

saiisfaisant  aux  ^  ^^       '^  conditions 

(/.,  ni)  =  —  I ,       (/,.,  n/)  =  o,        (4,  I,.)  —  o, 
et  telles  y  que  la  constante  H  de  VequoXion  des  forces  vives  sexprime  en /one-- 
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tion  de  ces  quaiititds  seulement,  je  dis  que  les  nouvelles  variables  devront 
saiisfaire  aux  Equations  differentieUes 

dli_dn        ^^_^. 

^         drii '  dt  dl/ 

En  effet, 

dli_  __  S^  dp^         dl^  dq^  dlj   dp„  dlj  dq^ 

dt         dp^    dt  d(]i    dt   "T-  •  •  '  "*~  dp^    dt  dq^    dt  ' 

_dR  dli^_dU  ^  .      dHdl^_dH.dli^ 

dqi  dpt         dpi  dqx         '  '  '        dq^  dp^        dp„  dq^ ' 

=  (H,/,). 

Mais  H  est  par  hypothese  une  fonctiori  de  /,,  w,,-  .  . ,  /y^,  /i^;  done,  en 
vertu  de  la  forme  lineaire  de  la  fonction  (H,  /,), 

car  toiites  les  parentheses  sont  nuUes  a  Texception  de  (/z,,  l^)  qui  est  egale 
a  1 .  Done 

dli^_dR^ 
dt         drii 

On  aurait  de  meme 

-3^  =  (H,  «,)  =  -^  (/,,  71,)  =  - -^, 

car  {/,,«,)  =  — (/4„ /,.)  =  — I. 

GSa.pose,  j'aborde  la  question  que  j'ai  en  vue. 

§  11. 

2.  Soit  ,u  la  masse  du  point  fixe,  m  et  m,  celles  des  points  mobiles;  le 
systeme  etant  completement  libre,  on  pent  prendre  pour  les  variables  q  : 

Qn  sait  d'ailleurs  que,  T  etant  la  demi-somme  des  forces  vives, 

rfT 
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(I) 


p,  =  mx',  p^=my\  p^—m:^\    p^=m,x^,  P,  =  m,x\,   p,=  m,z^. 

Les  variables  que  je  leur  substitue  provisoirement  avec  M.  Bertrand  sont 
les  suivantes : 

(;=m*(a?"-f-/»-|-z'*), 

w  =  m  (xdj'H-^'-l- zz'), 

r  =  m  {x,x'-hX,/+  z.  z'). 
r,  =  m,  {xx\  -h  xr\  H-  zz, ) , 
q  =  xx,-hxr,-hzz,), 
\      s  =  mm,{x' x\  -h  /x'i  +  z' z . )  • 

Le  carre  de  la  distance  des  deux  points  mobiles  est 

(or,  — a;)*-h(7,— j)'-f-  (z,  — z)*=wH-«,—  nq. 
On  a  done  pour  I'equation  des  forces  vives 

H  =  mf^f(^)-hm,f^/{\/u,)  —  mm,/(^u-hu,  —  tiq)  —  1^  — i£L, 

et  pour  les  equations  differentielles  du  probleme,  en  designant  par  a,  a, ,  /3, 
trois  coefficients  qui  ne  dependent  que  de  u,  u,  et  q : 


(H) 


dgi Pi 

dt          m  ' 

r  =  «!?.+ 13^0 

dt          m  ' 

;J;  =  «5'.-H139.. 

dt          m  ' 

^;  =  ocq,-h  ^q„ 

dt          mx 

%=«.5'*  +  t^9.. 

dqi         pi 
dt          mi' 

^=«,^.H-r^y,, 

^9«  _  P^ 
dt         mi 

J;=«.y.+ri^.- 
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Les coefficients  cc,Gc^y  ^  ont  pour  valeur 
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/^(Vn  +  ^i— ay) 

mmr- — .  y 

Vu-f-Mi— a<7 


/'(V^i) 

a.  =  m,  M  — F=^  —  mm/   '1^  ^^ 

V««7  V«-Mi,— ai/ 


g  =  mm, — .  ===:  • 

5.  Je  forme,  au  moyen  des  equations  (II),  le»  deritees  par  rapport  a< 
temps  des  variables  (I) ;  il  vient 


J  du 


aw 
m 

2tV, 


dt  m, 


(in) 


I' 


=  -  +  awH^ 


«,w, 


dt 

dwt        I'l 
rft  "*~  mj 

^f  nil 

drx  s 

rf^  r    ,     ri 


P«,. 


m 


m. 


ds 

dt    =«•'• 


equations  qui  ne  contiennent  pas  cTautres  variables  que  les  quantites  (T) . 

4e.  Ges  variables  (I)  ne  sont  pas  toutes  distinctes;  il  existe  entre  elles  una 
relation  que  je  vais  ^t^lir.  Pour  cela,  je  rappelle  nn  th^oreme  bien  connu 
de  la  theorie  des  determinanfis : 

Si  Von  considere  le  dSterminoM de  n*  lettres  dont  le  terme  general  serai f 


c)  =  «!af  +  «'>!-+- 


«'.«^ 
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p  etant  un  nombre  dorme  et  i  et  k  deux  autres  nofnbres,  quipeuvent  prendre 
toutes  les  valeurs  comprises  entre  i  et  n, 

1°.   Ce  determinant  est  identiqiiement  nul  si  p  est  plus  petit  que  n; 

2**.  Si  p=^n^  il  est  egal  au  produit  du  determinant  des  quantitSs  a  par 
celui  des  quantites  a. 

Cela  pose,  le  determinant 


«, 

7. 

W, 

r„ 

?' 

"n 

r. 

w,, 

w, 

ri 

■  ^, 

^. 

rn 

«*.. 

s, 

«'.. 

si  Ton  a  egard  aux  valeurs  (I),  tombe  precisement  dans  le  premier  cas,  et 
doit  etre  identiquement  mil.  J'ai  ainsi  la  relation 

;  o  =  q^s^-i-  r^  r\  +  iv^w]  —  aqs  ww^  -^  fiqsrr^  —  2 rr^  ww^ 
(i)      I     — uu^s^ —  w^  q^ —  uv^r^ —  ^i^^\  —  w,  t^^w*  —  u0w\ 

\     +  wp  w,  p,  H-  2  w,  wr^  ^  H-  2  uw^  rs  -+-  2  \>w^  r^  9  -f-  ^v^wrq. 

5.  Cette  equation  peut  servir  a  reduire  d'une  unite  le  nombre  des  varia- 
bles (I),  en  eliminant  par  exemple  s.  On  obtient  ainsi  les  equations  diffe- 
rentielles  donnees  par  M.  Bertrand.  Comme  on  a  fait  d'assez  longs  calculs 
pour  trouver  le  multiplicateur  de  ces  equations ,  j'indique  en  quelques  mots 
comment  j'y  etais  arrive. 

Considerons  les  equations  (III),  abstraction  faite  de  la  signification  des 
quantites  qui  y  entrent,  et  designons  par  D  le  deuxieme  membre  de  1' equa- 
tion (i),  qui  n  est  plus  egal  a  zero;  je  dis  que  D  =  constante  est  une  inte- 
grale  du  systeme  (III).  En  effet,  sa  derivee  par  rapport  au  temps  est  une 
fonction  de3  variables  (I)  qui  s'annule  quand  on  y  remplace  s  par  sa  valeur 
tiree  de  requation>D  =  o;  si  done  elle  n'est  pas  identiquement  nulle,  elle 
ne  peut  etre  qu'une  fonction  de  D. 

Mais  si  Ton  avait 
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on  pourrait  poser 


4i 


et  I'on  en  conclurait 


?(D) 

^.F(D) 
dt 


=  rf.F(D), 


ce  qui  est  absurde,  puisque  F  (D)  doit  se  reduire  a  une  constante  quand  on 
a  egard  a  la  signification  des  variables  (I). 

On  pent  done  considerer  le  problfeme  des  trois  corps  comme  une  solution 
particuliere  d'un  probleme  plus  general,  dont  les  equations  seraient  (HI), 
et  dont  on  connaitrait  une  integrale,  D  =  constante. 

Or  il  est  facile  de  voir  que  ces  equations  ont  pour  multiplicateur  T unite; 
et  si  Ton  profite  de  I'integrale  D  =  constante  pour  eliminer  Tune  des  varia- 
bles, s  par  exemple,  le  multiplicateur  devient  ^,  en  vertu  d'un  theoreme 

"ST 
bien  connu. 

6.  On  connait  d'ailleurs  deux  autres  integrales  du  systeme  (III),  savoir 
celle  des  forces  vives  et  la  somme  des  carres  des  trois  integrales  des  aires 


(2) 


C  =  W(^  —  w^-h  tt^t^,  —  W'J-h  ^{qs  —  rr^). 


7.  Avant  d'aller  plus  loin,  je  remarque  que  les  derivees  de  D  par  rapport 
aux  variables  (I)  sont  des  determinants  qui  tombent  dans  le  deuxieme  des  cas 
du  vP  4.  On  pent  les  decomposer  en  facteurs  et  les  exprimer  en  fonction  de 
quatre  determinants  que  voici : 


^.» 

172^  ,    Tfl^X^ 

X, 

mx  , 

m^x^ 

X, 

^i» 

m,x^ 

Jo 

W'^  rn,y\ 

J» 

W'y 

m,y\ 

7. 

Jo 

m,y\ 

z,. 

mz',    m,  z\ 

z, 

mz', 

m^z\ 

z. 

z,y 

m,z\ 

cc  ^     oc 


I J 


mx  , 


r.  Jo    ^j. 


^o 


mz  . 


Je  represente  ces  quatre  determinants  par 

A,         A,,         A',         a\ 
d'apres  les  indices  qui  manquent  dans  chacun  d'eux,  et  j'ai  pour  les  deri- 
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vees  de  D: 

-7—=       aJ     =  ww^ — us^ — ^>r\  —  (^,tv'-+- liwr,^, 


(IV) 


dUi 

dD 

Hi' 

dD 


=       a'*    =  uu,v,—  v,q*—u,r\—uw]-\-2w,r,q, 


■jr-=       A,     =uu,v  —  vq' — ur' — u^w^-\-  2wrq, 
I  dD  .  /  Q 

-  ^=      A,Aj  =  cv^iv^  —  wqs  —  wrr^—  u\^w^  -+- urs  +  vr^q^ 

I     rfD  A         a/  2 

-  -T7  =  —  A,  A  =  rr,  —  r^qs —  ww^r^ —  uv^r  -^uw^s  -f-  v^wq, 
~  ^  =  —  AA,  =  r^r^  —  rqs  —  ww^r  —  u^vr^-\-  u^ws  H-  vw^q^ 


2    ^/^ 


=  —  AA,  =  qs^  —  ww^ s  —  rr^s  —  w, qr -h  vw^ r  -\-  v^  wr^ 


Les  six  dernieres  ont  ete  calculees  en  ayant  egard  a  ce  que  cbacune  des 
quantites  w,  w,,  r,  r,,  q^s  se  trouve  a  deux  places  dans  le  determinant  D ; 
par  suite,  la  derivee  correspondante  est  la  somme  de  deux  determinants  qui 
se  trouvent  etre  egaux  vu  la  forme  particuliere  de  I). 

8.  Les  derivees  par  rapport  au  temps  des  fonctions  A  sont  donnees  par 
les  formules  tres-simples : 


(V) 


dA' 
dt    = 

_  A 
m 

dA;_ 
dt  ~ 

A. 

dA 

dt    ~ 

—  a A' 4- (3 A',, 

^=-a,a'+pi'. 


Pour  demontrer  la  premiere,  je  remarque  que  la  derivee  du  determinant 
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a'  est  la  somme  des  trois  determinants  qu'on  obtient  en  substituant  success!- 
vement  a  chaque  ligne  verticale  les  derivees  des  termes  qui  la  composent. 

La  premiere  ligne  donne ;  je  mets  le  signe  — ,  car  un  menie  terme 

a  des'signes  differents  dans  A  et-^-  Quant  aux  determinants  provenant  de 

la  differentiation  des  deux  autres  lignes,  ils  sont  identiquement  nuls,  car  ils 
contiennent  deux  lignes  formees  de  nombres  respectivement  proportion- 
nels. 

Les  formules  (V)  peuvent  servir  a  former  les  derivees  par  rapport  au 
temps  des  quantites  (IV) ;  les  equations  auxquelles  on  arrive  forment  un  sys- 
teme  identique  au  systeme  (HI),  si  Ton  y  remplace 

respectivement  par 

_dD      _dD      _dD      _dD      rfD      dD       dD     dD      _  dD  dJ) 

du  .    dvi  du  duf       dw       dw^       dr^        dr  ds  dq  * 

mais  je  ne  m'arrete  pas  a  developper  ces  analogies. 

9.  Occupons-nous  maintenant  de  remplacer  les  variables  de  M.  Bertrand 
par  d'autres  qui  satisfassent  aux  conditions  indiquees  au  n^  1 . 
Je  commence  par  calculer  les  quantites 


/       ^x  ^i=»fda^d^ doi  rf,6\ 


qu'on  obtient  en  mettant  successi vement  au  lieu  de  a  et  /3  dans  la  formule 
ci-dessus,  les  fonctions 

«,  u, ,  P,  i^, ,  w,  w,  ,r,r,,  ry,  s,  A,  A, ,  a',  a\  , 

combinees  deux  a  deux  de  toutes  les  manieres  possibles. 

Les  tableaux  ci-joints  {vl"  I  et  vl"  II)  presentent  tous  ces  resultats  sous 
forme  synoptique. 

6. 
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Comme  (p,  a)  = —  (a,  |3),  il  est  essentiel  de  prevenir  qiie,  dans  ces  ta- 
bleaux et  dans  tous  les  analogues,  la  lettre  qu'on  prend  dans  la  premiere 
colonne  verticale  est  celle  qui  doit  figurer  la  premiere  dans  la  parenthese. 
Par  exemple,  (w-,  p)  =  4w,  (^,  w)  =  —  4cv- 

Les  calculs  relatifs  au  tableau  n®  I  n'offrent  aucune  difficulte,  niais  pour 
former  le  tableau  n**  II,  j'ai  besoin  d'etablir  quatre  formules. 

10.  Considerons  le  determinant  D  et  sa  premiere ligne  horizontale :  a,  9, 
w,  r, .  On  pent  decomposer  D  en  quatre  series  de  termes  contenant  res- 
pectivement  comme  facteurs  w,  y,  cv,  r^. 

Le  coefficient  de  u  est  -^*  Gelui  de  q  n'est  que  -  -^?  d'apres  la  remarque 
du  n^  1. 

On  a  ainsi  une  premiere  expression  de  D  : 

du         !X^  dq  2       dw         n    *  dr^ 

Les  trois  autres  lignes  foumiraient  des  expressions  analogdes. 
Rempla^ons  D  par  o  et  ses  derivees  par  leurs  valeurs,  il  vient,  en  suppri- 
mant  les  facteurs  communs, 

uH  r-  q^^    +  w/^ —  r^  a'^  =  o, 

-5rA-hM,A,  —  rA'+w,A;=o, 

^        (vA  —  rA^     H-  vd!  —  ^A'^  =  o, 

—  r,A-h  IV, A,  —  jA'h-  (^^ A'j  =  o. 

Cela  pose,  pour  avoir  (A,,  A),  j'egale  les  resultats  qu'on  obtient  en  com- 
binant  A,  avec  les  deux  membres  de  la  premiere  des  equations  (IV) 

il  vient,  en  supprimant  le  facteur  2, 

A(A,,A)  =  (iV,J— </,r)A  +  p(w,A,-hP,A;)— ^(rA,-H  JA'J; 
ou,  en  ayant  egard  aux  equations  (VI), 

A(A,,  A)  =  ((V,^  — ^^r)  A  4-p  (r,AH- jA')  — ^  (wA  +  t^A'); 
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et  enfin,  en  supprimant  A  qui  se  trouve  facteur  commun, 

(A, ,  A)  =  %  J  —  i^i  r  H-  pr,  —  ws ; 

j'aurais  de  meme  les  autres  combinaisons  qui  figurent  dans  le  tableau  n**  II. 

il.  Je  remarque,  a  Tinspection  du  tableau  n^  I,  qu'une  quantite  quel- 
conque,  combinee  avec  w  et  (v,,  se  reproduit  soil  avee  son  signe,  soit  avec 
un  signe  contraire.'  On  en  deduit  facilement  que  les  six  quantites 


w 

^^'i 

si'ir^' 

Vi/i»^, 

r 

rx 

iuy 

V^M^'i' 

9 

s 

\^^.' 


s/y'^i^ 


donnent  zero  a  la  fois  avec  cv  et  w, .  Je  prends  ces  six  expressions  pour  incon- 
nues  a  la  place  de  (v,  w,,  r^r^^  ^y  s;  et  si  je  substitue  en  meme  temps  a  w, 
u^^v^v^  leurs  racines  carrees,  j'aurai  xm  deuxieme  systeme  de  variables  pro- 
visoires,  par  lesquelles  je  puis  remplacer  les  variables  (I).  Ce  systeme  est  le 
suivant : 

4  = 


(VII) 


w 


p  = 


r 
"7=' 


V,  =  \^U„ 


4.=     "' 


Pi  = 


sfuv^ 


Au  moyen  de  ces  expressions,  je  forme  le  tableau  if  III,  qui  donne  les 
valeurs  des  quantites  {v,  ^),  {v,  4)>  •  •  •  >  repondant  a  toutes  les  combinai- 
sons deux  a  deux  des  nouvelles  variables  (VII).  Cette  operation  ne  presente 
pas  d'autre  difficulte  que  la  longueur  des  calculs. 
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Kr 

o_ 
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+ 

-aC 

+ 

«x. 

Q. 

X 

»-    X 

1 

^      1 

-        1 

KT 

AJ» 

1 

(£ 

1 

SJI 

-a- 

"■"^ 

K 

O 

O 
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1      =* 

1 

1       ^ 

oil 

1 

-a. 
1 

X 

L 

1 
1 

■t 

1 

3* 

:» 

1 

"i 

q! 

qI 

Q. 

Q- 

o 

f  ^ 

-a. 
1 

o 

o 

-a. 

1 

1 

X 

3      1 

». 

3 

I 

X 

Kr 

-? 

1 

1 

•a- 

•ai 

't\ 


X 

-a- 

•a. 

+ 

+ 

Q 

Q. 

X 

(W    X 

1 

=»      1 

KP 

«.f' 

ft. 
1 

q! 

1 

-a! 

1 

t' 


_ 

O.I 

<d. 

Q. 

<»I 

•a- 

1 

a* 

•1 

X 

1 

Xi» 

M» 

^is- 

1 

-a!  t 

1 

a 

ol 

<£. 

Jir* 

Q- 

«!. 

X 

CL 

"^ 

Q. 

t 

4 

cC 

-a. 

t 

-a- 

1 

■"  1 

3 

1 

cw 

1 

KP 

Kr 

1 

•• 

t 

1 

<i. 

1 

-i 

1 

1 

" 

-Sk! 

I 

I 


I 


-a. 


-  •  ^ 

I    »•         O  I  O  O  O 


I 


I 


1 


IK 


I     -    I 


-:».l  ?- 


I      ^ 
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12.  J'arrive  enfin  a  constituer  mon  systeme  deiinitif.  Pour  cela,  je  vois 
que  je  puis  prendre  pour  les  qnatre  premieres  variables. 


n,  =  v,         n^=v,, 


car  on  a  bien,  d'apres  le  tableau  n^  III, 

{n,J,)  =  1        (Waj/a)  =  I        (n.jH^)  =  o        (/i,,/,)  =  o,  etc. 

Je  substitue  les  variables  (VIII)  a  t;,  t;,,  <p,  ^,,  et  je  vais  chercher  des 
fonctions  des  six  autres  qui  donnent  zero  avec  les  quatre  nouvelles. 

15.  Rappelons  d'abord  une  remarque  deja  faite  au  n®  i;  elle  consiste  en 
ce  que,  si  |3  =  F(7,  8,  g ...),  on  a,  en  vertu  de  la  forme  lineaire  de  la 
fonction  (a^jS)  : 

Cela  pose,  je  puis  exprimer  qu'une  fonction  2;  de  /, ,  4,  4»  4o  P>  Po  *>  C^ 
combinee  avec  n^  et  n, ,  donne  un  resultat  nul ,  ce  qui  assujetlit  cette  fonc- 
tion a  satisfaire  a  la  fois  aux  deux  equations  differentielles  partielles  : 

(3.)    ||  +  (;-4')^+('-4p)^  +  (P,-40^J  =  o, 
(4)    |;|+(--4:)^  +  ('-4,p.)$  +  (P-4.0|=o. 

Je  remarque  d'abord  que  x,  dont  la  diflfCTentielle  ne  figure  ni  dans  I'e- 
quation  (3),  ni  dans  F equation  (4),  est  une  premiere  integrale  commune  a 
ces  deux  equations  et  peut  me  fournir  une  cinquieme  variable  a  joindre  au 
systeme  (VIII). 

L'integration  de  I'equation  (3)  n'oflfre  d'ailleurs  aucune  difficulte,  elle  se 
1  amene  a  celle  de  deux  equations  differentielles  lineaires  du  premier  ordre 
et  a  une  quadrature ;  les  integrales  sont : 


««  — ^  — jjT"' 
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Ajoutons-y  4,  4i  ?  Pi  m^^  ^^^^  considerees  dans  T integration  coiimie  des 
constantes,  x  que  j'ai  deja  mis  de  cote,  et  nous  aurons  la  solution  complete 
de  r equation  (3): 

2  =  *  (a, ,  a,,  ^3,  4,  4o  Po  *)• 

Pour  trouver  maintenant  les  integrales  communes  aux  equations  (3)  et 
(4),  il  suffit  d'exprimer  que  cette  expression  de  z  satisfait  a  Tequation  (4) ; 
ce  qui  conduit  a 

(5)  |^^i+(-4:)^+(«-4.P.)^+(-.-4,«.)^.=o. 

Cette  equation  a  precisement  la  meme  forme  que  T equation  (3) ;  ses  in- 
tegrales sont 

11  faut  y  joindre  a^  et  a^,  ce  qui,  avec  x,  donne  six  integrales  communes. 

14.  Le  but  que  je  me  propose  est  d'obtenir  des  fonctions  qui  donnent 
zero  avec  «|,  /ij,  /^,  l^;  celles  que  je  viens  de  trouver  satisfont  aux  deux 
premieres  conditions  seulement,  mais  on  peut  tres-facilement  leur  faire  aQssi 
remplir  les  deux  demieres.  Eneffet,  j'ai  remarque  (n^  H )  que  les  six  quan- 
tites  4>  4o  P>  Pi>  *>  C  donnent  zero  avec  w  et  w,,  c'est-a-dire  avec  l^n^ 
et  l^n^ ;  si  done  A  est  une  fonction  de  4?  4o  P>  Po  *>  C?  on  aura 

(A,  l^n,)  =  o. 

Je  dis  que  si  de  plus  {l^  A,  /i  J  =  o ,  le  produit  l^  n^  A  donnera  zero  a  la  fois 
avec  n^  et  /, . 

II  suffit  evidemment  de  demontrer  la  partie  du  theoreme  relative  a  /, ;  or 
on  a 

(6)  {l,n,A,l,)  =  l,A-hl,n,{A,l,). 

Mais  par  hypothese 

(/^A,/^^)  =  o     et     (A, /,/iJ  =  o; 

c'est-a-dire  en  developpant 

o  =—  A  4-  /,  (A ,  /i,),        /,  (A ,  n,)  -h  /i^ (A,  /,)  =  o; 

XXXn*  Cahier.  7 


5o  MJ^ttOIRE   SUR    LG    PROBL&MB    DEd   TROIS    CORPS. 

multiplions  ces  deux  equations  par  l^  et  ajoutons-Ies  a  Tequation  (6) ,  il  vient 

En  appliquant  ce  theoremfe  aux  quantites  «o  «a)  Po  /32>  1^3  >  j^  ^^^^  4^'^^ 
sufBt  d'y  introduire  comme  facteur  w, ,  «a,  ou  /i,  /^,^  pour  obtenir  en  definitive 
six  integrales  communes  aux  equations  (3)  et  (4)  ou  (3)  et  (5),  qui  donneut 
zero  a  la  fois  avec  w, ,  n^,  /, ,  /^ ,  et  parmi  lesquelles  je  prendrai  celles  qui 
doivent  completer  le  systeme  (VIII).  Ce  sont 


(IX) 


.         ,       Vi  — +' 


S  IV. 

IS.  n  s  agit  maintenant  de  choisir  des  fonctions  des  variables  (IX)  qoi 
soient  conjuguees  deux  a  deux  comme  le  sont  n^,  l^;  n,,  Z,.  Ce  probl^me 
n'est  pas  determine  et  ne  pent  etre  resolu  que  par  tatonnement.  J'ai  ete 
conduit  a  considerer  les  cinq  fonctions : 


-^/n        P-'lf^ 


(X) 


n, 


5'  = 


Les  trois  premieres  sont  evidemment  des  fonctions  des  quantites  (IX); 
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et  il  en  est  de  meme  de  B'  et  S^ ,  car  la  troisieme  et  la  quatrieme  des  equa- 
tions (IV)  donnent 


(7)  .     ,, 

Gela  pose,  je  prends  x  ou  une  fonction  de  x  pour  cinquieme  variable ,  et 
j'ai,  en  faisant  usage  du  tableau  n^  III, 

(x,S')  =  o,  {x,S'J  =  o, 

(7,«)  =  — V^J  — *S     (7o«)  =  — s/^  — *'• 

J'en  condus  que  y^  —  y  donne  zero  avec  une  fonction  quelconque  de  x ,  et 
que  d'un  autre  cote  si  je  prends 

/I,  =  arc  cos  X,* 

je  pourrai  prendre  pour  sa  conjuguee  /, 

soit     —7,     soit     —7,,      soit     —  7{y  +  >,). 

Je  choisis  cette  demiere  et  je  pose 

16.  II  ne  me  reste  plus  qu'a  trouver  mes  deux  dernieres  variables;  pour 
cela,  je  rem^rque  d'abord  que  Ton  a 

(7,7,)  =  o, 

et  partant 

(7i  — 7»7i  +  7)  =  o; 
comme  d'ailleurs 

(7i  — 7>  «)  =  o, 
la  fonction 

donne  zero  avec  les  six. premieres,  l^^n^  ^  l^j  n^^  l^^  w,. 

Avant  d'aller  plus  loin,  je  reunis  dans  le  tableau  n^  IV  le  petft  nombre  de 
formules  qui  me  sont  encore  necessaires. 

7- 


02 
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Tableau  v^  IV. 


V 

7. 

(^ 

<^'. 

7 

7. 

0 

0 

r,  -4-  X*' 

0 

^1  —  x' 

0 

0 

0 

i'-f-xj; 

8' 

K  +  *i' 

0 

0 

\/i-«'{7-7.) 

V/l  —  x' 

K 

0 

*'-H  x*; 

O 

Vi-«'(7.-7) 

Vl  —  x' 

Pour  trouver  enfin  la  conjuguee  de  /^,  je  remarque  qu'nne  fonction  quel- 
conque  de  S',  $\  et  x  donnera  zero  avee  l^j  l^y  n^y  n^  et  n^.  D'un  autre  cote, 
je  deduis  du  tableau  n®  IV 


d'ou 


(7+>oS'+s;)=(s'-Hs;)y^' 


Combinons  maintenant  7  H-  y^  avec  une  fonction  de  x  et  determinons 
cette  fonction  de  maniere  que  le  resultat  soit  i/^^— ;  en  la  retranchant  de 
log(8'+  8, ),  j'aurai  une  nouvelle  quantite  qui  donnera  zero  avec  >  -h  y, ;  or 


d'oii 

Si  done  je  pose 


/*  =  logv/i  — 


0=^;^-, 


y  +  7i  donnera  zero  avec  log  f  ou  avec  f. 

On  prouverait  par  un  calcul  analogue  que  la  fonction 


r= 


\^i-f-x 


jouit  de  la  meme  propriete. 
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17.  Mais  j'ai,  toujours  en  vertu  du  tableau  n"^  IV, 

(7-7or)=?; 

d'oii 

(7  — 7i.  ?'+f')  =  o        ^7  — 7,,  arc  tang  ^^  =  i. 

Done  la  conjuguee  de  ^^(7^  —  y)  ou  de  l^  est 

V 
n^z=  2  arc  tang  ^» 

Les  huit  variables  que  je  viens  de  trouver,  jointes  a  la  constante  C,  peu- 
vent  etre  substituees  aux  dix  variables  (I)  en  ayant  egard  a  Tequation 
D  =  o.  11  ne  reste  plus  qu'a  exprimer  la  quantite  H  en  fonction  de  ces  nou- 
velles  inconnues. 

18.  L' expression  qu'on  obtient  ainsi  pour  H  est  remarquable  en  ce  sens 
qu'elle  est  la  difference  de  deux  fonctions  dont  la  pripmiere  ne  contient  pas 
A?  ^2?  ^39  '4?  tendis  que  la  deuxieme  est  homogene  et  du  deuxieme  degre 
par  rapport  a  ces  memes  variables,  c'est-a-dire  que  les  equations  differen- 
tielles  auront  precisement  la  forme  qui  conviendrait  a  un  nouveau  probleme 
de  mecanique. 

La  solution  de  ce  probleme  donnera  pour  le  probleme  des  trois  corps  des 
integrales  tout  a  fait  isolees  de  celles  des  aires  et  de  leurs  conjuguees;  en 
sorte  que  ces  dernieres  paraissent  former  un  systeme  a  part  qu'on  aurait 
plus  ou  moins  arbitrairement  accole  au  premier. 

J'ai  deja  etudie,  dans  un  Memoire  sur  Tintegration  des  equations  cliffe- 
rentielles  de  la  mecanique,  insere  au  Journal  de  Mathematiques  pares  et 
appliquees,  tome  XX,  des  cas  oil  Ton  pent  arriver  a  remplacer  une  equation 
de  la  forme 
/   X  ^(d)ldz       imdz\ 

par  deux  ou  plusieurs  equations  pareilles,  mais  plus  simples,  ce  qui  divise 
les  integrales  de  la  premiere  en  systemes  canoniques  independants  Tun  de 
Tautre.  Seulement  la  forme  (a),  qui  convient  aux  problemes  de  dynamique 
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auxquels  s'applique  le  principe  des  forces  vives,  a  beaucoup  plus  de  gene- 
ralite,  et  conserve  presque  toutes  ses  proprietes  quand  H  cesse  d'etre  homo- 
gene  et  du  second  degre  par  rapport  a  la  moitie  des  variables;  j'obtiens 
done  ici,  en  retombant  sur  la  forme  speciale  a  la  dynamique,  quelque  chose 
de  plus  que  ce  que  ma  theorie  m'avait  promis. 

Ce  resultat  est  d'ailleurs  purement  accidentel  et  tient  non-seulement  au 
probleme  special  qui  m'occupe,  mais  encore  a  la  maniere  particuliere  dont 
j'ai  conduit  le  calcul. 

En  effet,  la  symetrie  de  tous  les  tableaux,  par  rapport  aux  coordonnees 
et  aux  vitesses,  iudique  un  autre  systeme  de  variables  parallele  au  mien, 
auquel  je  serais  arrive  si  j'avais  pose  au  n**  12 

Je  ne  developpe  pas  les  calculs  qui  n'ofFrent  aucun  interet ;  mais  il  est 
facile  de  reconnattre,  a  la  seule  inspection  de  H,  que  n^etn^  seraient  seules 
en  dehors  des  fonctions  qui  dependent  de  la  loi  d'attraction,  et  que  la  forme 
de  H  ne  se  preterait  plus  a  une  interpretation  analogue. 

19.  Avant  de  calculer  H,  je  vais  remplacer  les  lettres  let  n  par  les  lettres 
p  et  q  qui  servent  habituellement  dans  la  Mecanique  analytique;  et  en  meme 
temps  je  substituerai,  pour  plus  de  commodite,  aux  quatre  demieres  varia- 
bles les  suivantes : 

et  mon  systeme  definitif  sera  ainsi  constitue 

q^  =  v^  ^3=="  (arccosx-+-  2arctang|- )> 


(X) 


5^2  =  ^o  ^r^  =  -  f  2  arc  tang|-  —  arc co5x  j  j 

I  Pi J'lH 
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20.  Je  passe  au  calcul  de  H.  L' expression  des  trois  fonctions/*  n'offre 
aucune  difiiculte ;  il  reste 


im         2  m, 


Or  cette  quantite  est  ^gale  a 


ou  a 


£1 

2  m 


ce  qui  devient,  en  ayant  egard  aux  equations  (7), 

_iiL_  p»         ^     (^^  I     ^.'  \ '     /^2  ,    ^'    \ 

2/n         2m,         2m^|   \^3"^  !  —  /.»/         2m,7;  \^*"^  I  — jcV 

II  suiiit  done  d'exprimer  S'  et  8'^  en  fonction  des  nouvelles  variables  et  de 
C,  car  I  —  z^  =  sin"  {q^  —  q^). 
Mais  on  a 

Je  remplaoe  les  deux  premiers  termes  par  leurs  valeurs  tirees  des  equa- 
tions (7),  et4]uant  au  dernier,  je  le  tire  de  la  demiere  des  equations  (IV) 
qui  pent  s'ecrire 

J'obtiens  ainsi 

Les  deux  equations 

r+r*=2[C-(j.,+/;,)»] 
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donnent 


d'oii 

8'h-  S',  =  2v/G  — (/;,-f-/>,)»  sini  (9,—  ^rj  cos|  (y,-f-  9,), 
<^'-  S'.  =  2 v/G -(/;,+/?,)»  sini  (5^,  +  ^J  cosj  (9,  -  5-J, 

et  enfin 

S;  =  —  y/C  —  {p,-hp,)'  sinq,, 

et  j'obtiens  definitivement  la  valeiir  de  H  qui  suflit  pour  former  les  Equations 
differentielles  : 

I  H  =  f^m/iq,)  -t-  f^mJiq^)  —  mm,f[\/q\-hql—'iq,^,cos{q,—q,)] 

_£l_£| P\ PL. 

(8)     /  am         am,         am^J         a'WjyJ 

I  C  — (/?8  +  P*)^  myl  sin*y>+  m,  g\  sin'^t 
a  mm,  [^,9,810(98—^4)]* 

21 .  Voici  rinterpretation  qu'on  peut*donner  de  ce  resultat :  Si  je  consi- 
dere  le  cas  ou  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan,  on  a  pour  H*,  en  designant 
par  9,  et  ^2  '^  deux  rayons  vecteurs,  par  q^  et  q^  les  deux  azimuts 

n  =  V-\mq\'~{m,q','-{mq\q^'-\m,qlg\'; 

en  posant  comme  a  L'ordinaire 

(Q)  :^i      i  ''  ^' 

^^'  "^^      t  dT  .  dl  3     , 


"^^      \  d1  ,  dT 

il  vient 

H  =  U  - -^  - -^  - -^,  - --^ 


J   J 


am         am,         am^;         ^^tg] 
c'est-a-dire  precisement  les  deux  premieres  lignes  de  la  valeur  (8)  de  H. 
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Ceci  prouve  que  le  probleme  auquel  je  suis  ramene  peut  etre  considere 
comme  celui  du  inouvement  des  trois  corps  dans  un  plan,  trouble  par  une 
fonction  perturbatrice  egale  a 

i_  C  —  (p$-hpk)*  mq\  sin*<78+  rft^q\  sin*y» 

a  mmi  [^if/,  sm(7s  — <7*)? 

L' expression  de  cette  fonction  perturbatrice  est  remarquable.  En  efFet, 
C  —  {p^-^ P^Y^  en  ayant  egard  aux  valeurs  (9)  de/?3  et  de/?^,  est  le  pre- 
mier membre  de  Tintegrale  des  aires,  ou  du  moins  une  fonction  de  ce  pre- 
mier membre  tel  qu'on  Tecrit  ordinairement. 

mq\s\n^ q^-^-  m^q\sm^ q^  est  la  somme  des  moqjents  d*inertie  des  deux 
corps  mobiles  pris  par  rapport  a  I'axe  polaire. 

q^  q^  sin (^3  —  q^)  est  le  double  de  la  surface  du  triangle  forme  par  les  trois 
corps. 

On  peut  done  enoncer  ainsi  le  theoreme  dans  lequel  se  resume  mon 
Memoire : 

Pour  integrer  le  probleme  des  trois  corps  dans  le  cos  le  plus  general,  il 
suffit  de  resoudre  le  cas  oil  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan^  et  d' avoir 
ensuite  egard  a  une  fonction  perturbatrice  egale  au  produit  d*une  con- 
stante  dependant  des  aires  par  la  somme  des  mx)ments  d'inertie  des  corps 
autour  d'un  certain  a^e,  diifisS  par  le  carre  du  triangle  formSpar  les  trois 
corps. 

II  resulte  d'un  calcul  tres-simple  que  cet  axe  a  partir  duquel  je  compte 
les  azimuts  est  rintersection  du  plan  invariable  par  la  position  actuelle  du 
plan  des  trois  corps.  On  le  construirait  en  portant  sur  les  rayons  vecteurs 
OM  et  OM^,  diriges  du  point  fixe  vers  chacun  des  points  mobiles,  des  lon- 
gueurs respectivement  proportionnelles  a  S'^  et  8';  et  en  composant  ensuite 
ces  quantites  comme  des  forces.  On  peut  remarquer  aussi  que  Tangle  I  des 
deux  plans  dont  je  parle  est  donne  par  la  formule 

de  sorte  que  I'expression  de  la  forme  perturbatrice  peut  s'ecrire 

Csin*I    mq]  sin'ys  -h  mi(f\  sin*<y» 
am/Ml  *       [9i9«sin(^,  —  7*)]" 
XXXrr  Cahier.  8 
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22.  Quant  an  probleme  du  mouvement  des  trois  corps  dans  un  plan,  la 
connaissance  de  Tintegrale  des  aires 

permet  de  reduire  a  six  le  nombre  des  variables  independantes.  En  rem- 
placant  q^  —  q^  par  q^^  on  aurait,  pour  la  quantite  H, 

H  ^  A^m/(9,)  +  ^mj{q^)  —  mm,/{\/q]-hql— 2q,q,  cos q,) 

am       ami  ^^V]  ^"'i^J    ' 

et  pour  les  equations  differentielles  du  probleme, 

dt         dqi         dt  dpi 


SUR 


L'ATTRACTION  QU'EXERCERAIT  UNE  PLANllTE, 

SI  L'ON  SUPPOSAIT  SA  MASSB  RfiPARTlB  SDR  GHAQllB  Mum  DE  SON  ORBITE 
PROPORTIONNELLEMENT  All  TEMPS  ENPLOYfi  A  LE  PARGOIIRIR; 

Par  M.  Edhonv  BOUR, 

£leve  iDgenieur  des  Mines. 


Sur  I* attraction  d'un  anneau  elliptique. 

La  question  qui  fait  Tobjet  de  ce  Memoire  a  ete  traitee  pour  la  premiere 
fois  par  M.  Gauss,  en  vue  de  la  theorie  des  perturbations. 

Considerons  une  planete  occupant  dans  son  orbite  E  la  position  quel* 
conque  P,  et  soit  E'  Torbite  d'une  autre  planete  dont  on  veut  etudier  Tac- 


tion perturbatrice  sur  la  premiere.  II  faudra  ajouter  aux  composantes  des 
forces  principales,  des  fonctions  qui  representent  les  composantes  de  la 
force  perturbatrice  et  qui  dependront,  non-seulem6nt  des  coordonnees  du 
point  P,  mais  encore  de  la  position  variable  de  la  seconde  planete.  Mais  si 
les  moyens  mouvements  des  deux  astres  n'ont  pas  de  commune  mesure, 
la  meme  position  P,  apres  i,  2,  3,  etc.,  revolutions,  correspondra  succes- 
sivement  a  des  lieux  de  la  planete  troublante  P',  P'^ ,  P^ ,  etc.,  qui,  au  bout 
d'un  temps  suffisamment  long,  finiront  par  couvrir  I'ellipse  E'  tout  entiere. 

8. 
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Les  actions  qui  repondent  a  ces  lieux  differents  s'ajoutant  d'ailleurs  en 
quelque  sorte  pour  produire  des  inegalites  a  tres-longues  periodes,  qui  ne 
dependent  plus  des  positions  particulieres  P',  F^,  F^, . . . ,  M.  Gauss  a  eu 
ridee  de  les  remplacer  par  une  espece  de  moyenne,  en  repartissant  la  masse 
de  la  planete  troublante  sur  chaque  element  de  Torbite  proportionnellement 
au  temps  employe  a  le  parcourir,  et  considerant  ensuite  Tanneau  fixe  ainsi 
defini  au  lieu  de  la  planete  mobile. 

G'est  ainsi  qu'il  a  ete  conduit  a  s'occuper  d'une  question  qui  d'ailleurs  est 
interessante  par  elle-meme,  independamment  des  applications  auxquelles  elle 
pourra  peut-etre  donner  lieu. 

§1. 

Pour  calciiler  Tattraction  d'un  anneau  elliptique  sur  un  point  quelconque, 


je  prends  pour  axes  coordonnes  les  axes  principaux  de  Tellipse  et  une 
perpendiculaire  a  son  plan ;  si  E  est  Tanomalie  excentriquc,  on  a 


n«  =  E  — esinE,     /i  = 


2GT 


d'oii,  en  prenant  T  pour  unite, 


dt  =  dE 


I  —  e  cos  E 


telle  est  la  masse  de  Telement  qui  repond  a  Tangle  E.  D'un  autre  cote,  les 
coordonnees  du  point  M  sont  acosE  et  ^sinE;  done,  en  designant  par 
A,  B,  C  celles  du  point  attire,  le  carre  de  la  distance  de  ces  deux  points  est 

p^  =  (A -  acos E)»  -h  (B—  bsm Ef  -+-  C^ 
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et  Ton  a,  pour  les  trois  composantes  de  Fattraction, 

•Y ("^  —  acosE)  (i — ecosE)rfE 

ty (B  — ftsinE)(i  — ecosE)rfE 

a  up* 

.J  _  C(i  — ecosE)<fE 

£n  prenant  pour  inconnue  tang  \  E,  on  aurait  a  integrer  des  fonctions 
d'un  radical  carre  recouvrant  un  polynome  du  quatrieme  degre.  Ces  qua- 
dratures se  ealculent  facilement  par  les  fonctions  elliptiques  en  suivant  les 
procedes  ordinaires;  mais  la  methode  de  reduction  de  M.  Gauss  est  remar- 
quable  a  cause  de  son  elegance  et  de  Tinterpretation  geometrique  dont  elle 
est  susceptible.  Elle  a  d'ailleurs  une  grande  analogic  avec  la  simplification 
de  I'equation  generale  du  deuxieme  degre  a  trois  variables. 

Faisons  done  avec  lui  la  substitution  suivante  : 

T?         a  +  a' COS  T -ha"  sin  T 

COS  Hi  = -f Fp-^ //     .      rr  » 

7  -H  y'  cos  T  -h  7''  sin  T 

•    't?        S-hfi'cosT-HjS'^smT 
sm  E  =  - — —. — = — ^„  ,   ^* 
y-h/cosT-hy''  smT 

Les  neuf  coefficients  a,  |3,  7^  ne  sont  pas  completement  arbitraires ;  ils 
doivent  etre  tels  que  Ton  ait  cos^E  +  sin^E  =  i ,  quel  que  soit  T. 
Pour  cela,  j'ecrirai 

cos'  E  -h  sin*  E  —  I  =  *  (cos"  T  -h  sin' T  —  1 ) , 
k  etant  arbitraire*  On  obtient  ainsi  les  six  equations  de  condition : 

-a'  — /3'H-y  =  *, 

On  peut  en  deduire  un  grand  nom^re  d'autres  relations.  Et  d'abord  je 
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reprends  la  premiere,  la  quatrieme  et  la  cinquieme,  que  j'ecris  ainsi : 

(-a)a  +  (-p)p-h(7)7  =  *, 

(«')«4-(,3')pH-(-7')7'=o» 
{a'0«-Hr)i34-(-/)7=o. 

Elles  peuvent  etre  considerees  comme  trois  equations  du  premier  degre, 
entreles  inconnues  a,  |3,  7. 

On  reconnait  facilement  que  le  determinant  des  neuf  coefficients,  que  je 
represente  par  g,  est  le  meme  que  celui  des  quantites  «,  p,  7,  «',  ^',  7' , 
a''>  ^"^  y"  \  par  suite, 


(11) 


\f  ^ff 


g  =  (x.^'Y  —  dy' i^" ^ytx!  f  —  ^(x! y'' ^  i^y' ol''  —  y^' ol 


On  en  deduit  a,  |3,  y.  On  aurait  des  valeurs  analogues  pour  a',  ^\  y\ 
*''?  i5'^  y'\  le  denominateur  commun  etant  toujours  g.  De  la  un  groupe  de 
neuf  equations : 

(Ill)  (  .i3'  =  ^(«/-7«'0. 

Le  coefficient  ^  peut  recevoir  une  valeur  quelconque,  car  il  est  evident 
que  rien  n'empeche  de  multiplier  les  neuf  indeterminees  par  un  meme 
nombre.  H  est  seulement  essentiel  de  prouver  que  k  ne  peut  etre  nul. 

Or  le  systeme  (I)  donne 

y"*-p"'=oc"'-k. 
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Retranchons  de  la  premiere  le  produit  des  deux  demieres,  il  vient 

On  aurait  de  meme 

Done  la  nuUite  de  k  entrainerait 

ou 

ce  qui  donnerait 

sin  E  =  constante. 

On  peut  conelure  de  la  que  « n'est  jamais  nul ;  en  effet,  je  vais  prouver  que 

(IV)  €^=*\ 

Multiplions  Tequation  (II)  par  e, 

Remplacons  ga,  gjS,  gy  paries  valeurs  que  donne  le  systeme  (III),  il  vient 

doncy  k  n'etant  pas  nul,  g  ne  le  sera  jamais  non  plus. 

Je  donnerai  enfin  un  dernier  groupe  d'equations  de  condition  qui  com- 
pletera  I'analogie  avec  les  formules  qui  servent  a  la  transformation  des  coor- 
donnees  dans  Tespace. 

Pour  cela  formons,  au  moyen  des  equations  (HI),  la  quantite 

ga .  a  —  ga'.  a'  —  €a'^  ol'^  . 

On  trouve  aisement  qu'elle  est  egale  a  —  k^\  d'oii,  en  supprimant  i  fac - 
teur  commun, 

On  verrait  de  meme  que  la  quantite 


64  ATTRACTION   EXEBC^E    PAR    USE  PLAN^TE. 

et  les  ainalogues  se  reduisent  a  zero.  De  la  le  cinquieme  systeme 

ocy  —  «'y'  —  «"y"z=  o, 
cc^  —  cc' ^' ~  a" ^^  =  o. 


(V) 


En  resume,  on  a  entre  les  neuf  coefficients  indetermines  six  equations 
distinctes,  ce  qui  permet  d'en  etablir  trois  nouvelles  choisies  de  maniere  a 
simplifier  les  difFerentielles  le  plus  possible. 

Pour  cela,  nous  nous  imposerons  la  condition  de  faire  evanouir  dans  le 
numerateur  de  T  expression 

(i)  p^=(A  — acosE)^-h(B  — ^^sinE)*-h-C" 

les  termes  en  sinT,  cosT  et  cosT  sinT,  de  maniere  que  I'on  ait  seulement : 

^  ^  G  -h  G^  cos'T  +  G'  sin'T 

f^  (7 -h  7  cosT -h  /  sinT)*  * 

Avant  d'aller  plus  loin,  remarquons  que,  k  etant  arbitraire  et  soumis  seu- 
lement a  la  condition  d'etre  positif  pour  que  s  soit  reel,  on  pent  prendre 
^  =  +  I ,  ce  qui  donne  g  =  dz  i . 

Cela  pose,  designons  7  +  7'  cosT  -(-  7''  sinT  par  t  et  multiplions  I'equa- 
tion  (i)  par  t*,  il  vient 

^y=(A'H-B'+C')t'+a'<'cos'E-h&'<'sin"E— aAa^icosE— aBfti.^sinE, 

ou,  en  posant  «  =  z,  ^cosE  =  a:,  ^sinE  =  j, 

(2)       t^f^={A^+B^-^C')z^-ha'x^-hby^—2Aaxz—  2Myz. 

II  faut  maintenant  substituer  a  a?,  /,  z  les  valeurs 

oil  //,  w',  u^'  tiennent  respectivement  la  place  de  i ,  cosT,  sinT,  et  profiler 


ATTRACTION  EXERCEE  PAR  UNE  PLANETE.  65 

des  indeterminees  pour  faire  evanouir  les  trois  rectangles  dans  le  deuxieme 
membre  de  T equation  (2),  de  maniere  a  le  ramener  a  la  forme 

(a)  '  Gw^^-GV^-4-GV^ 

II  est  plus  elegant  de  tirer  des  equations  (3)  les  valeurs  de  w,  u\  u"  en 
x^  /,  jc,  de  les  substituer  dans  Texpression  (a),  et  d'identifier  le  resultat  avec 
le  second  membre  de  (2). 

La  resolution  des  equations  (3)  se  fait  aisement  au  moyen  des  relations  (I) ; 

il  vient 

u   =yz   —ctx  —  jSj, 

u'  =  OLX  H-  ^'y  —  y'z, 

u"=a"x  +  fy-y'z. 

En  substituant  et  egalant  les  termes  semblables,  on  obtient  six  nouvelles 
equations  qui,  jointes  au  groupe  (I),  determinent  les  neuf  coefficients  inde- 
termines  et  les  trois  quantites  G,  G',  G'^ 

Le  nouveau  systeme  est 

Ga^  H.GV^H-GV^  =  a% 

G/3^  -f-G'p'^-hG'y^=&% 

Gy  +GV^^GV'  =  A'H-B^4-C% 

Gay  -h  G'«  V-+-  a'a"y'=.  Aa, 

Gpy  -h  G'/3'/h-  G'[^"y"=  ^h, 

Gocp  4-  G'a'p'  +  G'cc'[^'=  o. 


(VI) 


§  III. 

Pour  resoudre  les  douze  equations  (I)  et  (VI),  je  prends  dans  ces  der- 
nieres  la  premiere,  la  quatrieme  et  la  sixieme  qui  renfernient 

G«.a,     Ga.(3,     Ga.y. 

Je  les  ajoute  apres  les  avoir  multipliees  respectivement  par  —  a,  —  p, 
-t-y,  de  maniere  a  avoir  le  produit  de  Ga  par  — a^  —  P^-Hy^  ou  i, 
puisque  j'ai  pris  A:  =  i .  En  meme  temps  G'  et  G'^  se  trouvent  elimines.  Je 

XXXF2'  Ca/tu-r.  o 
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tire  de  la  meine  maniere  G|3  et  G-y,  et  j'obtiens 

Ga  =  yka  —  aa^, 
G^  =7B&  —^b\ 
G>  =  >(A^  +  B^  +  C^)  —  a  Aa  — /3B6. 

On  tire  des  deux  premieres  : 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  troisieme,  y  disparalt,  et  Ton  obtient  une 
equation  qui  ne  eontient  pas  d'autre  inconnue  que  G, 

ce  que  Ton  peut  ecrire 

(^\  A*       ,       B'       .    C  _ 

^^^  ^M=^"^iNrG"^G  —  ^• 

Si  Ton  isole  de  meme  G'  et  G'',  on  arrive  a  des  equations  qui  ne  different 
de  Tequation  (5)  que  par  la  substitution  de  — G'ou  de  — G"a  la  place 
de  G.  Gomme  cette  equation  est  du  troisieme  degr^,  il  suit  de  la  que  ses 
trois  racines  sont  G,  —  G',  —  G'^ 

Ces  trois  racines  sont  toujours  reelles.  Pour  le  prouver,  et  en  meme 
temps  eflfectuer  leur  separation,  je  reprends  Tequation  (5),  et,  apres  avoir 
transpose  i  dans  le  premier  membre,  je  fais  les  substitutions  suivantes  : 

i''.  —  oc  ,  signe  —  . 

2°.  —  a^  —  /,  signe  — ,  car  le  premier  terme  est  negatif  et  Temporte 

sur  les  autres. 

3°.  —  a^  -\-  i,  signe  -h,  changement  de  signe  en  passant  par  I'infini. 

4°.  — b^  —  /,  signe — ,  premiere  racine  entre  —  a^  et  —  b^. 

5"".  — 6^  H- e,  signe  4-. 

6®.  o  —  «,  signe  — ,  deuxieme  racine  entre  —  b^  et  o. 

7"*.  o-hi,  signer-. 

S^.  -f-  00  ,  signe  — ,  troisieme  racine  positive. 

L'equation  (5)  a  ainsi  trois  racines  reelles  :  Tune  d'elles  est  positive; 
les  deux  autres  sont  negatives  et  ont  leurs  valeurs  absolues  comprises,  la 
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premiere  entre  o  et  i",  la  deuxieme  entre  a*  et  b^.  Si  done  on  pi  end  la 
positive  pour  G,  les  deux  negatives  pour  —  G'  et  —  G'^;  G,  G'  et  G''  se- 
ront  trois  quantites  positives,  condition  qui,  comme  nous  le  verrons  plus 
tard,  est  indispensable. 

G,  G'  et  G''  peuvent  des  lors  etre  consideres  comme  connus.  On  peut 
remarquer  qu'il  resulte  de  la  forme  de  I'equation  (5)  et  des  limites  des  ra- 
cines  que  G,  G'  et  G''  sont  les  parametres  des  trois  surfaces  homofocales 
du  deuxieme  ordre  qui  passent  par  le  point  attire  et  dont  T ellipse  donnee 
est  la  focale  elliptique. 

Une  fois  G  connu,  les  equations  (4)  jointes  a 

donnent 

(6)  y  =  ± 


V       (a'+G)*      (i»-l-G)» 

Les  signes  de  a  et  ^  sont  determines  par  celui  de  y,  (4)- 
On  peut  avoir  encore  deux  expressions  remarquables  de  >  :  la  suivante 
prouve  que  G  doit  kvte  positif.  En  effet,  on  a 

A»  B*      .   C«  _ 

a«+G"^A'H-G"*"G  ~^' 

A«(o«  +  G)       B«(fe«  +  G)       C«G_ 
(a'  +  G)*   "^   (A»  +  G)«    "•"   G*    ~*' 

_     ^'<»'  B'&*      _  p  f      A«  B*  C*  1 

*        (a»  +  G)*       (A»-+-G)*  — ^L{«* +G  )*(**  +  &)'"'"  G*  J' 
et  enfin 

(7)  7  =  ± 


_     /  ,  A'  B*  C* 

vG  y  f J. _,_  Gp  "^  (6'  +  G)«  "^  G» 


Des  calculs  analogues  donneraient 


(8)      y  =  ± 


„i .r     Aa  f., /     BA 


V  (a*-G')'       (i*  — G')*~*  ^      V  (a»—  G')*  "^  (**—  G')»  "^  G^ 

et  de  meme  a",  p'',  7". 
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Enfin,  on  peut  obtenir  une  troisieme  valeur  de  7. 

Pour  cela,  multiplions  I'equation  (5)  par  a'  h^  —  G*,  il  vient 


a«  +  G         ^         6'-t-G 
ou 


C»G  =  a»i»  — G% 


G(-A--B--C')  +  ^i^;-^)  +  "'^;i;^^)  +  ^  =  a'6--G-. 

Mais  on  a,  en  vertu  des  relations  connues  entre  les  coefficients  et  les 
racines  d'une  equation  algebrique, 

G  —  G'--G"=  A»+ B»H- C  — a*— 6% 
GG'G''=a»^'G% 


d'ou 


C'a«i»        ^,^„ 


4 


G 

et 


=  G'G' 


G  (—  A»  —  B'  —  C» )  =  G  (G' -h  G"  —  G  -  a'  —  6* ) . 
Je  substitue  ces  valeurs  dans  i'equation  precedente  qui  devient  alors 

d'oii,  en  divisant  par  (a*  +  G)  {b^  -\-  G), 

A»a' B'&'      _  I  _  (G  +  GQ  (G  +  G^Q 

(a'-i-G)*        {6'  +  G)»~7'  — (G  +  a')(G4-ft')' 

On  aurait  de  meme  y'  et  y",  ce  qui  donne  les  trois  formules  suivantes  : 

^       V(G  +  G;)(G-hG")'         ^  —  V  (G-4-G')(G"-G')' 


(9) 


'^        V  (G+G'')(G'  —  G") 


Je  discuterai  toutes  ces  formules  quand  j'en  aurai  fait  voir  la  signification 
geometrique.  Pour  le- moment,  je  me  borne  a  achever  la  transformation  en 
calculant  rfE  en  fcmction  de  dT. 
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Je  rappelle  les  formules  (3), 

«  cos  E  =  a  H-  a'  cos  T  +  ol"  sin  T, 

^  sin  E  =  |3  -H  13' cos  T  H-  ^"  sin  T, 

tz=:y-\-y'  COS T  H- y" sin  T. 
J'ecris  Tidentite 

^  ^  rfE  =  « cos  E  rf . « sin  E  —  ^  sin  E  rf .  ^  cos  E 

=  (a  +  a'cosT  -H  a'^sinT)  (|3''cosT  —  /3'sinT)  d'Y 
—  (/3  +  ^'cosT  +  ^' sinT)  (a^'cosT  —  «'sinT)  rfT. 

Developpant  et  reduisant,  il  vient 

e  dE  =  [{a^'-^a')  cosT  +  (^a'-  a^')  sinT  +  («'/5''—  a'f^/)]  dT, 

Enfin,  si  Ton  remplace  les  binomes  par  leurs  valeurs  tirees  des  for- 
mules (III),  le  deuxieme  membre  devient  etdT,  et  Ton  a,  en  suppriniant 
t  facteurcommun, 

(lo)  tdE=zedT. 

Au  moyen  de  ces  di verses  formules,  M.  Gauss  donne  I'expression  des  dif- 
ferentielles  rfX,  rfY,  dZ  en  fonction  de  T;  il  ramene  leur  integration  aa 
calcul  des  deux  quadratures 

2^  sin'TrfT  r^°^  cos'T^T 


X       (M'sin«TH-N«cos*T)^'  X 


(M*sin*T-hN'cos'T)» 


Ces  integrales  dependent  d'ailleurs  des  fonctions  elliptiques  de  premiere 
et  de  deuxieme  espece ;  done  le  probleme  peut  etre  considere  comme  re- 
solu.  Mais  on  peut  simplifier  considerablement  I'expression  et  le  calcul  des 
composantes  au  moyen  de  la  methode  geometrique  que  je  vais  maintenant 
exposer.  EUe  me  permettra  hon-seulement  d'indiquer  la  marche  a  suivre, 
mais  encore  d'effectucr  completement  les  operations  et  de  discuter  les 
resultats  obtenus. 
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§iv. 

Considerons  le  cone  qui  a  pour  base  T ellipse  donnee  et  pour  sommet  le 


\. 


x'^^ 


point  attire.  Si  nous  le  rapportons  a  son  sommet  et  a  ses  axes  principaux, 
son  equation  est  de  la  forme 


± lJ^     -'a 

— T  —  A»     - 


(II) 

Elle  permet  de  poser 

j:'=mz'cosT,       j'=/iz'sinT, 

ce  qui  donne  pour  la  distance  de  Torigine  a  un  point  quelconque  de  la 
siir&ce, 

p^=  o-'^H-/*  -h  z!'=  z'^  (I  -h  m^ cos^T  -h  n^  sin^T). 

Mais  si  A,  /u,  v  designent  les  angles  que  la  perpendiculaire  au  plan  de  Tel- 
lipse  fait  avec  les  trois  axes  coordonnes,  et  C  la  distance  de  ce  plan  a  Tori- 
gine,  on  a  pour  son  equation 


(la) 


x'  COS  A  -h  j'  cos/w  4-  z'  cos  V  =  —  C. 


Je  mets  —  G,  afin  de  conserver  a  la  lettre  G  la  meme  signification  que  dans 
les  calculs  precedents. 
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En  rempla^nt  sd  et  j  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  T,  T  equation  du 
plan  devient 

z'(cosy-h  mcosAcosT-hncos/usinT)  =  —  C, 
d'ou 

a  __         C»  fi  -F  m'cos>T+  n'sm'T) 
^  {cosv-+- mcoslcosT-f-wcosfxsinT)* 

Gette  valeur  de  p^  a  immediatenient  la  forme  simple  que  cherchait 
M.  Gauss.  Done 

V angle T  de  M.  Gauss  nest  mitre  chose  que  VanomaUe  excentrique de 
r ellipse principale  du  cone. 

Si  Ton  se  reporte  a  Tancienne  valeur  de  p^,  on  voit  que  Ton  a 

cosv  -H  mcosAcosT-h  wcos/wsinT  z=t  =  y  -+-  7'cosT  -+-  ^''sinT; 

et  la  quantite  que  nous  avons  appelee  k,  qui  etait  egale  a  y^  —  7'* —  y^% 
est  ici 

( 1 3)  cos*  V  —  m^  cos*  A  —  n*  cos*  /u . 

Je  ferai  voir  dans  un  instant  que  cette  quantite  est  toujours  positive,  on 
pent  alors  la  representer  par  M*,  et  en  posant 

cosv  /        mcosX  ff        ncosfjL 

^~"5r'     '^~~M~'     ^~~M~' 

on  retrouve 

/->'*-/'=!,  k  =  l, 

et  Ton  pent  appliquer  immediatement  toutes  les  formules  trouvees  dans  les 
paragraphes  precedents. 

On  a  alors,  d'apres  la  comparaison  des  valeurs  de  p*, 

. rosv  -+-  m  cosX  cosT  -H  «  cosjli  sinT 

"  M  ? 

et  par  suite, 

/,/.  \  /^'  ^  ^^^  mCcosT  /  /iCsiiiT 

G,  G',  C,  7,  7',  7''  etant  maintenant  connus,  les  coefficients  a  et  |3  sont 
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doiines par  les  equations  (4)  et  (8),  et  Tonobtient  immediatement  les  expres- 


sions 


/     cosy  mcosX  _  ncosu      .    ^\ 


M»  M*  M* 

nco 

b*- 


(A)       /  /    cosv  mcosX  ncosfi      .    _. 

V-^W      * AT"  *--M^  / 

Mt=z  cosy  +  m  cos  A  cosT  +  n  cos/u.  sinT, 

qui  permettent  de  calculer  les  composantes. 

Les  formules  ordinaires  de  transformation  des  coordonnees  vont  me 
donner  tout  a  Theure  d'autres  expressions  de  «,  icosE,  tsinE.  Mais  avant 
d'aller  plus  loin,  je  vais  prouver,  ainsi  que  je  I'ai  annonce,  que  la  quan- 
tite  (i3)  est  toujours  positive. 

Pour  cela,  j'elimine  z'  entre  les  equations  (i  i)  et  (12),  afin  d'avoir  Tequa- 
tion  de  la  projection  horizontale  de  la  section  du  cone  (11)  par  le  plan  (12); 
il  vient 

5 cos' At  \y    —  20?/  cosAcos^ 

H-  (  ^^  —  cos'* A  j  x'^  H-  20;'  cosA  H-  2  j'  cos^  =  i , 
et  la  condition  d'ellipticite  est  precisement 

cos'X         COS*  a        cos*v    ^ 

— i 1 f TT  <  O, 

71*  nr  nrnr  ' 

ce  qui  demontre  la  proposition. 

On  pent  remarquer  aussi  que  les  formules  (9)  qui  ne  contiennent,  outre 
a  et  by  que  A,  yu,  v  et  G,  donnent  la  solution  de  ce  probleme  de  geometric: 

Etant  donnas  un  cone  du  deuxieme  degre  et  unplan,  trouper  en  grandeur 
les  axes  principaux  de  la  section  du  cone  par  le  plan. 

Soient  maintenant  A^ ,  a^,  ,  v,  les  angles  du  grand  axe  de  I'ellipse  avec  Ox' 
Oy,  Oz  ;  \j  fJL^y  Vj  ceux  du  petit  axe.  Ces  angles  joints  a  A,  /u,  v,  deter- 
minent  les  directions  des  anciens  axes  G.r,  Cj,  Cz  par  rapport  aux  nouveaux 
Ox\  Oy'y  Oz^  Les  coordonnees  d'un  point  de  I'ellipse  sont,  par  rapport 
aux  premiers,  acosE,  6sinE,  o;  pour  les  deuxiemes,  x\y\  z';  on  a  done 

acosE  =  a?'cosA^  +  j'cosyu,  H-  z'cosv,  -+-  A, 
^  sin  E  =  x'  cos Aa  -h  y'  cos^ctj  -h  z'  cosv^  -H  B. 
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D'oii,  en  multipliant  par  ^et  remplacant  t,  tx\  ty\  tz'  par  leurs  valeurs, 


a 

(B)         i*,.    .     X.         m 


Mf  cosE  =  —  (AcosA  —  GcosAjcosT 

-h  -  (Acosyu  —  Gcos/uJsinT  +  -  (Acosv  —  GcosvJ, 

M<  sin  E  =  T^  (B  cos  A  —  C  cosA^)  cosT 

H-  T  (Bcosytc  —  G  cosyUj)  sinT  H-  r  (B  cosv  —  G  cosvj), 

M^  =  mcosAcosT  -f-  ncos/u  sinT  +  cos  v. 

En  se  rappelant  que 

tdE  =  edT, 

on  a  tout  ce  qu'il  faut  pour  calculer  les  composantes  de  I'attraction  suivant 
les  axes  Ox\  Oj',  Oz'.  Les  integrales  devront  etre  prises  depuis  T  =  o 
jusqu'aT  =  aosr. 

.  §  V. 

Les  trois  difFerentielles  des  composantes  «ont,  parallelement  au  nouveau 
systeme  d'axes, 

i^f {*  —  ecosFi)  dK.x' 

^Y/__  (i  — ecosE)c?E.y^ 
,y/ (i  —  ecosE)  fJE.z^ 

Multipliant  haut  et  bas  par  t^ ,  il  vient 

.y, e    mC       (t  — e/cosE)cosTrfT 

~        2©  JVI    (G4-G'cos'T^G''sin*T)^ 

En  renipla^^ant  t  et  «cosE  par  leurs  valeurs  tirees  des  forniules  (A)  ou  (B) 
et  integrant,  on  aurait  pour  X'  une  expression  de  la  forme 

^,_j^    /^ ^  °^ (P  cos'T  -f-  Q  sinT  cosT  •+■  R  cosT)  dT 
J^  (G-+-G'co8»T-hG'^sm»T)^ 

Cette  integrale  est  une  L>omme  d'integrales  definies  dont  les  deux  der- 

XXXVJ*  Cakier.  lo 
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nieres  sont  evidemment  nulles  comme  composees  d' elements  egaux  deux  a 
deux  et  de  signe  contraire.  Y'  elTI  se  simplifient  de  la  meme  maniere,  et 
Ton  a  pour  les  trois  composantes,  en  faisant  usage  des  formules  (B), 


»^^  cos*T£/T 


X'=— -^^    (A —  -jcosA  —  CcosA,      / i> 

2craM*LV  e)  ^  \  J^       (G4-G' cos«T  + G''sin«T) 

Y'=JL1^[(a-?)cosm-Ccosm,1   r '"•"•''^ 

:ixzaW    l\  ej  ^^  j  J^        (G  +  G'cos«T-4- C'sin'T) 

Z  = TTT   (A )  cosv  —  G  cos  V,      /       

2US  a  M'  LV  ^/  'J  X       (G^.G'cos«TH.G"sm«T) 

Si  Ton  mene  par  le  point  O  trois  axes,  Ox'\  Oy\  Oz"  paralleles  a  Co;,  G/, 

Gz  et  que  Ton  porte  A  —  -  sur  Oz'^  et  —  G  sur  Ox" ^  on  pouria  poser,  en 

d^signant  par  /?,  9,  r  les  angles  de  la  resultante  de  ces  deux  droites  avec 
0.r',  O/,  Oz', 

(A  —  -  I  cosA  — CcosA,  =  u  00s/?, 
(a  —  -  j  cos/M  —  G  cos/tc,  =  u  cosy, 
(A  —  -  j  cosv  —  G  cosv,   =  u  cosr. 
£n  ajoutant  ces  trois  equations  apres  les  avoir  elevees  au  carre,  il  vient 

„.=  (a_?)Vc-, 

c'est-a-dire  que  u  est  la  distance  du  point  O  a  la  directrice  de  Tellipse. 
D'un  autre  c6te,  posons 

~  j[       VG  +  O'cos'T  +  Csm'T  ~  J^       v'(G  +  G')  —  (G'— G")  sin'T 
___!__      /*»° dT 

d      V^-G-TIF"'^^ 
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ouj  comme  Ton  a 

si  (p  est  Tangle  que  fait  la  focale  du  cone  avec  Oz', 

^  _  4F(siny) 

Cela  pose,  il  est  facile  de  voir  que  les  trois  integrales  qui  entrent  dans  les 
expressions  de  X',  Y',  Z'  sont  respectivement  egales  aux  doubles  des  deri- 
vees  de  U  prises  par  rapport  a  G,  G',  G'^  Done  on  a  en  definitive 

Z/        — e    eu  ^     dl]  XT  r^      dV 

= TT  cosr  G   -777-  =  K  cos  r  G   -77^- 

Pour  calculer  les  trois  derivees  de  U  au  moyen  des  fonctions  elliptiques, 
je  remarque  d'abord  qu'elles  satisfont  a  la  relation 

rflJ_  rfU        dJJ 
rfG~rfG'"^rfG''' 

qui  donne  deja,  sans  fonctions  transcendantes,  Tequation  d'un  plan  qui  con- 

tient  r attraction 

X'  Y'  Z' 

-^1 h  -1 =  o. 

rrr  cos p        rr  cosg        cosr 

11  reste  encore  a  calculer  les  deux  integrales  definies 


P  = 

T 

cos'TtiT 

I  dV 

(G  + 

G'cos'T  +  G" 

sin*T)» 

tidG'' 

Q= 

■f 

sin'TJT 

I  d\] 

(Gh- 

G'cos'T-t-G" 

sin'T)' 

tidG" 

On  a 

d'abord 

(G  +  G')P+(GH-G'OQ=^f^. 


10. 
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D'un  autre  cote,  considerons  I'integrale 


Q,_     rT sm'TrfT I  r^        siii'T£/T 

X     V^G-hG'cos'T  +  G^'sin'T  ~  y^G  +  G'  J^     s/i  — sin^sin'T* 

Integrons  par  parties  en  considerant  sinTrfT  comme  la  differentielle  de 
—  cosT,  et  supprimons  la  partie  integree  qui  s'annule  aux  deux  limites,  il 
vient 


^   V  i      {.-sin>sin«T)« 


J^      (i  — sin*(psin*T)« 
Mais  on  a  evidemment 


r./    /F ni        f^       sin'TrfT        ^  F(siny)  -  E  (sioy) 


Done 


et  de  meme 


dl]   E(sin9)  —  Fsin(p) 

^^'  ~        sin*9(G-hG')' 


dl]  E(siii(f)  —  cos*9F(sin9) 

"^^^  sin*ycos*9(G-+-G')^ 


Le  probleme  general  se  trouve  ainsi  completement  resolu;  mais  il  me 
reste  encore  a  discuter  des  cas  particuliers  remarquables. 

§  VI. 

Si  Ton  se  reporte  aux  valours  de  y,  y\  y"  donnees  par  les  formules  (9), 
il  semble  que  les  deux  dernieres  deviennent  infinies  si  Ton  a  G'  =  C^.  L'im- 
possibilite  n'est  qu'apparente,  car  il  resulte  des  substitutions  qui  ont  con- 
duit a  la  separation  des  racines  que  Tune  des  quantites  G'  et  Of"  est  toujours 
plus  petite  que  6%  I'autre  etant  comprise  entre  a*  et  &^  II  suit  dela  qu'elles 
ne  peuvent  devenir  egales  qu'en  convergeant  toutes  deux  vers  J%  alors  y  et 

y"  deviennent  -• 

Pour  que  I'equation  (5)  admette  une  racineegale  a  —  t%  il  faut  d'abord 
que  B  =  o,  car  sans  cela  la  substitution  de  —  H^  ^  la  place  de  G  rendrait 
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son  premier  membre  infini ;  et  pour  que  Tequation  simplifiee 

-i =  1 

adniette  encore  une  racine  egale  a  —  t^,  il  faut  une  deuxieme  condition 

Ges  deux  relations  indiquent  que  le  point  attire  est  alors  sur  Thyperbole 
focale  de  Tellipse.  Alors  le  cone  devient  de  revolution,  et  la  transformation 
qui  avait  pour  but  de  le  rapporter  a  ses  axes  principaux  est  naturellement 
indetermine^. 

Dans  ce  cas,  on  prendra  y'^  arbitrairement ;  y  sera  toujours  donne  par 
les  formules  ordinaires,  et  Ton  tirera  y'  de  I'equation 

On  sait  d'ailleurs  que  p  est  une  fonction  rationnelle,  les  integrations  s'ef- 
fectuent  sans  difBculte. 

Pour  appliquer  la  methode  geometrique,  on  prendra  le  plan  z  x^  per- 
pendiculaire  a  celui  de  Tellipse,  ee  qui  donne 

yu  =  90%        v  =  90°— A. 
Les  equations  du  §  IV  deviennent 


x^  =^:i  mz  cosT,       j'==  mz'sinT; 


iVP  =  sin'A  — m^GOs-A; 

mcos).  cosT  +  sinX                              C\/i-i-//i* 
t ^^ y  tp  = ^j , 

acosE  =  z'cosA  —  .r'sinA  +  A; 
M<cosE=  ^(AcosA-f-GsinA)cosT-h  -  (A  sin  A—  Coos  A). 
Cela  revient  a  prendre  7''=  o.  Si  Ton  substitue  dans  les  difFerentielles,  on 
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trouve  en  integrant  que  Y'=  o.  X'  et  71  conservent  la  meme  forme  que  dans 
le  cas  general;  seiilement,  les  fonctions  elliptiques  se  transforment  en  fonctions 

I       rfT  =  2  cir,  et  X' de  /       cos^Tfl?T=cy. 

u  t/o 

§  VII. 

Supposons  C  =  o,  e'est-a-dire  le  point  attire  dans  le  plan  de  Tellipse. 
L' equation  (5)  a  une  racine  nulle,  car  si  on  Tecrit  sous  la  forme  ordinaire, 
le  terme  independant  de  I'inconnue  est  —  C^  a^  V^ ;  les  deux  autres  racines 
sont  donnees  par  Tequation 

Je  reprends  les  substitutions  qui  menent  a  la  separation  des  racines : 

signe  — ; 

signe  — ; 

signe  +; 

signe  — ,     racine  negative ; 

signe  +; 

signe  ± ,    sui vant  que  le  point  est  exterieur  ou  interieur ; 

signe  — . 

Ainsi,  I®.  Si  le  point  est  exterieur  a  V  ellipse,  V  equation  { 1 5)  a  une  racine 
positive  et  une  negative  .•  G'  =  o. 

2®.   i^^'  le  point  est  interieur,  les  deux  rax^ines  sont  negatives  :  G=  o. 

Une  fois  ces  remarques  faites,  la  methode  de  M.  Gauss  s'applique  sans 
rien  presenter  d'interessant;  on  trouve  comme  a  Tordinaire  les  neuf  coeffi- 
cients a,  j3,  y,  et  le  calcul  s'acheve  sansdifBculte. 

Quant  a  la  methode  geometrique,  les  formules  generales  auxquelles  elle 
conduit  ne  sont  plus  immediatement  applicables;  le  cone  disparait,  et  les 
axes  coordonnes  eux-memes  paraissent  n' avoir  plus  aucun  sens.  Pourtant, 
comme  les  axes  principaux  du  cone  sont  les  normales  aux  trois  surfaces  ho- 
mofocales  qui  passent  au  point  attire  et  dont  Tellipse  donnee  est  la  focale 
elliptique,  on  est  conduit  tout  naturellement  a  prendre  pour  axes  coordonnes 


1°- 

— 

oo  , 

2". 

a*  — 

^ 

3°. 

— 

a?  + 

i, 

4°. 

b'  — 

i, 

5°. 

b'-y-i, 

6°. 

0, 

f' 

+ 

QO  , 
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sur  le  plan  les  normales  aux  deux  courbes  homofocales  qui  se  croisent  au 
point  attire. 

Cherchons  d'abord  la  relation  qui  doil  exister  entre  les  coefficients  de 
Tequation  generale  du  deuxieme  degre 

A j'  H-  Bxx  +  G^'  -f-  Dj  4-  Eo;  H-  F  =  o, 

pour  que  la  courbe  que  represente  cette  equation  soit  rapportee  aux  axes  que 
j'ai  definis.  Pour  cela  j'exprimerai  que  Taxe  des  a?,  qui  sera  par  example  la 
nonnale  a  Tellipse  homofocale  a  la  proposee,  partage  en  deux  parties  egales 
Tangle  des  deux  tangentes  reelles  ou  imaginaires  qui  partent  de  Torigine. 

Posons 

a;  =  pcosfl,       j  =  psin9, 

il  vient,  pour  I'equation  de  la  courbe, 

(Asin^fl H-  B sinfl  cosfl  -+-  G  cos'fl)  p^H-  (D  sinfl  +  E  cos9)p  +  F  =  o; 

et  il  faut  que,  si  Ton  tire  p  de  cette  equation,  le  radical  s'annule  pour  deux 
valeurs  de  fl  egales  et  de  signe  contraire,  ces  valeurs  pouvant  etre  d'ailleurs 
reelles  ou  imaginaires.  On  trouve  done  la  condition  cherchee  en  annulant 
sous  le  radical  le  terme  en  sinfl  cosfl,  ce  qui  donne 

(16)  DE=  2BF. 

Cela  pose,  je  distingue  les  deux  cas  du  point  exterieur  et  du  point  interietir. 

§  VIII. 
Supposons  d'abord  le  point  exterieur.  Alors  G'  =  o. 

P   =  (y  +  /cosT-h7"8inT)«'  ^  >  ** '      ^    >  <>• 

Je  dis  que  les  equations 

,,7)  a:'  = g  y' _  _«!ii^TL__  , 

^   '^  7  +  /cosT-H7"sinT'  -^    "~  74-/008X4- -/'sin  T' 

dans  lesquelles  je  suppose 


8o  ATTRACTION    EXERC^E    PAR    UNE    PLANETE. 

et  qui  contiennent  ainsi  quatre  parametres,  representent  toujours  une  ellipse 
satisfaisant  a  la  condition  (i6). 

En  effet,  eliminons  T  entre  les  equations  {17),  il  vient 

on  a  bien  DE  =  2  BF ;  et  quant  a  la  quantite  B*  —  4  AG  qui  determine  le 
genre,  elle  est  egale  a 


g'g"* 


g^s"* 


Done  la  courbe  est  toujours  une  ellipse. 
Ties  equations  (17)  donnent 


..  _  ^'.    .    y>^  _  g*  +  g''*sin'T  . 

p    —J,     -fjr     —  (y  +  y/cosT  +  /siiiT)»' 


d'ou 


On  peut  remarquer,  comma  une  premiere  analogie  avec  le  cas  general , 


que  le  maximum  de  ^  ou  la  tangente  de  Tangle  lOR  est  egale  a  ^«  Si  Ton 

X  g 

represente  ce  rapport  par  n^  on  aura 
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Avant  d'aller  plus  loin,  je  rappelle  la  propriete  suivante  des  sections 
coniques  : 

Une  eUipse  etant  rapportSe  a  un point  quelconque  et  aux  bissectrices  des 
angles  formes  par  les  rayons  vecteurs  qui  joignent  I'origine  aux  foyers,  , 
I'axe  des  x,  la  polaire  de  Vorigine  et  le  diametre  conjugue  de  Vaxe  des  y  se 
croisent  en  un  meme  point. 

En  effet,  requation  de  la  polaire  de  Torigine  est 

Celle  du  diametre  conjugue  a  I'axe  des  j  est 

et  ces  deux  equations  sont  bien  verifiees  par 

>f  =  o         ^  =  7  •        I  est  le  pole  de  oy. 

Remarquons  encore  que  la  tangente  de  Tangle  de  la  polaire  avec  I'axe 
des  x  est  —  -^^  si  done  on  lui  mene  de  Torigine  une  perpendiculaire  OP, 
la  tangente  de  Tindinaison  de  cette  nouvelle  droite  sera 

et  Ton  aura  pour  la  longueur  OP 

(i8)  /7  =  ^cos(p  =  |7,sin(p. 

On  a  maintenant  tout  ce  qu'il  faut  pour  achever  le  calcul;  les  formules 
de  transformation  sont,  en  appelant  A  Tangle  de  ox'  avec  Cx^ 

a  cos  E  =  a;'  cos  A  —  j'  sin  A  -h  A, 

^  sin  E  =  0?'  s'm  A  -h  y'  cos  A  H-  B. 

D'ou,  t  ayant  la  meme  signification  que  precedemment, 

<cosE  =  ^cosA  —  ^  sin  A  sin  T  +  ~  (y  +  V  cosT  -h  ^''siuT), 

«sinE  =  I  sinA -h  1^ cos;^  sinT  -f-  |  (7  -h  >'cosT  -h  ^''siriT), 
«  =  >  4-  7'cosT  4-  7"8inT; 
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ce  qui  donne  pour  les  composantes 

dT 


uuaS     l\e  )^  ^  J  j^       (G4-G"sin»T)-' 

Mais  on  tire  des  equations  (i8) 


(GH-G"sm'T)' 
'°       sin*  T  dT 


7'=^cos(p,  /  =  ^sin?. 


Substituons  ces  valeurs  et  posons  encore 


r 


IV,  ^rj. 


=  u, 


V^G  +  G'sin'T 
il  vient 

''^'  =  - j^[(?-  A)«»*-/'«>sA]Gg, 

On  peut  encore  poser 

(  -  —  A  j  cos  ^  —  p  cos  A  =  M  cos  fl, 
(  -  —  A  \  sin  ^  H-  /?  sin  A  =  M  sin  fl, 


d'-^ 


ou 


et  il  vient  en  definitive 

X'  =  KcosSG^, 

Si  Ton  projette  en  Q  le  point  O  sur  la  directrice  de  Tellipse,  il  est  evident 
que  u  n'est  autre  chose  que  la  ligne  PQ. 
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§IX. 

Supposons  maintenant  le  point  interieur ;  G  =:  o  : 

,  G^cos'TH-G''sip*T 

P    —  (y-H/cOsT +  7*810  T)»' 

Je  passerai  rapidement  sur  les  calculs  qui  ne  different  pas  essentiellement 
de  ceux  du  paragraphe  precedent. 
Je  pose 

/_  g'cosT  ,_  g^sinT 

^  —  -/4./co8T-h-/''sinT'     ^  "~  7  +  /cosT-i-7"sinT' 

d'ou 

Tous  les  theoremes  relatifs  au  cas  precedent  s'appliquent ;  seulement  les 
expressions  de  tang  <p  et  de  p  doivent  etre  remplacees  par  les  suivantes  : 

tang(p  =  ^,» 
/?'  s"  • 

On  arri-ve  ainsi,  en  posant 

dT 


o 


V^G'cos*T4-G'^iu»T' 
a  des  formules  de  la  forme 

X'=KcosflG'^, 

u  est  toujours  la  distance  de  la  projection  de  Torigine  sur  la  directrice  a  sa 
projection  sur  sa  polaire. 

Dans  ce  cas  du  point  interieur,  I'attraction  pent  etre  nulle,  et  pour  cela 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  w  =  o,  c'est-a-dire  que  la  directrice  soit  la  po- 
laire du  point  attire.  Done, 

L'anneau  elUptique  considere  nexerce  aucune  action  sur  le  SoleiL 
Ce  resultat  est  d'ailleurs  evident  a  priori ;  en  efFet,  un  element  qiielcohque 

1 1. 
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exerce  sur  le  foyer  une  action  proportionnelle  a  Taire  \r^  d&  et  en  raison 
inverse  de  r^;  done  Taction  est  en  definitive  proportionnelle  a  rfS,  et  par 
suite  elle  est  egale  a  celle  de  Telement  oppose. 

Note  sur  /e  §  V. 

La  recherche  du  potentiel  on  des  surfaces  de  niveau  n'offre  pas  un  bien 
grand  interet,  mais  on  pent  faire  la  remarque  suivante  :  Si  la  masse  etait  uni- 
formement  repartie  sur  Tellipse,  le  potentiel  V  serait  proportionnel  a  U  et 
Ton  aurait  pour  les  composantes  de  Tattraction  snivant  les  normales  aux 
trois  surfaces  homofocales : 

(D,  ,u,  y  sont  les  coordonnees  elliptiques  ordinaires  donnees  par  les  formules 

a^H-  G  =  p%     a'  —  G'=  /u%      a'  —  &'=  v' ; 

P,  P',  P'^  sont  les  perpendiculaires  abaissees  du  centre  sur  les  trois  plans 
tangents. 

Si  Ton  passe  de  la  au  cas  qui  nous  occupe,  on  trouve  facilement 

X'=F,(,-Aff),        Y'=F,(,-^),        Z'=F,(.-^). 

Done  :  L'attrdction  est  la  resultante  de  F  et  d'une  autre  force  dirigee  sui- 
i^arU  In  perpendiculaire  au  plan  conjugue  a  la  premiere^  dans  Vellipsoide 
qui  aurait  ses  axes  diriges  suwant  les  normales  aux  trois  surfaces  homofo- 
cales,  et  egaux  respectivement  aux  axes  majeurs  de  ces  surfaces. 
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FONCTIONS  DUNE  VARIABLE  IMAGINAIRE; 

Par  mm.  BRIOT  ft  BOUQUET. 

(Premier  Meraoire.) 


>>0»i 


Ce  premier  Memoire  contient  les  principes  de  la  theorie  des  fonctions 
d'une  variable  imaginaire. 

Nousadoptons  la  definition  donnee  par  M.  Gaucby,  et  nous  Texpliquons 
par  des  exemples. 

Nous  etudions  ensuite  les  proprietes  des  fonctions  dednies  par  des  series 
ordonnees  suivant  les  puissances  entieres  et  croissantes  de  la  variable. 

Ceci  nous  peraiet  d'etablir,  d'une  maniere  nette  et  precise,  les  conditions 
necessaires  et  sufBsantes  pour  qu'une  fonction  se  developpe  en  serie  con- 
vergente  suivant  les  puissances  entieres  et  croissantes  de  la  variable.  Nous 
&isons  disparaitre  ainsi  les  nuages  qui  obscurcissaient  encore  le  beau  theo- 
reme  de  M.  Gauchy. 

Nous  donnons  ensuite  les  principales  proprietes  des  fonctions  mono- 
dromes  et  monogenes,  celles  dont  la  connaissance  sert,  en  quelque  sorte, 
de  fonderaent  a  cette  nouvelle  branche  de  Tanalyse  mathematique. 

§  I.  —  Definitio^is . 

\.  M.  Gauchy  definit  de  cette  maniere  les  fonctions  d'une  variable  imagi- 
naire. Soit 

z  =  X  +  yi 

la  variable  imaginaire ;  si  Von  designe  par  X  et  Y  deux  fonctions  reelles  quel- 
conques  des  deux  variables  reelles  x  et/,  la  quafitite 
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pourra  etre  consideree  comme  une  fonction  de  z ;  car,  a  chaque  valeur  de 
la  variable  imaginaire  z,  c'est-a-dire  a  chaque  systeme  de  valeurs  des  va- 
riables reelles  x  et  j,  correspond  un  systeme  de  valeurs  de  X  et  de  Y,  et  par 
consequent  une  valeur  de  u. 

La  variable  imaginaire  z  est  la  reunion,  au  moyen  du  symbole  ^ — i, 
que  nous  representons  par  la  lettre  /,  de  deux  variables  reelles  et  inde- 
pendantes  x  et  jr.  La  variation  de  z  est  indeterminee,  car  on  pent  faire 
varier  simultanement  les  deux  variables  a:  et  j,  en  etablissant  entre  elles  telle 
relation  que  Ton  voudra.  Si  les  deux  fonctions  reelles  X  et  Y  varient  d'une 
mahiere  continue  avec  x  et  jr,  on  dit  que  u  est  une  fonction  continue  de  z. 

On  se  fait  une  idee  tres-nette  de  ce  qui  precede,  en  imaginant  que  x  ety 
soient  les  coordonnees  rectangulaires  d'un  point  z  du  plan  horizontal,  la 
variation  de  z  sera  figuree  par  la  courbe  decrite  par  ce  point.  Que  Ton  con- 
volve, en  outre,  deux  surfaces  ayant  pour  ordonnees  verticales,  Tune  X, 
r  autre  Y,  ces  deux  surfaces  representeront  la  fonction  u;  si  le  point  z  de- 
crit  dans  le  plan  horizontal  une  certaine  courbe,  les  extremites  des  ordon- 
nees verticales  traceront,  sur  les  surfaces,  deux  lignes  dontTensemble  indique 
la  variation  correspondante  de  la  fonction  u. 

On  peut  aussi  representer  la  fonction  Uj  comme  la  variable  z,  en  suppo- 
sant  que  X  et  Y  soient  les  coordonnees  rectangulaires  d'un  point  u  du  plan 
horizontal.  Quand  le  point  z  se  meut  sur  ime  courbe,  le  point  u  decrit  une 
courbe  correspondante. 

2  •  Conce  vons  que  la  variable  z  reste  comprise  dans  une  certaine  portion  d  u 
plan ;  si  la  fonction  u  prend  la  meme  valeur  au  meme  point,  quel  que  soit  le 
chemin  suivi  pour  y  arriver,  sans  sortir  de  la  portion  du  plan  consideree, 
M.  Cauchy  dit  que  la  fonction  est  monodrome  dans  cette  portion  du  plan.  II 
est  clair  que  si  le  point  z  decrit  une  courbe  fermee  quelconque  dans  la  por- 
tion du  plan  consideree,  la  fonction  u  revient  a  la  meme  valeur,  en  d'autres 
termes,  le  point  u  decrit  aussi  une  courbe  fermee. 

Une  fonction  rationnelle  de  z  est  une  fonction  monodrome  dans  toute 
I'etendue  du  plan.  II  en  est  de  meme  lorsque  X  et  Y  sont  deux  fonctions 
rationnelles  quelconques  de  x  et  /;  plus  gen^ralement,  lorsque  chacune  des 
deux  surfaces,  par  lesquelles  nous  representons  u  couvre  tout  le  plan  hori- 
zontal par  sa  projection,  et  n'a  qu'un  point  sur  chaque  verticale. 
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3.  Considerons,  comme  exemple,  la  fonction  definie  par  Tequation 

tt*  =  z  4-  I . 

Nous supposons que,  pour z  =  o,  onaM  =  4-i;  faisant  varier z a  partir 
du  point  0  sur  une  courbe  quelconque,  nous  suivons  la  variation  de  z  par 
la  continuite.  Marquons  le  point  A  qui  correspond  a  la  valeur  z  =  —  i 
{Jig.  1).  Deux  chemins  tres-rapproches  OBM,  OCM,  allant  du  point  O  a 


un  meme  point  M  du  plan,  et  ne  comprenant  pas  entre  eux  le  point  A,  con- 
dniront  a  une  meme  valeur  de  u. 

En  effet,  subdivisons  les  deux  chemins  en  elements  correspondants  tres- 
petits  Ob^Jb^b^y.  . .;  Oc^ ,  c^  c^, .  . . ;  si  Ton  va  du  point  0  au  point  voisin  b^ 
par  le  chemin  O^^  ou  par  le  chemin  Oc^b^^  on  arrivera  a  des  valeurs  de  u 
peu  difFerentes  de  la  valeur  initiale  z^  =  H-  i ,  et  par  consequent  peu  diffe- 
rentes  entre  elles.  Mais  cette  difference  est  rigoureusement  nulle,  car  les 
deux  racines  de  I'equation  w'  =  z  -+-  i  ayant  entre  elles  au  point  b^  une 
difference  finie,  on  a  necessairement  la  meme  racine  u^ .  Partons  maintenant 
du  point  b^  avec  la  valeur  u^  de  la  fonction  comme  valeur  initiale,  et  allons 
au  point  voisin  b^  par  les  deux  chemins  i,  b^j  b^  c^  c^  h^ ;  en  vertu  du  meme 
raisonnement,  la  fonction  prendra  au  point  b^  la  meme  valeur  u^  :  mais 
quand  on  revient  de  b^  en  c^^  la  fonction  reprend  en  c^  la  valeur  qu'elle 
avait  en  ce  point,  quand  on  allait  de  O  en  c;  ainsi  les  deux  chemins  O^,, 
Ocj  ftj,  conduisent  a  la  meme  valeur  u^  de  la  fonction  en  b^.  En  continuant 
ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit  que  les  deux  chemins  OBM,  OCM,  con- 
duisent a  la  meme  valeur  de  la  fonction  en  M. 

II  resulte  de  ce  qui  precede,  que  deux  courbes  quelconques  allant  du 
point  O  au  point  M,  et  telles,  que  Ton  puisse,  par  deformations  successives, 
transformer  Tune  dans  Tautre  sans  passer  par  le  point  A,  conduisent  a  la 
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iiieme  valeur  de  la  fonction  au  point  M.  Ainsi  la  fonction  u  est  monocironie 
dans  toute  portion  du  plan  qui  ne  comprend  pas  le  point  A,  par  exemple, 
dans  le  cercle  decrit  du  point  0  avee  un  rayon  plus  petit  que  1' unite. 

Supposons  maintenant  que  Ton  aille  du  point  O  a  un  point  a  voisin  du 
point  A,  et  que  Ton  decrive  autour  de  ce  point  une  courbe  fermee  tres- 
petite  abcda;  les  deux  racines  de  Tequation  differant  tres-peu  Tune  de 
Tautre  dans  le  voisinage  du  point  A,  la  fonction  ne  revient  pas  a  la  valeur 
qu'elle  avait  primitivement  en  A.  En  effet,  si  Ton  pose 


z  =  —  I  -Hrc^', 


on  a 


I     e . 


Quand  on  decrit  la  droite  Oa  {fig*  2),  la  valeur  de  la  fonction  reste  reelle 

Fig.  2. 


O- 


c\        A        /a      0 


et  positive  et  diminue  de  +  i  a  -f-  r^;  quand  on  decrit  ensuite  la  courbe 
fermee  abcda^  Tangle  fl  varie  de  o  a  a^r,  la  fonction  u  acquiert  en  a  la  valeur 

negative  r^e^^  on  —  r^.  Si  Ton  revient  de  a  en  O  suivant  la  droite  aO,  la 
fonction  reste  negative  et  arrive  en  O  avec  la  valeur  —  i ,  differente  de  la 
valeur  initiale  -f-  i . 

II  est  aise,  d'apres  cela,  de  comprendre  comment  deux  chemins  OBM, 
OCM  {fig.  3),  comprenant  entre  eux  le  point  A,  conduisent  a  des  valeurs 

Flg.Z. 
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tres-differentes  de  la  fonction.  En  effet,  prenons  un  point  a  voisin  de  A 
et  decrivons  autour  du  point  A  une  courbe  ferm^e  ahcda ;  le  chemin  OBM 
pent  etre  remplace  par  le  chemin  OaM;  de  meme,  le  chemin  OCM 
par  le  chemin  Oabcda^\  car,  en  deformant  le  dernier,  on  le  ramene  a 
OCM  sans  passer  par  le  point  A.  Suivons  maintenant  ces  deux  chemins 
OaM,  OabcdaM.^  peu  differents  Tun  de  Tautre;  de  O  en  a  les  valeurs  de 
la  fonction  sont  les  memes  de  part  et  d 'autre.  Quand,  suivant  le  second 
chemin,  on  a  decrit  autour  du  point  A  la  courbe  fermee  ahcda^  la  fonc- 
tion revient  en  a  avec  une  valeur  differente  de  celle  qu'elle  avait  prece- 
demment;  on  part  done  du  point  a  avec  des  valeurs  differentes  pour  par- 
courir  la  meme  ligne  aM,  et  les  deux*  valeurs  de  la  fonction  different  de  plus 
en  plus. 

Ainsi  la  fonction  cesse  d'etre  monodrome  des  que  la  portion  du  plan 
consideree  comprend  le  point  A.  On  peut  classer  les  chemins  qui  vont  de 
Forigine  a  un  point  quelconque  M  du  plan  en  deux  categories :  ceux  qui  se 
ramenent  au  chemin  rectiligne  sans  passer  par  le  point  A,  et  ceux  qui  s'y 
ramenent  avec  une  revolution  autour  du  point  A ;  les  premiers  conduisent  a 
la  meme  valeur  de  la  fonction  au  point  M,  les  autres  donnent  une  autre  va- 
leur a  la  fonction. 

Nous  avons  vu  qu'une  circonference  decrite  autour  du  point  A  change  la 
valeur  de  la  fonction.  Un  second  tour  reproduira  la  valeur  primitive.  Ainsi, 
tout  chemin  qui  se  ramene  a  un  autre  avec  deux  cercles  autour  du  point  A, 
conduit  a  la  meme  valeur  de  la  fonction. 

4.  Une  fonction  implicite  definie  par  une  equation  algebrique  entre  z  et 
M,  presente  des  circonstances  analogues  a  celles  dont  nous  venons  de  parler. 
On  part  d'un  point  determine  z  =  z^  avec  une  valeur  initiate  i^  =  w^,  Tune 
des  racines  de  I'equation  pour  z  =  z^ ;  le  point  z  decrivant  une  certaine 
courbe,  la  fonction  u  varie  d'une  maniere  continue.  Tant  que  Ton  reste  dans 
une  portion  du  plan  ne  comprenant  aucun  point  pour  lequel  la  fonction  u 
devient  egale  a  une  autre  racine  de  T equation,  la  fonction  est  monodrome. 
Elle  cesse  en  general  de  Tetre  des  que  Ton  depasse  un  de  ces  points.  Les 
fonctions  de  ce  genre  sont  I'objet  d'un  remarquable  travail  de  M.  Puiseux, 
qui  a  fait  voir  comment  les  racines  de  T  equation  se  permutent  les  unes  dans 
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les  autres  quand  on  tourne  autour  des  points  pour  lesquels  T  equation  a  des 
racines  egales  {*). 

5.  Prenons  pour  second  exemple  la  fonction 

W  =  log(l-h2). 

Nous  supposons  que  Ton  parte  de  z  =  o  avee  la  valeur  initiale  u  =  o.  Cette 
fonction  est  monodrome  tant  que  Ton  reste  dans  une  portion  du  plan  ne 
comprenant  pas  le  point  A  qui  correspond  a  z  =  —  i .  Mais  si  Ton  tourne 
autour  de  ce  point,  la  fonction  eprouve  a  cbaque  tour  un  accroissement 
egal  k  tiTTi;  elle  est  done  susceptible  de  prendre  en  chaque  point  du  plan 
une  infinite  de  valeurs. 

6.  Lorsqu'une  fonction  u  d'une  variable  imaginaire  z  est  continue,  a  un 

accroissement  infiniment  petit  de  la  variable  correspond  un  accroissement 

infiniment  petit  de  la  fonction,  et  la  limite  du  rapport  de  Taccroissement 

de  la  fonction  a  T accroissement  de  la  variable  est  la  derivee  de  la  fonction. 

On  a  done 

rfX  ,        dX    ,        (dX  J        dX  ,\. 

du^dX  +  idY  _^'^'^W'^^^[^'^'^W'^'')' 

dz  dx-hi  dj  dx  +  idy 

ou 

dX      ^dY^  (^^i'Il\  "hi 

du dx dx        \dj dy  )  dx 

dz  .^r 

En  general  la  derivee  depend  de  la  quantite-j^>  et  par  consequent  de  la 

direction  du  deplacement  infiniment  petit  donne  au  point  z.  A  chaque  direc- 
tion de  deplacement  correspond  une  derivee  particuliere,  et  la  fonction  a 
ainsi,  pour  une  meme  valeur  de  z,  une  infinite  de  derivees. 

Lorsque  la  valeur  de  la  derivee  est  independante  de  la  direction  du  depla- 
cement, en  d'autres  termes,  lorsque  la  fonction  admet  une  derivee  unique 
en  qhaque  point,  M.  Cauchy  dit  que  la  fonction  est  monogene. 

Pour  qu'une  fonction  soit  monogene,  il  est  necessaire  que  le  rapport  arbi- 


(*)  Journal  de  Math^matiqucs  de  M.  Liouvillc,  tome  XV,  page  365. 
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traire  ^  disparaisse  dc  I'expression  de  la  derivee,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

dX      .rfY       dX^      .tfY 
dx^'  dx  ^    dy-^'dy^ 
I  i 

Les  fonctions  X  et  Y  etant  reelles,  cette  equation  se  decompose  en  deux  : 

dx  dj 

1^^ 

\  dy  dx 


(■)  ,  „    ,, 


7.  Ces  conditions  analytiques  ont  une  signification  geometrique  tres- 
remarquable.  Gonsiderons  les  deux  surfaces  ayant  pour  ordonnees  verti- 
cales  X  et  Y,  les  relations  (i)  indiquent  que  si  Ton  fait  toumer  d'un  angle 
droit,  et  de  I'axe  des  x  vers  Taxe  des  j,  la  siu'face  X  autour  d'une  verticale 
quelconque,  le  plan  tangent  a  cette  surface  au  point  situe  sur  cette  verticale 
devient  parallele  au  plan  tangent  a  la  surface  Y  au  point  correspondant.  En 
effet,  les  normales  aux  points  correspondants  aux  deux  surfaces  X  et  Y  font 
avec  les  trois  axes  des  coordonn^es  des  angles  dont  les  cosinus  sont  propor- 
tionnels  respectivement  a 

—  I. 

La  rotation  indiquee  amene  I'axe  des  x  dans  la  direction  de  Taxe  des^, 
et  la  direction  de  Taxe  des  y  dans  la  direction  inverse  de  Taxe  des  x\  apres 
cette  rotation,  la  normale  a  la  surface  X  fait  done  avec  les  axes  primitifs  des 
angles  dont  les  cosinus  sontproportionnels  respectivement  a 

£/X  dX 

ou,  en  vertu  des  relations  (i),  aux  quantites 

■  ^  rfY  _\ 

dx  dy  ' 

done  elle  est  parallele  a  la  normale  a  la  surface  Y. 


rfX 

dX 

dx' 

dJ 

dX 

dX 

dx' 

dy 
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On  voit  aussi  que  si,  par  une  verticale  on  mene  deux  plans  rectangulaires 
quelconques,  les  tangenles  aux  sections  detenninees  par  ees  deux  plans  dans 
les  deux  surfaces  font  respectivement  des  angles  egaux  avec  la  verticale. 

Remarquons  encore  que,  pour  que  la  fonction  u  soil  monogene,  aucune 
des  deux  fonctions  reelles  X  et  Y  qui  la  composent  ne  pent  etre  arbitraire ; 
car,  en  vertu  des  relations  (i),  chacune  des  fonctions  doit  satisfaire  al'equa- 
tion  aux  differences  partielles  du  second  ordre 


=  o. 


Les  deux  surfaces  X  et  Y  ne  sont  convexes  en  aucune  de  leurs  parties ; 
car  leurs  indicatrices  aux  points  correspondants  se  projettent  sur  le  plan 
horizontal  suivant  des  hyperboles  equilateres  egales,  dont  chacune  a  pour 
axes  les  asymptotes  de  T autre. 

8,  Les  conditions  (i)  pour  qu'une  fonction  soit  monogene  sont  suscep- 
tibles  d'une  autre  interpretation  geometrique  qui  a  ete  remarquee  par 
M.  Gauchy.  Si  Ton  represente  la  fonction  w,  comme  la  variable  z,  par  le  mou- 
vement  d'un  point  dans  le  plan  horizontal,  quand  le  point  z  se  deplace  dans 
diverses  directions  le  point  u  se  deplace  egalement  suivant  des  directions 
differentes;  si  la  fonction  est  monogene,  les  courbes  decrites  par  le  point  u 
font  entre  elles  les  memes  angles  que  les  courbes  correspondantes  decrites 
par  le  point  z.  En  effet,  soient  ds  et  dS  deux  elements  correspondants  decrits 
par  les  points  z  et  u,  on  a 

et,  si  les  conditions  (i)  sont  remplies, 

En  posant,  pour  abreger, 

on  en  deduit  • 

dS  =  ?^ds. 

Considerons  maintenant  deux  triangles  infiniment  petits  formes  par  des 
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elements  correspondants ;  les  cotes  etant  proportionnels,  les  angles  sont 
egaux. 

Pour  montrer  une  application  de  ce  theoreme,  considerons  la  fonction 

u  =  cosz ; 
les  fonctions  reelles 

X  = cosj?,        Y  = sm»t-, 

satisfont  aux  conditions  (i),  puisquela  fonction  u  est  monogene.  Suppo- 
sons  que  le  point  z  se  meuve  parallelement  a  Taxe  des  x^  et  ensuite  paral- 
lement  a  Taxe  des  j,  le  point  u  decrira  deux  series  de  lignes  ortbogonales ; 
ces  lignes  ont  pour  equations 

=  I 


{^~)  {^^y  ' 


Y« 


ce  sont  des  ellipses  et  des  hyperboles  homofocales. 
9.  La  fonction  tres-simple 

w  =  a:*  -f-  /^  H-  2  xyi 

est  monodrome  dans  toute  I'etendue  du  plan;  mais  elle  n'est  pas  monogene, 
car  les  fonctions  reelles 

X  =  a?*  +  /%         Y=2arr, 

ne  satisfont  pisis  aux  conditions  (i),  excepte  au  point  z  =  o.  Une  fonction  w, 
definie  par  T  equation  algebrique 

/(z,w)  =  o, 

est  au  contraire  monogene  sans  etre  monodrome.  La  derivee,  pour  cliaque 
groupe  de  valeurs  de  z  et  w,  est  donnee  par  T  equation 

du  dz 

Tz 3F' 

du 
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Gette  derivee  a  une  valeur  unique  et  finie,  excepte  pour  les  couples  de  va- 
leurs  qui  annulent  -n-;  alors  la  derivee  devient  infinie  ou  admet  un  iiombre 
limite  de  valeurs. 

§  11.  —  Propriites  des  siries  ordonn&es  suwant  les  puissances  entieres  et 

croissantes  de  la  ^variable. 

10.  Lemme.  —  Lorsqu'on  mukipUe  les  termes  d'une  s4rie  corner gente 
ay  ant  tons  ses  termes  positifs,  respectwemjent  par  des  nombres  quelconques^ 
mais  qulnaugmentent  pas  a  Vinfini,  on  obtient  une  nouvelle  sSrie  conver^ 
gente. 

Soit 

a^^-t-a^-ha^-h  '•' 

une  serie  convergente  ayant  tous  ses  termes  positifs  ^  si  Ton  multiplie  les 
termes  de  cette  serie  par  les  nombres 

^o>        ^o         ^a»  •  '  •  > 

qui  n'augmentent  pas  a  Tinfini,  on  obtient  une  nouvelle  serie  convergente 

a^b^-{-a^b^  -+-0,^,-+- 

En  effet,  prenons  m  termes  a  partir  du  terme  de  rang  /i,  la  somme 

egale  evidemment  la  somme 

multipliee  par  ime  moyenne  entre  les  quantites 


La  serie  proposee  etant  convergente ,  la  demi^re  somme  a  pour  limite 
zero  9  si  grand  que  soit  /n,  quand  on  fait  augmenter  n  indefiniment.  D'au- 
tre  part,  les  nombres  par  lesquels  on  multiplie,  et  par  consequent  leur 
moyenne,  conservent  des  valeurs  finies;  done  la  premiere  somme  a  aussi- 
pour  limite  zero,  et  la  seconde  serie  est  convergente. 
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11.  Theorems.  — Etant  donnee  une  s6rie  ordonnee  suwant  les  puis- 
sances croissantes  d'une  variable  imaginaire;  si  pour  une  valeur  de  la 
variable  dont  le  module  est  R,  les  modules  des  termes  de  la  sSrie  naug- 
mentent  pas  a  tinfini,  la  serie  sera  confer gente  pour  toutes  les  valeurs  de 
la  variable  dont  le  module  est  plus  petit  que  R. 

Soit 

u^-^-u^z-h  u^z^  -+-..• 

la  serie  proposee,  dans  laquelle  z  designe  la  variable  imaginaire.  m^,  ^/^,... 
des  coefficients  reels  ou  imaginaires.  Appelons  a^,  a,,.--  les  modules  des 
coefficients.  Nous  supposons  que  les  modules 

des  difFerents  termes  de  la  serie ,  pour  une  valeur  de  z  dont  le  module  est 
R,  n'augmentent  pas  a  Tinfini.  Donnons  a  la  variable  une  valeur  dont  le  mo- 
dule p  soit  plus  petit  que  R,  et  considerons  la  serie  convergente 

si  nous  multiplions  les  termes  de  cette  serie  respectivement  par  les  nombres 

^01     a,Ro     ajjR^,..., 

qui  conservent  des  valeurs  finies,  nous  obtiendrons^  en  vertu  du  lemme  pre- 
cedent, une  nouvelle  serie  convergente 

Ainsi,  pour  toute  valeur  de  z  a^ant  un  module  plus  petit  que  R,  la  serie  des 
modules  est  convergente,  et  par  consequent  la  serie  proposee  elle-meme  (*). 

12.  Scolie^  —  Soit  R  le  plus  grand  module  de  Zj  pour  lequel  les  modules 
des  termes  de  la  serie  n'augmentent  pas  a  Tinfini;  de  I'origine  comme  centre 
avee  un  rayon  egal  a  R  decrivons  un  cercle.  D'apre^le  theoreme  precedent, 
la  serie  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z  situees  dans  Tinterieur 
de  ce  cercle,  que  nous  appellerons  pour  cette  raison  cercle  de  convergence. 

Elle  est  divergente  pour  tons  les  points  exterieurs ;  car  si  Ton  donne  a  z  une 

■   ■■         .....  II  • « 

(*)  Ce  theoreme  a  ete  deinonire  d'lme  autre  maaiere  par  M.  Caitchy  dans  ses  noaveaux  Exerciccs^ 
tome  in,  page  $88.- 
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valeur  ayant  un  module  plus  grand  que  R,  les  modules  des  termes  augmen- 
tent  a  rinfini.  Sur  la  circonference  meme  la  serie  peut  etre  conyergente  en 
certains  points,  infinie  ou  indeterminee  en  d'autres. 

11  importe  de  bien  comprendre  1' existence  du  cercle  de  convergence. 
Que  Ton  imagine  des  valeurs  croissantes  du  module  pour  lesquelles  les  mo- 
dules des  termes  conservent  des  valeurs  finies.  Ou  ces  valeurs  croissantes 
tendent  vers  une  limite  finie  et  determinee  R,  ou  elles  augmentent  a  Tinfini. 
Dans  le  premier  cas,  la  limite  R  est  le  rayon  du  cercle  de  convergence; 
dans  le  second  cas,  la  serie  est  convergente  dans  toute  I'etendue  du  plan. 

Remarquons  qu'en  chacun  des  points  interieurs  au  cercle,  non-seule- 
ment  la  serie  proposee  est  convergente,  mais  encore  la  serie  des  modules 
de  ses  difFerents  termes. 

15.  Appliquons  a  quelques  exemples. 
La  serie 


I         1.2         I. a. 3 

est  convergente  dans  toute  Tetendue  du  plan. 

La  serie 

z        z"         z^ 
I+-  +  -  +  y+... 

est  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  i .  La  serie  est  encore  convergente 
sur  la  circonference  limite,  excepte  au  point  qui  correspond  a  Targument 
zero ;  en  ce  point  la  somme  est  infinie. 

II  peut  arriver  que,  le  point  z  s'eloignant  du  centre  jusqu'a  la  circonfe- 
rence, la  somme  de  la  serie  tende  vers  une  valeur  finie,  et  que  cependant  en 
ce  point  extreme  la  serie  soit  indeterminee.  Gonsiderons,  par  exemple,  la 


serie 


I  -H  z  -H  z^  -f-  .  .  . 
convergente  dans  le  cercle  de  rayon  i .  Posons 

» 
et,  laissant  Targument  constant,  faisons  croltre  le  module  p  jusqu'a  Tunite. 

La  somme  de  la  serie  tend  vers  une  valeur  finie  et  determinee r-.,  excepte 
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^uand  d  =  o,  et  cependant  pour  z  =  e^'  la  serie  a  une  somme  indetenninee. 
Lorsque  le  rayon  du  cercle  de  convergence  se  reduit  a  zero,  la  serie  n'est 
convergente  pour  aucune  valeur  de  la  variable,  excepte  pour  z  =  o ;  il  en 
est  ainsi  de  la  serie 

1-4-  I .  z -(-  I .  a  z*  4-  I .  a .  3  z' -f-  .  . ,  . 

14.  Theoreme  II.  —  Une  sirie,  ordormie  suwant  les  puissances  crois- 
mantes  de  la  ^variable,  est  une/onction  continue  clans  Vintirieur  du  cercle  de 
convergence. 

Designons  par  f{z)  la  somme  de  la  serie 

«o  H-  w^  z  -h  Wj  z*  4-  .  .  . , 

que  nous  supposons  convergente  dans  Tinterieur  du  cercle  R.  Appelons  (p  (z) 
la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  serie,  et  4  {^)  le  reste;  nous  aurons 

/(z)  =  ?)(z)H-4(z). 

De  I'origine  comme  centre,  avec  un  rayon  R'  tm  peu  plus  petit  que  R, 
decrivons  un  cercle.  On  pent  assigner  une  valeur  de  n  telle,  que,  pour  cette 
valeur  et  pour  toutes  les  valeurs  plus  grandes,  le  module  du  reste  4  (2)  soit 
constamment  plus  petit  qu'une  quantite  tres-petite  donnee  a,  dans  Tinterieur 
du  cercle  R'.  II  suflit,  pour  cela,  de  prendre  n  tel,  que  Ton  ait 

a''R"'-+.a''**R''^^-h  ...  <«; 
ce  qui  est  possible,  puisque  la  serie 

a^  -t-  «<  R'  -H  .  .  • 

est  convergente.  Pour  tout  module  p  plus  petit  que  R',  on  aura,  a  plus  forte 
raison, 

Le  module  du  reste  4  (z)  etant  plus  petit  que  cette  somme,  sera  lui-meme 
moindre  que  a. 

Supposons  maintenant  que  nous  donnions  a  la  variable  deux  valeurs  voi- 
sines  z  et  z'  comprises  dans  Tinterieur  du  cercle  R',  la  fonction  prendra  les 
tlcux  valeurs 

/(Z)=<p{2)+4(z),  /(Z')  =  (P(2')4-4(Z'), 

XXXFl*  Cahier.  i3 
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dont  ki  difference  est 

/(O  -f{z)  =  <P  {z')  -  9  (z)  +  4  {z')  -  4  (2). 

Le  polynome  entier  <p  {z)  etant  une  fonction  continue  de  la  variable  z, 
nous  pouvons  prendre  la  difference  z' —  z  assez  petite  pour  que  la  varia- 
tion (p{z')  —  <p(z)  du  polynome  ait  un  module  plus  petit  que  a.  Mais  les 
modules  des  restes  4  (^^)  ^t  4  (^)  ^nt  deja  plus  petits  que  or;  done  la  va- 
riation y(z') —  f{z)  aura  un  module  plus  petit  que  3a,  Gette  variation 
pourra  done  etre  rendue  plus  petite  qu'une  quantite  donnee,  si  petite  qu'elle 
soit.  Ainsi  la  fonction,  definie  par  la  serie,  varie  d'une  maniere  contiQue  dans 
rinterieur  du  cercle  de  convergence.  II  est  evident,  d'ailleurs,  que  cette 
fonction  est  monodrome  dans  le  meme  cercle,  puisqu'elle  n'a  qu'une  valeur 
pour  chaque  valeur  de  z. 

15.  Thi^oreme  III.  —  Une  serie  ordonnee  suivant  les  puissances  crois^ 
santes  de  la  ^variable  est  une  fonction  monogene  dans  Vint^rieur  du  cercle 
de  convergence. 

Soit  la  serie 

f[z)  —  U^-^  U,Z  +  WjZ^-f-.  .  . 

convergente  dam  le  cerde  de  rayon  R.  Nous  allons  demontrei^  d'abord  que 
la  serie 

W,  -h  2  £^2  JZ  +  3  w,  z^  -h  .  .  . , 

obtenue  en  prenant  la  derivee  de  chacun  des.termes,  est  cdnvergente  dans 
le  meme  cercle.  De  Torigine  comme  centre,  avec  un  rayon  R'  un  peu  plus 
petit  que  R,  decrivons  un  cercle,  et  donnons  a  z  une  valeur  dont  le  mo- 
dule p  soit  plus  petit  que  R'.  Si  Ton  multiplie  les  termes  de  la  serie  con- 
vergente 

I  -+■  2  j^  -<-  d  gTi  ■+•  *  •  •  >  . 

respectivement  par  tes  nombres 

a,,     a,R',     a.R'S... 

qui  n*augmentent  pas  a  I'infini,  on  obtient  une  serie  convergente 

a^  -f-  2  flj  p  -f-  3  ttj  p*  H-  .  .  .  . 
Ainsi,  la  nouvelle  serie  est  convergente  dans  le  meme  cercle  que  la  premiere. 
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La  serie  proposee  etant  representee  par/*(z),  nous  representerons  par 
f  {z)\q,  serie  obtenue  en  prenant  la  derivee  de  chacun  des  termes  de  la  pre- 
miere, pary'^(z)  la  serie  obtenue  en  prenant  la  derivee  de  chacun  des 
termes  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite.  Toutes  ces  series  soht  convergentes 
dans  le  cercle  de  convergence  R  de  la  serie  proposee. 

Nous  allons  demontrer,  maintenant,  que  la  serie  y'(z)  est  la  derivee  de 
la  fonctiony"(z). 

Si  Ton  donne  a  la  variable  z  un  accroissement  /i,  on  a 

(i)  f{z  -hh)  =  u^-hu,{z-^h)-hu^{z'^hy-h 

Appelons  p  le  module  de  z,  k  celui  de  h;  la  serie 

{2)  ^0  -H  «i  (p  +  *)  ^-  «2  (p  +  *)'-(-••  • 

est  convergente  tant  que  p  -t-  A  est  plus  petit  que  R,  ou  k  plus  petit  que  R  — p. 
Developpons  les  binomes  et  ordonnons  par  rapport  aux  puissances  de  k^  de 
telle  sorte  que  les  termes  prennent  la  disposition 

k  k* 

(3)   (ao-ha,p-ha,p*  +  .  .  .)-\-{a,-+'ia^p-+'3a^p\  .  .)7+{-  •  •)—+*•••• 

Les  termes  partiels  de  la  serie  (2)  etant  tons  positifs  et  ayant  une  somme 
finie,  la  serie  (3),  qui  se  compose  des  memes  quantites  mises  dans  un  autre 
ordre,  est  aussi  convergente,  et  offre  une  somme  egale.  On  observe,  en 
effet,  que  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  serie  (3)  contient  les  n  pre- 
miers termes  de  la  serie  (2),  plus  d'autres  termes  qui  appartiennent  aux 
termes  suivants  de  la  serie  (2),  et  qui,  par  consequent,  ontune  somme  in- 
finiment  petite  pour  les  tres-grandes  valeurs  de  n ;  ces  sommes  des  n  pre- 
miers termes  des  deux  series,  ayant  une  difference  infiniment  petite,  tendent 
vers  la  meme  limite. 

En  developpant  de  meme  la  serie  (i),  et  ordonnant  suivant  les  puissances 
croissantes  de  A,  nous  formons  la  serie 

(4)  ~         /(^)+/(^)tH-/'(^.)^,+  ..., 

qui  est  aussi  convergente,  et  qui  a  meme  somme  que  la  serie  (i) ;  car  la  dif- 
ference entre  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  s^rie  (4)  6t  la  somme 
de  n  premiers  termes  de  la  serie  (i),  ayant  un  module  plus  petit  que  la  diffe- 

i3. 
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rence  des  deux  sommes  correspondantes  dans  les  series  (2)  et  (3),  a  pour 
limite  zero* 
On  a  done 

/(z -^ h)  =f{z)  +/ {z)\ -^riz) ^  + . . . ; 

on  en  deduit 

La  serie  convergente,  ecrite  dans  le  second  membre,  est  une  fonction  con- 
tinue de  la  variable  h.  Si  h  est  tres-petit,  elle  diflfere  infiniment  pen  de/'  (z^), 
et,  quand  h  tend  vers  zero,  elle  a  /'{z)  pour  limite.  Done 

Ainsi  la  serie /'(z)  admet  une  derivee  unique/' (z),  quelle  que  soit  la  di- 
rection du  deplacement  h.  Cette  serie  est  done  une  fonctiwi  monogene. 

16.  En  resumant  ce  qui  precede,  on  voit  que  les  series  ordonnees  sui- 
vant  les  puissances  croissantes  d'une  variable  sont  des  fonctions  continues ,^ 
monodromes  et  monogenes,  dans  Tinterieur  du  cercle  de  convergence. 

Nous  citerons  comme  exemples  les  series 

z         z*  z^ 

I 


I         I. a         1.2.3 


I         1.2.3         1.2.3.4.5 


1.2         1.2.3.4         •  •  •  y 

par  lesquelles  on  definit  les  trois  fonctions 

e^,     sinz,     cosz, 

tres-usitees  dans  T analyse.  Le  rayon  du  cercle  de  convergence  etant  infini, 
ces  trois  fonctions  sont  finies,  continues,  monodromes  et  monogenes ^  dans 
toute  Fetendue  du  plan. 
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17.  Une  double  serie 


ordonnee  suivant  les  puissances  entieres  positives  et  negatives,  et  se  pro- 
longeant  a  I'infini  des  deux  cotes,  peut  etre  consideree  comme  la  reunion  de 
deux  series  ordinaires 


Soient  R  le  rayon  de  convergence  de  la  premiere  serie,  g>  celui  de  la 
seconde  en  prenant  -  pour  variable.  La  premiere  serie  est  convergente  dans 

le  cercle  de  rayon  R,  la  seconde  pour  toute  la  partie  du  plan  exterieure  au 
cercle  de  rayon  R'.  Done,  si  R  est  plus  grand  que  R',  la  double  serie  sera  con- 
vergente dans  la  couronne  comprise  entre  les  cercles  R'  et  R,  et  dans  cette 
etendue  elle  representera  une  fonction  continue,  monodrome  et  monogene. 
Par  exemple,  la  double  serie 

II  z         z^ 

est  convergente  dans  la  couronne  comprise  entre  les  circonferences  de  rayons 
I  et  2. 

18.  La  double  serie 

z-^  Z'^  z  z* 

est  convergente  dans  toute  Tetendue  du  plan,  excepte  au  point  z  =  o. 

§  IIL  —  Diveloppement  desfonctwns  en  series  ordonnSes  suivant  les 
puissances  crois sanies  de  la  variable. 

19.  Soit/(z)  une  fonction  finie,  continue,  monodrome  et  monogene,  dans 
une  certaine  porfton  du  plan.  Considerons  les  valeurs  de  Tintegrale  definie 


f  /{z)dz, 


quand  on  va  du  point  z^  au  point  Z  par  deux  chemins,  z^CZ  ef  z^DZ 
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[fig.  4)  5  tres-rapproches  Tun  de  I'autre,  et  situes  dans  la  partie  dii  plan  dont 

Fig.  4. 


il  s'agit.  A  chaque  point  m  de  la  premiere  courbe  faisons  correspondre  un 
point  n  de  la  seconde  courbe,  de  maniere  que  le  point  z^  se  corresponde  a 
lui-meme  ainsi  que  le  point  Z ;  designons  par  la  lettre  d  un  deplacement  in- 
fininient  petit  sur  Tune  des  courbes,  et  par  la  lettre  I  le  deplacement  de  m 
en  n.  Si  Ton  va  d'un  point  m  de  la  premiere  courbe  a  un  point  voisin  m'  de 
la  meme  courbe,  la  fonction  eprouve  un  accroissement  marque  par  dj\z). 
r^fonction,  etant  monodrome,  prendra  au  point  n  la  meme  valeur,  quand 
on  suivra  le  chemin  z^mn  au  lieu  du  chemin  z^lin\  il  en  resulte  que  la 
valeur  de  la  fonction  au  point  n  dans  la  seconde  integrale  diflere  de'la 
valeur  de  la  fonction  au  point  m  dans  la  premiere  integrale  d'une  quantite 
egale  a  la  variation  de  cette  fonction  correspondant  au  deplacement  mn^ 
variation  marquee  par  lf{z).  D'autre  part,  la  fonction  etant  monogene, 
c'est-a-dire  admettant  la  meme  derivee  pour  les  deux  deplacements  mm' 

et  mn^  on  a 

df{z)=f{z)dz,       ^f{z)=f{z)lz, 

d'oii  Ton  deduit 

(i)  ^f[z).dz=^df{z).^z. 

Cela  pose,  calculons  la  variation  de  T integrale  d^finie,  quand  on  remplace 
le  chemin  z^CL  par  le  chemin  infiniment  voisin  z^DZ.  On  a 

SjfV(2)  dz  =  £[lf{z).dz  ^/{z).dBz^; 
en  vertu  de  la  relation  (i),  cette  expression  devient 


II 


[d/{z).Bz-h/{z)Mz], 
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ou,  plus  simplement, 


Les  deux  points  extremes  etant  fixes,  iz^  est  nuUe,  ainsi  que  8Z ;  done  la 
variation  de  I'integrale  definie  est  nulle. 

20.  Considerons  maintenant  deux  lignes  quelconques  allant  d'un  point  a 
un  autre  et  comprenant  entre  elles  une  portion  finie  du  plan  dans  laquelle 
la  fbnctiony(z)  reste  finie,  continue,  monodrome  et  monogene,  il  est  clair 
que  ces  lignes  conduiront  a  la  meme  valeur  de  I'integrale  definie ;  car  on 
peut  passer  de  Tune  de  ces  lignes  a  I'autre  par  une  serie  d^  transformations 
qui  n'alterent  pas  la  valeur  de  I'integrale  definie. 

II  en  resulte  que,  si,  dans  la  portion  du  plan  comprise  dans  une  courbe 
fermee,  la  fonctiony*(j3)  jouit  des  memes  proprietes,  I'integrale  definie,  obte- 
nue  en  parcourantce  contour,  est  nulle.  En  efFet,  I'integrale le  long  de  z^AZ 
[fig-  5)  est  la  meme  que  suivant  Zo^Z;  or,  quand  le  point  Z  vient  en  z^,, 
cette  derniere  est  evidemment  nulle. 

Fig.b. 


De  meme,  si  dans  la  portion  du  plan  comprise  entre  les  deux  courbes  fer- 
mees  ABC,  A'B'C  {fig*  6),  la  fonction/"(z)  jouit  des  proprietes  enoncees. 


F,g,  6. 


les  integrales  correspondantes  a  ces  deux  contours  sont  egales.  En  effet,  le 
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chemin  A'B'C'A'  peut  etre  remplace  par  le  chemin  A'ABCAA';  mais  les 
portions  d'integrale  obtenues  en  parcourant  la  ligne  A'A,  d*abord  de  A'  en 
A,  puis,  a  la  fin,  en  sens  contraire,  sont  evideniment  egales  et  de  signes  con- 
traires;  done  les  deux  contours  ABCA,  A'B'C'A',  donnent  la  meme  inte- 
grale  definie. 

Ces  theoremes  remarquabies  sont  dus  a  M.  Cauchy  {*);  nous  en  avons 
reproduit  la  demonstration,  afin  de  bien  preciser  les  hypotheses  sur  les- 
quelles  elle  repose. 

21.  Lorsque  la  fonction/(2)  est  finie,  continue,  monodrome  et  mono- 
gene,  dans  une  certaine  portion  du  plan,  Tintegrale 


f'/{z)  dz. 


calculee  a  partir  d'un  point  fixe  z^  et  prise  le  long  d'une  courbe  quelconque 
tracee  dans  cette  partie  du  plan,  estaussi  une  fonction  iinie,  continue,  mo- 
nodrome et  monogene,  dans  la  meme  etendue.  La  fonction  est  monodrome, 
puisque  tons  les  chemins,  qui  vont  du  point  z^  au  point  z,  conduisent  a  la 
meme  valeur.  II  est  facile  de  demontrer  qu'elle  est  aussi  monogene.  Desi- 
gnons  par  F  (z)  cette  fonction  nouvelle ;  si  nous  donnons  a  la  variable  z  un 
accroissement  A,  la  fonction  eprouve  Taccroissement 


-.SH-A 


F(z-f-A)-F(z)  =  jr'"/(z)rfz  =  [/(z)  +  .]A, 
la  quantite  e  s'annulant  avec  h.  On  en  deduit 

Ainsi  la  fonction  F  (z)  a  une  derivee  unique/ (z),  quelle  que  soit  la  direc- 
tion du  deplacement;  c'est  done  une  fonction  monogene. 

22.  Le  developpement  en  serie  n'ofFre  plus  aucune  diflficulte.  Soity(z) 
une  fonction  finie,  continue,  monodrome  et  monogene,  dans  Tinterieur  d'un 

(*)  Comptes  rtndus  de  VAcadimie  des  Sciences ^  1846. 
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cerde  decrit  de  Torigine  comme  centre  avec  un  rayon  R  {fig,  7),  je  dis 

Ftg,  7. 
y 


qu'elle  est  d^veloppable  en  serie  ordonnee  suivant  les  puissances  de  z  et 
convergente  dans  le  cercle  de  rayon  R.  Soit  t  un  point  fixe  pris  ^  volonte 
dans  I'interieur  du  cercle,  la  fonction 

/(^)-/(0^ 

z  —  t 

dans  laqueUe  nous  regardons  z  comme  la  variable,  jouit  des  memes  pro- 
prietes  que  la  fonction /"(z)  dans  Tinterieur  du  cercle  R ;  elle  est  i^videmment 
finie,  continue,  monodrome  et  monogene,  comme  la  fonction /"(z).  On  pour- 
rait  craindre  cependant  qu'elle  ne  devint  infinie  pour  la  valeur  particuliere 
z=^t  qui  annule  le  denominateur ;  pour  eviter  cet  inconvenient,  nous  sup- 
poserons  d'abord  qu'au  point  i  la  derivee/"'(z)  de  la  fonction  proposee  a 
une  valeur  finie ;  si  Ton  donne  a  z  ure  valeur  voisine  de  t,  la  fonction 


differant  tres-peu  de  la  quantite  finie y'(^),  iaura  elle-meme  une  valeur  finie 
et  sera  continue.  Ainsi  la  fonction 

z  —  t 

est  finie  et  continue  en  tons  les  points  situes  a  I'interieur  du  cercle  sans 
exception. 

Du  point  O  comme  centre  avec  un  rayon  r  plus  grand  que  Of,  mais  plus 
petit  que  R,  decrivons  un  second  cercle. 

XXXn*  Cahier.  i4 
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II  resulte  du  theoreme  precedent  que  I'integrale  definie 

J  ^  —  t 

obtenue  en  parcourant  la  circonference  r,  est  nulle ;  on  en  deduit 

rf(t)dz^rf(z)dz^ 

les  integrales  etant  prises  le  long  de  la  meme  circonference ;  et  si  Ton  fait 
sortir  du  signe  Jle  facteur  constanty(^), 

La  fonction  — —  ne  devenant  infinie  que  pour  la  valeur  z  =  «,  on  pent 

dans  revaluation  de  Tintegrale 

r  dz 
J  z  —  t 

remplacer  la  circonference  r  par  une  circonference  decrite  du  point  t  comme 
centre  avec  un  rayon  infiniment  petit  p.  Posons 

le  rayon  p  etant  constant  et  I'angle  9  seul  variable  ^  on  a 


d'oii 

Tintegrale  devient 


^  =  id9i 

z  —  t  ' 


dQ=  iTfi. 
On  a  done 

^  ^  ^        2niJ  z  —  t      ' 

cette  demiere  integrale  etant  toujours  prise  sur  la  circonference  r.  Mais 
quand  le  point  z  parcourt  la  circonference  r,  le  module  de  z  reste  constam- 
ment  plus  grand  que  le  module  de  t ;  on  pent  done  developper  la  fraction 


z  —  t 
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en  serie  convergente  ordonnee  suivant  les  puissances  croissantes  de  ^,  ce  qui 
donne 

done 

Chacune  des  integrales  definies  qui  entrent  dans  le  second  membre,  etant 
prise  le  long  d'un  contour  fini  r,  a  une  valeur  finie  et  determinee,  et  la 
fonction  f[i)  se  trouve  ainsi  developpee  en  serie  convergente  ordonnee 
suivant  les  puissances  croissantes  de  t.  En  appelant  u^^  u^^u^^.  .  Aes  coef- 
ficients de  la  serie,  on  a 

Si  Ton  pose 

z  =  reO', 

un  coefficient  quelconque  est  donne  par  la  formule 


u„ 


dans  laquelle  r  designe  un  rayon  arbitraire  plus  petit  que  le  rayon  R  du 
cercle  de  convergence. 

23.  Le  point  t  est  un  point  quelconque  interieur  au  cercle  de  rayon  R; 
ainsi  la  serie  represente  la  fonction  proposee  /{t)  en  tous  les  points  du 
cercle,  excepte  toutefois  les  points  oil  la  derivee  /^{t)  serait  infinie  ou  dis- 
continue :  mais  cette  restriction  est  inutile.  En  effet,  nous  avons  demontre 
(n**  14)  qu'une  serie,  ordonnee  comme  la  serie  (i),  est  une  fonction  continue 
de  la  variable  tj  dans  le  cercle  de  convergence,  sans  exception;  la  fonction 
/{t)  et  la  serie,  etant  continues  dans  toute  Tetendue  du  cercle,  et  egales  en 
tous  les  points,  excepte  en  certains  points  particuliers,  ne  peuvent  diflferer 
meme  en  ces  points.  Done  le  developpement  s' applique  a  tous  les  points 
du  cercle  sans  exception. 

La  fonction  /{t)  et  la  serie  etant  egales,  leurs  derivees  sont  egales,  et 

,4. 
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Ton  a 

/'  (t)  =  W,  -h  2M,  ^  -f-  3^3  <=*  4-  .  .  . 

pour  tous  les  points  du  cercle  de  convergence  (n®  15). 

On  voit  par  la  que  la  derivee  f'{t)  de  la  fonction  proposee  reste 
finie  et  continue  dans  le  cercle,  et  que,  par  consequent,  il  est  impossible 
qu'elle  devienne  infinie  ou  discontinue  en  aucun  de  ses  points.  Ainsi  la 
circonstance  que  nous  avons  ecartee  dans  la  demonstration,  ne  pent  pas  se 
presenter. 

De  ce  qui  precede  resulte  le  beau  theoreme  de  M.  Cauchy ,  que  nous  enon- 
cerons  de  la  maniere  suivante : 

24.  Thi^oreme.  —  Four  quune  fonction  soit  developpahle  en  un^  serie 
ordonn^e  suivant  les  puissances  entieres,  positives  et  croissantes  de  la  "va- 
riable, et  conuergente  dans  un  cercle  decrit  de  Vorigine  comme  centre,  il 
est  necessaire  et  il  sufjit  que  la  fonction  soit  finie,  continue,  monodrome  et 
monogene,  dans  ce  meme  cercle. 

Ces  conditions  ^ont  necessaires,  car  nous  avons  demontre  (n**  14)  qu'ime 
serie,  ordonnee  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable,  jouit  de  ced 
proprietes  dans  le  cercle  de  convergence.  Elles  sont  suflisantes,  car  nous 
venons  de  demontrer  que,  lorsqu'une  fonction  joy  it  de  ces  proprietes  dans 
un  cercle  de  rayon  R,  elle  est  developpable  en  une  serie  ordonnee  suivant 
les  puissances  croissantes  de  la  variable  et  convergente  dans  le  meme  cercle. 
II  est  d'ailleurs  impossible  de  les  reduire  a  un  moindre  nombre ;  les  explica- 
tions que  nous  avons  donnees  an  commencement  de  ce  Memoire  font  voir, 
en  effet,  qu'une  fonction  peut  etre  finie  et  continue  sans  etre  monodrome, 
monodrome  sans  ^tre  monogene,  ou  monogene  sans  etre  monodrome. 

23.  Une  fois  etablie  la  possibilite  du  developpement,  il  est  facile  de  deter- 
miner les  coefficients.  Reprenons,  en  eflffet,  la  serie  (i),  dans  laquelle  nous 
remplacons  t  par  z, 

(a)  f{z)  =  £^0  +•  "i  ^  -+-  "a  2'  +  ^3  ^'  +  •  •  •  • 

La  fonction  et  la  serie  etant  egales  dans  le  cercle  R,  leurs  derivees  des  difFe- 
rents  ordres  sont  egales  dans  le  meme  cercle. 
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On  a  done 

/'  (^z)  =  ii^-h  t^u^z-h  3w, z^H-  .  .  ., 
f'  [z)=  1 . 2  Wj  -h  2 . 3  W3  z  -+- .  .  . , 
f"{z)  =  i.2.3a3+2.3.4w^zH--.., 


Ges  diverses  series  sont  toutes  convergentes  dans  le  cercle  R  et  continues ; 
si  Ton  y  fait  z  =  o,  on  a 

".=/{o),      «,=/(o),       x.iu,^f{o),       i.2.3e..=/^(o),..., 

et  Ton  obtient  ainsi  la  serie  de  Maclaurin : 

(3)      .    ■       /(2)=/(o)-h/(o)f+/»^-H.... 

Nous  avons  exprirae  les  coefficients  de  la  serie  de  deux  manieres,  par  des 
integrales  deBnies  et  au  moyen  des  derivees  de  la  fonction.  La  comparaison 
des  deux  developpements  donne  la  formule 

(4)  /"(o)  =  ""^;:-"X'V(/'g^o  «-"*'rf«. 

La  serie  de  Taylor  s'en  deduit  aisement : 

Si  la  fonction  f  [z)  est  finie,  continue,  monodrome  et  monogene,  dans 
un  cercle  decrit  autour  du  point  z^  comme  centre,  elle  se  devehppe  en  une 
serie  ordonnSe  suiA^ant  les  puissances  croissantes  de  z  —  z^  et  comer gente 
dans  le  meme  cercle,  et  Ton  a 

(5)  /(z)  =/(z,)  +/(zj  i^  +/'(z.)  iff^  +  .  .  .  . 

En  remplacant  z^  par  z  et  z  —  z^  par  /t,  on  obtient  la  serie  de  Taylor  sous 
sa  forme  habituelle 

(6)  f^:,^h)=f{z)^f'{z)\^f"{z)^^+..., 
et  la  formule  (4)  devient 

(7)  r{z)  =  '-^f^i^ + '•^*')  ^-  ""^«» 
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r  etant  un  rayon  arbitraire  plus  petit  que  le  rayon  du  cercle  de  oonvergence 
relatif  au  point  z. 

Application  a  quelques  exemples. 

26,  Soit  une  fraction  rationnelle 

Marquons  les  points  A,  B,  C, .  .  .  qui  annulent  le  denominateur,  et  qui, 
par  consequent,  rendent  la  fonction  infinie.  Soit  A  celui  de  ces  points  qui 
est  le  plus  rapproche  de  Torigine ;  du  point  O  comme  centre  avec  un  rayon 
egal  a  OA  decrivons  un  cercle;  la  fraction  rationnelle  sera  developpable , 
dans  ce  cercle,  en  une  serie  convergente  ordonnee  suivant  les  puissances 
croissantes  de  z.  Des  que  Ton  sort  du  cercle,  la  serie  est  divergent*,  car  la 
fonction  devient  infinie  au  point  A. 

De  meme,  si  d'un  point  z^,  pris  arbitrairement  dans  le  plan,  avec  un  rayon 
egal  a  la  distance  de  ce  point  a  celui  des  points  A,  B,  C,. . .  qui  en  est  le  plus 
rapproche,  on  decrit  un  cercle,  la  fonction  sera  developpable,  dans  ce  cercle, 
en  une  serie  convergente ,  ordonnee  suivant  les  puissances  croissantes  de  z — z^ . 

27.  La  fonction 

Q  ttll  S 

etant  finie,  continue,  monodrome  et  monogene,  dans  toute  Tetendue  du 
plan,  est  developpable  en  une  serie  ordonnee  suivant  les  puissances  de  z, 
et  convergente  dans  toute  Tetendue  du  plan. 
La  fonction 


e"" 


est  discontinue  ou  indeterminee  pour  z  =  i ;  car  elle  devient  infinie,  ou  nulle, 
ou  indeterminee  au  point  z  =  i ,  suivant  le  chemin  qu'on  suit  pour  y  arriver; 
elle  est  done  developpable  dans  le  cercle  de  rayon  i .  U  en  est  de  meme  de 
la  fonction 

sin(^-), 

qui  devient  indeterminee  au  point  z  =  i . 
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28.   Soit  la  fonction  irrationnelle 


comptee  a  partir  de  2  =  0,  avec  la  valeur  initiale  +  i .  Nous  avons  vu 
(n*"  3)  que  cette  fonction  cesse  d'etre  monodrome  quand  on  tourne  autour 
du  point  z  =  —  I ;  elle  sera  done  developpable  en  une  serie  convergente 
ordonnee  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  dans  le  cercle  decrit  de 
I'origine  comme  centre  avec  un  rayon  egal  a  Tunite.  II  en  sera  de  meme 
d'une  fonction  implicite  u  definie  par  une  equation  algebrique  entre  u  et  z 
et  comptee  a  partir  du  point  z  avec  la  valeur  initiale  u^  (n**  4).  Si  du  point  z^ 
comme  centre,  avec  un  rayon  egal  a  la  distance  au  point  le  plus  proche  pour 
lequel  I'equation  a  des  racines  egales  et  la  fonction  cesse  d'etre  mono- 
drome, on  decrit  un  cercle,  la  fonction  sera  developpable  dans  ce  cercle  en 
une  serie  convergente  ordonnee  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  —  z^. 
La  fonction  transcendante 

log  (i  4-^3), 

comptee  a  partir  de  z  =  o,  avec  la  valeur  initiale  zero  (n""  5)  devient  infinie, 
et  oesse  d'etre  monodrome,  au  point  z  =  —  i ;  elle  sera  done  developpable 
en  une  serie  convergente  ordonnee  suivant  les  pbissances  croissantes  de  z, 
dans  le  cercle  decrit  de  Torigine  comme  centre  avec  un  rayon  egal  a 
I'unite. 

La  fonction 

w  =  .r'  -+- /*  -H  20^*^ 

n'etant  pas  monogene,  n'est  pas  developpable. 
29.  G)nsiderons  enfin  la  fonction 

u  =  sinz  -h  A  {x^  4- j^  —  i), 

dans  laquelle  la  lettre  A  represente  la  valeur  de  I'integrale  definie 

2    C^  sin  f          ft      \  j^ 
-    I       — -  COS     -7-^ 1  ]  city 

obtenue  en  donnant  a  t  des  valeurs  reelles  de  o  a  00  . 
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On  sait  que  Tintegrale  definie 

sint 


COS  gtdt 


est  constamment  egale  a  T  unite  quand  le  nombre  g  est  moindre  que  i ,  et 
qu'elle  est  constamment  nuUe  quand  le  nombre  g  est  plus  grand  que  i .  De 
I'origine  comme  centre,  avec  un  rayon  egal  a  T unite,  decrivons  un  cercle; 
le  facteur  A  sera  nul  tant  que  le  point  z  restera  dans  le  cercle,  et  il  devien- 
dra  egal  a  T  unite  pour  tons  les  points  exterieurs.  La  fonction  est  finie, 
continue  et  monodrome,  dans  toute  Tetendue  du  plan;  elle  est  monogene 
dans  le  cercle  de  rayon  i ,  puisque  la  seconde  partie  se  reduit  a  zero  dans 
rinterieur  du  cercle;  mais,  h'ors  du  cercle,  elle  n'est  plus  monogene,  parce 
que  la  seconde  partie  oc^-h  jr^  —  i  n'est  pas  monogene.  On  en  conclut  que 
la  fonction  est  developpable  en  serie  convergente  dans  le  cercle  de  rayon 
egal  a  I'unite. 

Les  exemples  precedents  montrent  que  la  limite  de  convergence  de  la  serie 
est  determinee,  tantot  parce  que  la  fonction  devient  infinie  ou  discontinue, 
tantot  parce  qu'ellecesse  d'etre  monodrome,  tantot  parce  qu'elle  cesse  d'etre 
monogene. 

50.  Theoreme  il  —  Lorsquune  fonction  est  finie,  continue,  mono- 
drome et  monogene  dans  la  portion  du  plan  comprise  entre  deux  cercles 
ay  ant  pour  centre  I'origine  des  coordonnees,  elle  est  diveloppahle  en  une 
double  serie  ordonnee  suu^ant  les  puissances  entieres,  positu^es  et  negatives, 
de  la  variable  et  cower gente  dans  cette portion  du  plan. 

Supposons  que  la  fonction  y(z)  jouisse  des  proprietes  enoncees  entre  les 
deux  circonferences  R  et  R'  decrites  de  Torigine  comme  centre,  R  etant 
plus  grand  que  R'. 

Soit  t  un  point quelconque  de  cette  couronne  {fig.  8) ;  du  point  O comme 
centre  decriyons  deux  cercles,  Tun  avec  un  rayon  r  plus  petit  que  R,  mais 
plus  grand  que  O^,  Tautre  avec  un  rayon  r'  plus  petit  que  O^,  mais  plus 
grand  que  R'.  L'integrale 

obtenue  en  parcourant  chacune  des  deux  circonferences  danslememe  sens, 
a  la  meme  valeur.  En  distinguant  par  les  indices  r  et  r'  ces  deux  integrates 
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definies,  on  a 
ou 

Fig.  8. 


ii3 


Mais   I  — —  =  o ;  car  la  circonference  r'  ne  comprend  pas  le  point  z  =  t 

qui  rend  infinie  la  fonction  placee  sous  le  signe  /.  On  salt  d'ailleurs  que 

r   dz 

Jr^  —  t 


II  en  resulte 


m^^m-.^-^j/T^M- 


Dans  la  premiere  integrale,  le  module  de  z  etant  plus  grand  que  celui  de  t^ 
la  quantite  — —  pent  etre  developpee  en  une  serie  convergente  suivant  les 
puissances  positives  croissantes  de  -•  Dans  la  seconde,  au  contraire,  le  mo- 
dule de  z  etant  plus  petit  que  celui  de  t,  la  quantite  se  developpera 

en  une  serie  convergente  suivant  les  puissances  croissantes  de  -• 
On  aura  done 

/(f)  ^-i,-^-  ^       J-  ^         -^^  ^ 

■+-r' £f{z)dz-hr'£/{z)zdz.. 


XXXri'  Cahier. 
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Les  integrales  definies,  qui  servent  de  coefficients  a  la  double  serie,  ont  des 
valeurs  finies  et  determinees.  On  peat  les  prendre  le  long  d'une  circonfe- 
rence  arbitraire  comprise  entre  les  circonferences  R  et  R'.  Si  Ton  pose 
z  =  re^',  et  si  Ton  remplace  t  par  z,  on  a  la  double  serie 

,Qv  {/(z)  =  Wo+<^|2  +  W2Z' 

dans  laquelle 


,a 


U^iZ  *  -+-  w_2  Z~*  " 


Cette  extension  du  theoreme  de  M.  Gauchy  a  ete  indiquee  par  M.  le  capi- 
taine  Laurent. 

31 .  II  est  facile  d'etendre  les  theoremes  precedents  aux  fonctions  de  plu- 
sieurs  variables  independantes.  Soit/(a:,/y  z)  une  fonction  de  trois  variables 
imaginaires  x^y^  z,  finie,  continue,  monodrome  et  monogene,  quandcha- 
cune  des  variables  reste  comprise  dans  une  certaine  portion  du  plan.  Don- 
nons  a  a?,  J,  z  des  accroissements  A,  k^  I;  la  fonction/(j? -+'h^  jr-i-k,  z  +  l) 
est  finie,  continue,  monodrome  et  monogene,  tant  que  les  variables  h,  k,  I, 
restent  comprises  respectivement  dans  des  cercles  de  rayons  R,  R',  R'', 
decrits  des  points  x,  j,  z,  comme  centres. 

Posons 

t  designant  une  variable  dont  le  module  est  plus  petit  que  T unite.  La  fonc- 
tion/(a,  v^  w)  est  une  fonction  de  t^  que  nous  appellerons  F(«),  finie,  con- 
tinue, monodrome  et  monogene,  quand  la  variable  t  se  meut  dans  le  cercle 
de  rayon  i ,  d^crit  de  Torigine  comme  centre ;  elle  est  done  developpable, 
dans  cette  etendue,  en  une  serie  convergente  ordonnee  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  t,  et  Ton  a 

F{0  =  F{o)  +  F'{o)i-hF»^-h.... 

Mais  on  a  symboliquement 

F»(0  =  (AD„/-hAD,/-h/D^/)% 
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F-(o)  =  {h\)J+  kD,f+  lD;/)\ 
Si  Ton  remplace  F''(o)  par  sa  valeur  et  que  Ton  fasse  ^  =  i ,  on  obtient 


la  serie 


on  fait 
on  a 


ordonnee  suivant  les  puissances  croissantes  de  A,  A,  /,  et  convergente  dans 
les  cercles  de  rayons  R,  R\  R". 

Les  coefficients  s'expriment  aisement  au  moyen  d*integra1es  d'infinies. 
En  efFet,  si  dans  la  formule 

?)(.T)=D;4(a;,/), 

D""*^'  I  1.2.  ■  .n.  1.2.  ■  .nf      I 

c/o         Jo 

Gelle-ci  donne  pareillement 

Txii-j^+n" /•  /  \  1 . 2 . . . n.  1 . 2 . . .  y>^.  I  .  2 .  .  ,  W^^      I 

J /•air    /»2ir    /•aw 
o       */o       «/ 0 

§  IV.  —  Propri6tes  des  fonctions  monodromes  et  mono  genes. 

32.  Th^oreme  hi.  —  Lorsqu  une  fonction  est  Jinie,  continue,  mono- 
drome  et  monogene,  dans  une  certaine  portion  du  plan,  toutes  ses  dirivees 
jouissent  des  memes  propriStSs  dai^  la  meme  Stendue. 

Soit  Zq  un  point  quelconque  pris  dans  cette  portion  du  plan,  nous 
avons  demohtre  que  la  fonction  proposee  /{z)  se  developpe  en  une  serie 
convergente 

/(z)  =  a,  +  a^  (z  —  Zo)  H-  «a  («  —  ^o)'  H-  •  •  • 

i5. 
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dans  un  cercle  decrit  du  point  z^  comme  centre  avec  un  rayon  convenable. 
On  en  deduit 

/  {z)  =  a,  H-  2u^  {z  —  z,)  -h  3^3  {z  —  z,y  + 

Gette  serie  etant  convergente  dans  le  meme  cercle,  la  fonction/'  (z)  est 
finie,  continue,  monodrome  et  n^onojgene,  dans  ce  cercle;  et,  comme  le 
point  Zq  pent  etre  pris  arbitrairement  dans  la  jportion  du  plan  pour  laquelle 
la  fonctiony(z)  est  monodrome  et  monogene,  la  fonction  /'  {z)  jouit  des 
memes  proprietes  dans  toute  cette  etendue. 

Le  theoreme  etant  demontre  jpour  la  premiere  derivee,  s'etend  evidem- 
ment  a  toutes  les  autres. 

33.  CorollaIre  I.  —  Une  fonction  monodrome  et  monogene  ne  peut 
etre  constante  dans  une  portion  finie  du  plan,  si  petite  quelle  soit. 

Soit  Zq  un  point  situe  dans  cette  portion  du  plan ;  la  fonction  etant  con- 
stante dans  le  voisinage  du  point  z^ ,  toutes  ses  derivees  sont  ilulles  en  ce 
point,  et  la  serie  de  Taylor  se  reduit  a 

II  en  resulte  que  la  fonction  est  constante  dans  le  cercle  de  convergence 
decril  du  point  z^  comme  centre.  Que  Ton  repete  maintenant  le  meme  rai- 
sonnement  pour  un  autre  point  du  cercle,  et  Ton  demontrera  ainsi  de  proche 
en  proche  que  la  fonction  reste  constante  dans  toute  Tetendue  du  plan  pour 
laquelle  la  fonction  est  monodrome  et  monogene. 

n  en  serait  de  meme  si  la  fonction  etait  constante  le  long  d'une  ligne, 
si  petite  qu'elle  soit. 

CoROLLAiRE  II.  —  Une  fonction  monodrome  et  monogene  ne  peut  avoir 
toutes  ses  dSrii^ees  nulles  en  un  point. 

Si  cela  avait  lieu  ,  la  fonction  serait  une  constante. 

34.  Tn^oRJkME  IV.  —  LorsquunefSnction  finie,  continue,  monodrome 
et  monogene,  sannule  pour  z=^  a,  elle  est  dimible  par  {z  —  p^)". 

En  developpant,  d'apr^s  la  s^rie  de  Tsiylor,  on  a  en  effet 
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d'ou  Ton  deduit 

^=/'(«).+r(a)^H-.... 

Le  quotient    ._^  >  etant  developpe  en  serie  convergente  dans  un  cercle 

decrit  du  point  a  comme  ceptre,  est  une  fonction  finie,  continue,  mono- 
drome  et  monogene  dans  le  voisinage  du  point  a,  et  par  consequent  dans  la 
meme  etendue  du  plan  que  la  fonction  proposee.  Si  Ton  represents  par 
9(2)  cette  fonction,  on  aura 

f[z)  =  {z  —  a)(p[z). 

Si  la  quantite  a  n'annule  pas  f\z)y  on  dit  que  a  est  racine  simple  de 
requation/(j3)  =  o.  Mais  si  a  annule  la  fonction/(z)  et  ses  {n  —  i)  pre- 
mieres derivees,  on  a 

et  le  quotient 

\z-aY 

est  une  fonction  finie,  continue,  monodrome  et  monogene,  dans  la  meme 
etendue  que  la  fQnctiony(z).  Si  Ton  represente  ce  quotient  par  (p  (z),  on  a 

f{z)=^[z--aY(p{z). 

Dans  ce  cas,  on  dit  que  la  racine  a  est  du  degre  n  de  multiplicite. 
Le  nombre  des  derivees  qui  s'annulent  pour  z  —  a  etant  necessairement 
fini,  toute  racine  est  d'un  degte  fini  et  entier  de  multiplicite. 

55.  ScoUe.  —  Dans  une  portion  iinie  du  plan,  Tequationy  (z)  =  o  n'ad- 
met  qu'un  nombre  fini  de  racines;  car,  si  elle  en  admettait  une  infinite,  les 
points  correspondants  aux  racines  seraient  infiniment  rapproches  les  uns  des 
autres  et  la  fonction  nuUe  en  ces  points  infiniment  rapproches,  ce  qui  est 
impossible. 

Si  Ton  appelle  a,  6,  c, .  .  .  ^  /,  les  racines,  la  fonction /(z)  s'ecrira 

/w=(— :)('-!)  (>--c)---(-f)»w. 
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(p  (z)  etant  une  fonction  monodrome  et  monogene  qui  ne  s'aimule  pas  dans 
la  portion  du  plan  consideree. 

36.  Theoreme  V.  —  Quand  une  fonction/ {z) ,  monodrome  et  monogene, 
de^ient  infinie  pour  z=ia,  quel  que  soit  le  chemin  sum  pour  arrwer  a  ce 
point,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

/W  =  (T:^  +  (1 -V -^  •  •  • -^  ^  +  •+ ('>• 

la  fonction  '\{z)  etant  monodrome  et  monogene  et  ne  devendnt  pas  infinie 
pour  z  =  a. 

En  effet,  dans  ce  cas,  la  fonction. tw-^  devenant  nuUe  pour  z  =  a,  et  res- 
tant  finie  et  continue,  on  a 

jJ-^  =  ^z-aY(p{z)i 
d'oii  Ton  deduit 


f(z)  —     ?(^)      —     X(^) 

La  valeur  a  est  un  infini  du  degre  fini  et  entier  n  de  multiplicite. 

Si  Ton  developpe  la  fonction  x{z)  ^^  serie  suivant  les  puissances  crois- 
santes  de  (z  —  a) ,  la  fonction  proposee  s'^crit 

4  {z)  designant  une  fonction  monodrome  et  monogene  qui  ne  devient  plus 

infinie  pour  z  =  a. 

Pour  que  la  fonction  jouisse  de  ces  proprietes,  il  est  necessaire  qu'elle 

devienne  infinie  pour  z  =  a^  quel  que  soit  le  chemin  suivi  pour  arriver  en 

I 
ce  point.  Geci  n'a  pas  lieu  pour  la  fonction  c',  qui,  lorsque  z  =  o,  devient 

nulle,  ou  infinie,  ou  indetermin^e,  suivant  le  chemin  suivi. 

37.  Th^orI:me  VI.  —  Une  fonction,  monodrome  et  monogene  dans  toute 
Vetendue  du  plan,  devient  necessairement  infinie  pour  une  valeur  fnie  ou 
infinie  de  la  variable. 

Appelons  M  le  maximum  du  module  de  la  fonction /"(z)  dans  le  cercle  de 
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rayon  r  decrit  autour  de  Torigine ;  si  dans  la  formule  (n"*  25) 

nous  rempla^ons  chaque  element  de  Tintegrale  definie  par  son  module, 
ou  par  un  module  plus  grand  Mrffl,  il  est  evident  que  le  module  de  Tinte- 

'      Md9  on  que  27rM,  et  nous  aurons 

o 

mod/''(o)  <  1.2.3.  .  .w— . 

Supposons  maintenant  que  la  fonctiony(z)  ne  devienne  infinie  pour  au- 
cune  valeur  finie  ou  infinie  de  z,  c'est-i-dire  que  le  module  de  la  fonction 
reste  moindre  qu'une  quantite  finie  M  dans  toute  Tetendue  du  plan.  Dans 
ee  cas,  on  pourrait  prendre  le  rayon  r  plus  grand  que  toute  quantite  don- 
nee,  et  Ton  aurait,  en  vertu  deia  formule  precedente, 

/-(o)  =  o. 

La  fonction,  ayant  toutes  ses  derivees  nuUes,  serait  une  constante.  Si  done 
la  fonction  n'est  pas  une  constante,  elle  doit  devenir  infinie,  soit  pour  une 
valeur  finie,  soit  pour  une  valeur  infinie,  de  la  variable  z. 

58.  CoROLLAiRE  —  Une  foHction,  monodrome  et  monoghne  dans  toute 
Vetendue  du  plan,  des^ient  necessairement  nulle  pour  une  valeur  finie  ou 
infinie  de  la  variable. 

Car  si  la  fonction  f[z)  ne  devenait  pas  nulle,  la  fonction  jj-^  ne  devien 
drait  pas  infinie ;  ce  qui  est  impossible. 

II  pent  arriver  que  la  meme  valeur  de  z  rende  la  fonction  a  la  fois  nulle  et 

infinie.  Ainsi  la  fonction  e^  devient  infinie  quaud  le  point  z  vieht  a  Forigine 
par  un  chemin  situe  a  droite  de  Taxe  des  j,  et  nulle  quand  le  point  z  vient 
a  Torigine  par  un  chemin  situe  a  gauche  de  Taxe  des  /.  De  meme  la  fonc- 
tion e*  devient  nulle  ou  infinie  pour  des  valeurs  infinies  de  z. 

39.  Theorehe  VII.  —  Deux  fi)nctvons  monodromes  et  monogenes,  qui 
€ulmett€nt  les  memes  zeros  et  les  memes  infinis,  chxicun  au  meme  degre  de 
mukiplicitey  sontegahs,  a  unfacteur  constant  pres. 
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Soient  f{z)  et  F{z)  les  deifx  fonctions  proposees.  Le  quotient 

F(^) 

de  ces  deux  fonctions,  ne  devenant  ni  nul,  ni  infini,  est  une  constante.  En 
designant  par  A  cette  constante,  on  a  done 

F(z)~A/(z).  ■ 

Scolie.  —  II  rcsulte  de  la  qu'une  fonction  est  eompletement  definie,  a  un 
facteur  constant  pres,  quand  on  connatt  ses  zeros  et  ses  infinis.  G'est  par  le 
nombre  et  la  distribution  des  zeros  et  des  infinis  dans  le  plan  que  les  fonc- 
tions se  distinguent  les  unes  des  autres. 

40.  Theorems  VIII.  —  Toute  fonction  monjodrome  et  mono  gene,,  qui 
ne  d^^fient  infinie  que  pour  r.=  oo  ,  sans  dei^enir  inddterminee,  est  une  fonc- 
tion entiere. 

Soit  u  ='f{z)  la  fonction  proposee-  Posons  u  =  -;  la  fonction  s'ecrit . 

u  =y(  ^  )  •  nous  I'appellerons  <p{t).  Cette  fonction  ^{t)  devient  infinie  pour 

f  =  o,  sans  devenir  indeterminee.  En  vertu  du  theoreme  V,  on  pent  la  mettre 
sous  la  forme 

La  fonction  4(0'  ^^  devenant  infinie  pour  aucune  yaleur  de  tj  est  une  con- 
stante  A^.  On  a  done 

et,  par  suite, 

/(z)  =  AoZ«+ A.z"-*  +  .  .  .  +  A,.,z  4- A,. 

Ainsi  la  fonction /(z)  est  une  fonction  entiere  du  w'^'"*  degre. 

41.  Theoreme  IX.  —  Toute  fonction  monodrome  et  mono  gene,  qui 
nadmet  quun  nombre  limite  d  infinis,  est  une  fraction  rationnelle. 

Considerons  d'abord  le  cas  oil  la  fonction /(z)  admet  n  infinis  simples 
a,  J,  c, .  •  • ,  /,  et  prend  une  valeur  finie  et  determinee  P  pour  2=00. 
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La  fonction,  devenant  infinie  pour  z=^ay  s'ecrira  sous  la  forme 

ia  fonction  (p{z)  ne  devenant  plus  infinie  pour  z=^  a. 

La  fonction  f  (z),  devenant  infinie  pour  z  =  ft,  s'ecrira  sous  la  forme 

En  continuant  de  cette  maniere,  on  arrivera  enfin  a  une  fonction  qui  n'aura 
plus  d'infini,  et  qui,  par  consequent,  sera  une  constante  P.  On  aura  done 

A  B  .       L 


tt  =/iz)  = 1 7  4-  .  .  .  H >  4- 

•^  ^   ^         z — a        z  — b  z  —  / 


P. 


La  demonstration  est  la  meme  quand  il  y  a  des  infinis  multiples.  Soit  p  le 
degre  de  I'infini  a,  q  celui  de  ft,  etc.  La  fonction  proposee  pourra  etre  mise 
sous  la  forme 

Aq  Ai  ^^  Ap^i 


M  = 


Bq         ,  Bj  ,  K.  A=L 

^  [z—by  "^  [z—bY-^  4- . . .  -h-  j^^ 

H- 

La  fonction  ^(z) ,  ne  devenant  plus  infinie  que  pour  z  =  oo  ,  est  une  fonction 
entiere. 

En  reduisant  ces  fractions  simples  au  meme  denominateur,  on  voit  que  la 
fonction  u  est  une  fraction  rationnelle  dont  le  terme  le  plus  eleve  est  du 
degre  n^^i  n  designe  le  nombre  total  des  infinis.  A  chaque  valeur  de  u  cor- 
respondent n  valeurs  de  z,  c'est-a-dire  que  la  fonction  prend  la  meme  valeur 
en  n  points  du  plan.  Cette  fonction  admet  aussi  n  zeros.  Ainsi  le  nombre 
des  zeros  est  le  meme  que  celui  des  infinis. 

42.  Th^oreme  X.  —  Toute  fonction  monogene,  qui  admet  m  vaJeurs 
pour  chaque  valeur  de  z,  devient  n^cessairement  infinie. 

Designons  par  «o>  ^o  ^2  v  •  >  "m-i  >  ^^s  m  valeurs  que  prend  la  fonction  u 
pour  une  meme  valeur  de  z.  Considerons  une  fonction  symetrique  de  ces 

XXXrV  Cahier.  i6 
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m  quantites,  par  exemple  leur  somme 

Wo  -+-  w<  4-  ^2  +  .  .  .  4-  w,„_, . 

Quand  la  variable  z  decrit  un  contour  ferine,  ces  valeurs  de  la  fonction  se 
permutent  les  unes  dans  les  autres  suivant  une  certaine  loi ;  mais  la  fonction 
symetrique  ne  change  pas.  Gette  fonction  symetrique  est  done  monodrome. 
Puisqu'elle  doit  devenir  infinie,  il  faut  que  Fun  des  termes  de  la  somme 
devienne  infini. 

43.  Th^oreme  XL  —  Toute  fonction  monogene,  qui  a  m  valeurs  pour 
chaque  valeur  de  z  et  qui  nadmet  quun  nomhre  limite  d'infinis,  est  racine 
d'une  equation  algebrique. 

Representons  toujours  par  u^,  w,,  Wj, .  .  . ,  m,„_,,  les  m  valeurs  de  m,  et 
considerons  les  fonctions  symetriques 

«^o  -H  W|  ■+-  w^  -^  .  .  .  H-  u^^, , 

U^U.U^^  .  .  ., 


U^U,U^...U,^^,, 


savoir,  la  somme  des  m  valeurs,  la  somme  des  produits  deux  a  deux,  la 
somme  des  produits  trois  a  trois,  etc.,  enfin  le  produit  des  m  valeurs.  Cha- 
cune  de  ces  fonctions  symetriques,  etant  monodrome  et  n'ayant  qu'un 
nombre  limite  d'infinis,  est  une  fraction  rationnelle  en  z.  La  fonction  u  satis^ 
fait  done  a  mie  equation  algebrique  du  degre  m,  dont  les  coefficients  sont 
des  fractions  rationnelles  en  z: 

Cette.  equation  est  irreductible,  car  si  la  fonction  u  satisfaisait  a  une  equa- 
tion de  degre  moindre,  elle  n'aurait  pas  m  valeurs. 

GoROLLAiRE.  —  Utw  fonction  definie  par  une  equation  algebrique 
irreductible  du  wi^^  degri  prend  m  valeurs  pour  chaque  valeur  de  la 
variable. 

On  part  de  la  valeur  z=^Zq  avec  une  certaine  valeur  initiale  u=^u^y  et 
Ton  suit,  pour  aller  a  un  point  qaelconque  du  plan,  soit  le  chemin  rectiligne^ 
soit  des  lignes  comprenant  un  ou  plusieurs  points  pour  lesquels  I'equation 
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a  des  racines  egales.  Ces  chemins  donneront  m  valeurs  difFerentes  de  la  fonc- 
tion;  car,  si  elle  n'en  prenait  qu'un  nombre  moindre,  elle  satisferait  a  une 
equation  de  degre  inferieur. 

44.  Tn^ORfeME  Xn.  —  Toute  fonction  monodrome  et  mono  gene  ^  dont 
les  infinis  et  les  zeros  sont  disposes  par  groupes  6gaux  et  equidistants  sui- 
if  ant  une  certaine  direction,  est  une  fonction  simp  lenient  periodique. 

Nous  avons  demontre  qu'une  fonction,  monodrome  et  monogene  dans 
toute  Tetendue  du  plan,  devient  infinie.  Si  la  fonction  n'admet  qu'un  nombre 
limite  d' infinis,  elle  est  rationnelle.  Si  elle  en  admet  une  infinite,  elle  est 
transcendante.  Parmi  les  fonctions  transcendantes,  les  mathematiciens  ont 
etudie  d'abord  les  fonctions  simplement  periodiques.  II  est  evident  qu'une 
fonction  simplement  periodique,  monodrome  et  monogene,  devient  infinie 
au  moins  une  fois  dans  Tintervalle  de  chaque  periode,  sans  quoi  la  fonction 
ne  deviendrait  pas  infinie  dans  toute  Tetendue  du  plan. 

La  plus  simple  des  fonctions  periodiques  est  la  fonction 

u  =  tang  —  = 


qui  a  pour  periode  ea.  Si  on  partage  le  plan  en  bandes  egales  par  des  paral- 
leles  a  Taxe  des/,  menees  a  la  distance  co,  la  fonction  reprendra  periodique- 
ment  la  meme  valeur  dans  chacune  de  ces  bandes  aux  points  correspondants, 
c'est-a-dire  aux  points  situes  sur  une  parallele  a  une  meme  direction  et  la 

distance  a>  les  uns  des  autres.  La  fonction  tang  —  n'admet  qu'un  seul  infini 

et  un  seul  zero  dans  chaque  bande;  elle  ne  passe  qu'une  fois  par  la  meme 
valeur. 

Au  moyen  d'une  fonction  monodrome  simplement  periodique  (p{z)  a  un 
seul  infini,  on  pent  former  une  fonction  simplement  periodique,  ayant  la 
meme  periode,  et  dans  chaque  periode  des  infinis  quelconques  a,  |3,  7,..., 
et  des  zeros  quelconques  en  meme  nombre  a,  fe,  c, .  .  . .  II  sufBt  de  prendre 
la  fonction 

Loi^qu'une  fonction  monodrome  et  monogene  a  une  infinite  d'infinis 

16. 
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places  en  ligne  droite  et  a  egale  distance,  et  une  infinite  de  zeros  places  aussi 
sur  une  ligne  droite  parallele  a  la  precedehte  et  a  meme  distance,  cette  fonc- 
tion  est  simplement  periodique.  Car  on  pent  former  une  fonction  simple* 
ment  periodique  ayant  les  infinis  et  les  zeros  donnes,  et,  d'apres  le  theo- 
reme  VII,  la  fonction  proposee  sera  egale  a  cette  fonction  periodique 
multipliee  par  un  rapport  constant. 

Plus  generalement,  concevons  une  fonction  f{z)  Abut  les  infinis  et  les 
zeros  soient  disposes  par  groupes  egaux  et  equidistants,  suivant  une  meme 
direction.  Je  dis  d'abord  que,  dans  chaque  groupe,  il  y  a  autant  de  zeros 
que  d'infinis;  supposons,  en  effet,  que  la  fonction  f[z)  contienne  un  plus 
grand  nombre  de  zeros  que  d' infinis ;  on  pourra  former  une  fonction  simple- 
ment periodique  F(z),  admettant  tons  les  infinis  Aef{z)  et  une  partie  des 

zeros;  le  quotient  ip|  n' ayant  plus  d'infinis,  est  constant.  Doncy(z)  ne 

pent  avoir  plus  de  zeros  que  F(z).  Supposons,  au  contraire,  que  la  fonc- 
t\OTif[z)  ait  moins  de  z^ros  que  d'infinis,  on  formera  une  fonction  simple- 
ment periodique  F(z)  admettant  tons  les  zeros  de  f{z)  et  une  partie  des 

infinis.  Le  quotient -^J—|  n'ayant  plus  d'infinis,  est  constant;  done  y(z)  a 

autant  de  zeros  que  F(z).  Ainsi,  dans  chaque  groupe,  le  nombre  des  zeros 
de  la  fonction  y(z)  est  le  meme  que  celui  des  infinis.  Si  maintenant  on  ap- 
pelle  F(z)  la  fonction  simplement  periodique  qui  admet  ces  infinis  et  ces 

zeros,  le  quotient  Yr\  ^^^^*  constant,  on  voit  que  la  fonctiony(z)  est  elle- 

meme  simplement  periodique. 

Si  la  fonction  periodique  n'etait  pas  monodrome  et  prenait  m  valeurs 
pour  chaque  valeur  de  z,  elle  serait  racine  d'une  equation  algebri(|ue  du 
degre  m,  ayant  pour  coefficients  des  fonctions  periodiques  monodromes; 
car  toute  fonction  symetrique  des  m  valeurs  de  la  fonction  est  une  fonction 
monodrome. 

45.  Theoreme  XIIL  —  Leresidu  integral  de  toute  fonctbndoublement 
periodique,  monodrome  et  monogene,  relatija  taire  d'un  parallelogramme 
des  periodes,  estnuL 

M.  Gauchy  appelle  risidu  integral  d*une  fonction  monodrome  et  mono- 
gene  y*{z),  relatif  a  une  aire  plane  donnee,  la  valeur  de  Tintegrale  Jf{z)  dzf 
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prise  le  long  du  contour  de  cette  aire  et  divisee  par  2  7rL  D'apres  ce  qui  a 
ete  dit  au  n^  20,  le  residu  relatif  a  une  aire  quelconque  est  egal  a  la  somme 
des  residus  relatifs  aux  aires  infiniment  petites  qui  comprennent  les  points  de 
Taire  pour  lesquels  la  fonction/(z)  devient  infinie. 

Nous  supposons  la  fonctiony(z)  doublement  periodique.  Representons 
les  deux  periodes  par  AB  et  AG  {fig.  9);  des  paralleles  equidistantes  parta- 

P'g'  9. 


geront  le  plan  en  parallelogrammes  dans  lesquels  la  fonction  reprendra  pe- 
riodiquement  la  meme  valeur.  Considerons  le  residu  integral  de  la  fonction 
f{z)  relatif  a  I'aire  du  parallelogramme  ABDG,  et  Fintegrale  definie  prise  le 
long  du  contour  de  ce  parallelogramme,  parcouru  dans  le  sens  ABDG.  On 
a,  par  definition, 

La  fonction  /{z)  etant  la  meme  le  long  des  deux  cotes  opposes  AB,  GD 
du  parallelogramme,  il  est  evident  que  Tintegrale  definie,  prise  le  long  de 
ces  deux  lignes,  acquiert  la  meme  valeur;  mais,  comme  les  cotes  opposes 
sont  parcourus  en  sens  contraire,  les  deux  portions  relatives  a  ces  cotes,  dans 
I'integrale  definie,  se  detruisent,  et  de  meme  les  deux  portions  relatives  aux 
deux  cotes  opposes  BD,  GA.  Ainsi  Tintegrale  definie,  prise  le  long  du 
contour  du  parallelogramme  est  nulle,  et  par  consequent  le  residu  integral 
est  nul. 

Getheoreme  remarquable,  duquel  on  deduit  avec  une  grande  facilite  les 
plus  importantes  proprietes  des  fonctions  doublement  periodiques,  a  ete 
aper^u  pour  la  premiere  fois  par  M-  Hermite. 
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46.  CorollaireL  —  Toutefonctiondoublementp^rwdique,monodrome 
et  monogeney  admet  au  moins  deux  infirds  dans  chaque  paralUlogramme 
des  periodes. 

La  fonction,  etant  periodique,  admet  un  premier  infini  dans  chaque  paral- 
lelogramme.  Si  elle  n'avait  qu'un  infini  simple  dans  chaque  parallelogramme, 
son  residu  integral  relatif  a  ce  parallelogramme  ne  serait  pas  nul ;  il  y  a  done 
au  moins  un  second  infini. 

Gette  propriete  sert  de  base  a  la  belle  theorie  des  fonctions  doublement 
periodiques  professee  par  M.  Liouville  au  College  de  France. 

47.  CoROLLAiRE  it.  —  Ckuque  par allsh gramme  dcs psrijodes  renferme 
autant  de  zeros  que  dinjinis. 

Considerons  la  fonction*^^.^  /»  Gette  fonction,  qui  est  doublement  perio- 

dique  comme  la  fonction  proposee/*(z),  n'admet  que  des  infinis  simples, 
savoir  les  zeros  et  les  infinis  de  la  fonction y*(z).  En  effet,  soit  a  im  zero  de 
degre/7  de  la  fonctiony(z),  on  aura,  en  developpant  en  serie, 

/(^)  ^  A  (z  -  a)^  +  A'  (z  -  a)^'  +  .  .  . , 
d'oii  Ton  deduit 

Ainsi  la  quantite  a  est  un  infini  simple  de  la  fonction  y^.  Le  residu  de 
cette  fonction,  relatif  a  cette  valeur  a,  est  egal  a  p. 

De  meme,  soit  a  un  infini  de  degre  q  de  la  fonction /(z).  On  aura,  en 
developpant, 

d'oii  Ton  deduit 

f(z)-        z-a^---- 

P(z) 

Ainsi  la  quantity  a  est  un  infini  simple  de  la  fonction  yr-v  >  et  le  residu 
correspondant  est  egal  a  —  q. 
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Puisque  la  fonction-^Y^  estdoublementperiodique,  le  residu  integral  de 
cette  fonction,  relatif  a  Taire  du  parallelogramme,  est  nul;  on  a  done 

Ip  —  2q  =  o^ 

ou 

2p  =  Iq. 

On  en  conclut  que  dans  chaque  parallelogramme,  le  nombre  des  zeros  de  la 
fonction/*(z)  est  egal  au  nombre  des  infinis,  en  tenant  compte  du  degre  de 
chacun  d'eux. 

Designdns  par  n  le  nombre  des  infinis  de  la  fonctiony(2)  dans  chaque 
parallelogramme,  le  nombre  des  zeros  est  aussi  n.  La  fonctiony(z)  —  A, 
qui  a  n  infinis,  a  aussi  n  zeros;  ceci  montre  que,  dans  chaque  parallelo- 
gramme, la  fonctiony(z)  passe  n  fois  par  une  valeur  quelconque  A. 

48.  CoROLLAiRE  III.  —  Appclous  z,,  Zj.  .  .z„,  les  n  valeurs  de  z  qui, 
dans  un  meme  parallelogramme,  correspondent  a  la  meme  valeur  u  de  la 
fonction  u  ='/{z) ,  et  posons 

d'oii 

dt        dzi         dzt    ,  ,    dzn 

du         du  du  '  '  du 

A  chaque  valeur  de  w,  finie  ou  infinie,  correspond  une  valeur  finie  de  ^, 
augmentee  de  multiples  des  periodes,  et  une  seule  valeur  du  coefficient  dif- 

ferentiel  ^  qui  peut  etre  regarde  comme  une  fonction  de  w,  monodrome 
et  monogene.  Cette  fonction  ne  peut  devenir^nflnie  pour  aucune  valeur  de  u 
finie  ou  infinie;  car,  si  -S  devenait  infinie  pour  w  =  «,  on  aurait,  en  vertu 
du  theoreme  V, 

d^  __.      ?(") 
du         (u—a)f 

et  ^  deviendrait  infinie,  ce  qui  est  impossible.  La  fonction  ^  he  devenant 

pas  infinie,  est  une  constante;  de  plus,  cette  constante  est  nulle,  sans  quoi 
on  aurait  ^  =  Aw  +•  B.  Done  la  quantite  ^  est  elle-meme  une  constante. 
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49.  Th^oreme  XIV.  —  Deux  fonctions  doublement  pdriodiques,  mono- 
dromes  et  monogenes,  ayant  les  memes  periodes,  et  chacune  un  nomhre 
Umiti  d'infinis,  sont  fonctions  algebriques  Vune  de  V autre. 

Solent  u  et  V  deux  fonctions  de  z  doublement  periodiques,  mono- 
dromes  et  monogenes,  et  ayant  les  memes  periodes  co  el  co'.  Designons 
par  n  le  nombre  des  infinis  de  la  premiere  fonction  dans  chaque  parallelo- 
gramme  des  periodes,  par  m  le  nombre  des  infinis  de  la  seconde.  A  une 
meme  valeur  de  u  correspondent  n  valeurs  de  z,  augmentees  de  multiples 
quelconques  des  periodes ;  mais  a  chaque  valeur  de  z,  augmentee  de  mul- 
tiples quelconques  des  periodes,  correspond  une  seule  valeur  de  p;  a  une 
valeur  de  u  correspondent  done  w  valeurs  de  v.  De  meme^  a  une  valeur 
de  V  correspondent  m  valeurs  de  u.  On  en  conclut  que  les  deux  fonctions  u 
et  V  sont  liees  entre  elles  par  une  equation  algebrique  entiere,  du  degre  m 
par  rapport  aw,  et  du  degre  n  par  rapport  at'. 

50.  CoROLLAiRE  I.  —  Appliquous  ce  theoreme  a  la  recherche  de  la  rela- 
tion qui  existe  entre  la  fonction  doublement  periodique  u  ^=zf[z)  et  sa 
derivee  u'=/'{z).  La  derivee  est  une  fonction  doublement  periodique 
ayant  les  memes  periodes  que  la  fonction  proposee.  Elle  ad  met  les  memes 
infinis,  le  degre  de  chacun  d'eux  etant  eleve  d'une  unite  (n**  47);  si  done 
on  designe  par  n  le  nombre  des  infinis  de  la  fonction  w,  le  nombre  n'  des 
infinis  de  la  fonction  u'  sera  au  moins  egal  a  n  +  i  et  au  plus  egal  a  2n. 
Ainsi  la  fonction  u  et  sa  derivee  u'  sont  liees  par  une  equation  algebrique 
entiere,  du  degre  n  par  rapport  a  w',  et  du  degre  n'  par  rapport  a  u. 

Soit 

'  (i)  U,  w'«  +  U,  u'^*  ^  U,  u'"-'  +  . . .  H-  U,  =  o 

cette  equation  ordonnee  par  rapport  aux  puissances  decroissantes  de  w'. 

La  fonction  u  ne  devenant  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  «,  le  pre- 
mier coefficient  U^  est  egal  a  T unite.  A  une  meme  valeur  de  u  correspondent 
n  valeurs  de  z  dont  la  somme  est  constante  (48),  et,  par  suite,  n  valeurs 

de  2-  ou  de  — ,  dont  la  somme  est  nuUe ;  il  en  resulte  que  Tavant-dernier 

coefficient  U„_,  est  egal  a  z^ro. 

La  plus  simple  des  fonctions  doublement  periodiques  est  la  fonction  a 
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deux  infinis.  Dans  ce  cas,  I'^quation  se  reduit  a 

{2)  u''-i-l],=  o, 

U2  etant  un  polynome  entier  en  u  du  troisieme  ou  du  quatrieme  degre. 

Gette  liaison  algebrique  entre  une  fonction  doublement  periodique  quel- 
conque  et  sa  derivee  a  ete  remarquee  par  M.  Meray,  eleve  de  TEcole 
Normale. 

31.  CoROLLAiRE  II.  —  Proposons-nous  maintenant  d'exprimer  une  fonc- 
tion doublement  periodique  i^jkni  infinis,  au  moyen  d'une  fonction  dou- 
blement periodique  u  a  deux  infinis  et  aux  memes  periodes.  Les  deux 
fonctions  sont  liees  par  une  equation 

(3)  L(^^— 2M(;-hP  =  o, 

du  second  degre  par  rapport  a  i'  et  du  degre  m  par  rapport  a  u. 
Si  Ton  pose 

cette  equation  devient 

(4)  ^^—(M'—LP)  =  o. 

La  fonction  w  est  une  fonction  monodrome  doublement  periodique  par 
rapport  a  z,  comme  la  fonction  u.  A  chaque  valeur  de  u  correspondent 
deux  valeurs  z^  et  z^dez,  lesquelles  donnent  pour  w'  deux  valeurs  egales  et 

de  signes  contraires,  et  de  meme  pour  w.  Ainsi  le  quotient  -  est  mono- 
drome par  rapport  a  u ;  c'est  une  fonction  entiere.  En  effet,  si  Ton  appelle  s 
la  somme  constante  z^  H-  Zj,,  on  a/^  (z)  =  — /'  {s  —  z),  et  Ton  voit  que  la 

fonction  u'  admet  les  quatre zeros -?  — h->  — I »  — I La fonc- 

*  222322  2 

tion  w  admet  aussi  ces  quatre  zeros.  D'un  autre  cote,  Tequation  (4)  ayant 
son  premier  coefficient  egal  a  I'unite,  la  fonction  w  ne  devient  infinie  pour 

aucune  vaieur  finie  de  u.  Le  quotient  -,>  monodrome  par  rapport  a  u  et  ne 

devenant  infini  pour  aucune  valeur  finie  de  w,  est  done  une  fonction  entiere 
de  u;  cette  fonction  est  du  degre  m  —  2.  Si  nous  la  designons  par  N,  nous 
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aurons  la  formule 

(5)  ^=~T— ' 

dans  laqueUe  L,  M,  N  representent  des  polynomes  entiei^  en  a;  les  deux 
premiers  du  degre  m  au  plus,  le  troisieme  du  degre  m  —  2. 

.  Ainsi,  une/onction  douhlement  periodique  a  n  infinis  s^exprime  ration- 
nellement  au  moyen  d* une  fonction  a  deux  infinis  aux  memes  periodes,  et 
de  sa  derives. 

Cette  proposition  tres-importante  est  due  a  M.  Liouville,  quil'a  demontree 
par  d'autres  considerations. 

52.  Les  fonctions  simplement  periodiques  jouissent  de  proprietes  ana- 
logues ;  mais  ceci  suppose  que  les  fonctions  deviennent  infinies  sans  devenir 
indetenninees,  autrement  la  relation  ne  Serait  plus  algebrique.  Gherchons, 
par  exemple,  la  relation  qui  existe  entre  une  fonction  simplement  periodique 
monodrome  (^  =y(z),  qui  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  z^ 

et  la  fonction  u  =  e  "^  .A  chaque  valeur  finie  de  u  correspond  une  valeur 
finie  de  i^  et  une  seule,  excepte  pour  u  =  o;  done,  en  vertu  du  theoreme  II, 
if  est  developpable  en  une  double  serie  convergente  suivant  les  puissances 
positives  et  negatives  de  a,  ce  qui  donne  le  developpement  de  Fourier. 

o3.  Theoreme  XV.  —  Lor squ  une  fonction  monodrome  a  ses  infinis  et 
ses  zeros  disposes  par  groupes  egaux  et  equidistants  suivant  deux  directions 
differenteSj  et  que  dans  chaque  groupe  le  nombre  des  zeros  est  le  meme  que 
celui  des  infinis,  et  la  somme  des  zeros  la  meme  que  celle  des  infinis^  lafi)nc' 
tion  est  doublement pSriodique. 

M.  Liouville  a  fait  voir  comment,  avec  une  fonction  monodrome  double- 
ment  periodique  (p(j2)  a  deux  infinis,  on  pent  former  une  fonction  double- 
ment  periodique  ¥  [z)  ayant  les  memes  periodes,  un  nombre  quelconque 
d'infinis  et  un  pareil  nombre  de  zeros  donnes,  pourvu  que  la  somme  des 
zeros  egale  celle  des  infinis. 

II  existe  done  une  fonction  doublement  periodique  F  {z)  ayant  les  infinis 
et  les  zeros  de  la  fonction  proposee/(2;) ;  le  rapport  de  ces  deux  fonctions 
etant  constant,  on  en  conclut  que  la  fonction  proposee  est  elie-meme  dou- 
blement periodique. 
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S4.  Nous  avons  cherche,dans  ce  p^remier  Memoire,  a  reunir  les  elements 
et  a  asseoir  les  bases  solides  de  la  nouvelle  theorie  des  fonctions.  Dans  ce 
but,  nous  avons  mis  a  profit  les  travaux  de  MM.  Cauchy,  Liouville,  Her- 
mite  et  Puiseux.  L' idee  premiere  ap|)artient  a  M.  Cauchy. 

Les  plus  importantes  des  fonctions  sont  les  fonctions  monodromes  et  mo- 
nogenes.  Les  trois  premieres  categories  de  fonctions  monodromes  com- 
prennent  les  fonctions  rationnelles,  le^  fonctions  simplement  periodiques  et 
les  fonctions  doublement  periodiques^.  Toute  fonction  monodrome,  qui  ne 
peut  etre  rangee  dans  Tune  de  ces  troiS  categories,  constitue  une  transcen- 
dante  nouvelle.  Les  transcendantes  se  distinguent  les  unes  des  autres  par  la 
loi  de  distribution  de  leurs  infinis. 

On  peut  regarder  les  equations  difFerentielles  comme  la  source  inepuisable 
des  transcendantes  nouvelles.  G'est  a  T etude  des  fonctions  definies  par  des 
equations  difFerentielles  que  seront  consacres  les  Memoires  suivants. 
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PROPM&TfiS  DES  FONCnONS  D^FINIES  PAR  DBS  EQUATIONS 

DIFFfiRMTIELLES'*'; 

Pah  mm.  BRIOT  m  BOUQUET. 

(Deuxi^me  Memoire.) 


55.  Les  cas  ou  Ton  peut  integrer  une  equation  difFerentielle  sent  extre- 
mement  rares  et  doivent  6tre  regardes  comme  des  exceptions.  Mais  on  pent 
considerer  une  equation  difFerentielle  comme  definissant  une  fonction,  et  s^ 
proposer  d'etudier  les  propri^tes  de  cette  fonction  sur  1' equation  difFeren- 
tielle elle-meme. 

Soit 

une  equation  difFerentielle  du  premier  ordre ;  u  sera  une  fonction  de  Zj  definie 
par  la  condition  de  satisfaire  a  I'equation  difFerentielle  et  d'admettre  une  va- 
leur  initiale  donnee  u^  pour  z=^Zq.  M.  Cauchy  a  demontre  que  si  le  coeffi- 
cient difFerentieiy(w,  2)  est  une  fonction  finie,  continue,  monodrome  et 
monogene  pour  les  valeurs  de  w  et  de  2  voisines  de  u^  et  de  2^,  la  fonction 
integrate  u  est  elle-meme  finie,  continue,  monodrome  et  monogene  pour 
les  valeurs  de  z  voisines  de  z^.  Nous  donnons  une  demonstration  plus  simple 
de  ce  theoreme  de  Tillustre  mathematicien ;  c'est  la  notre  point  de  depart. 

Ainsi,  la  variable  z  s'eloignant  de  roriginez^  suivant  un  chemin  quel- 
conque,  tant  que  le  coefficient  differentiel  jouit  des  proprietes  enoncees 
plus  haut,  la  fonction  integrate  u  reste  finie,  continue  et  monodrome;  mais 

(i)  Memoire  presente  h  rinstitut,  le  21  aout  i854*  En  Janvier  i855,  M.  Cauchy  a  lu  un  Rapport 
sur  ce  Memoire  en  son  nom  et  au  nom  de  M.  Binet. 
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si  Ton  arrive  a  un  point  z^  pour  lequel  le  coefficient  dififi^rentiel  devienne 
infini,  se  presente  sous  la  forme  ^,  ou  cesse  d'etre  monodrome,  la  fonction 
integrale  eprouve  autour  de  ce  point  des  modifications,  et  acquiert  des  pro- 
prietes  speciales  qui  se  transmettent  ensuite  dans  toute  Tetendue  du  plan. 
Nous  nous  sommes  propose  d'etudier  ces  circonstances,  qui  caracterisent 
les  diverses  fonctions  et  les  classent  en  categories. 

56.  Supposons  que  pour  2;  =  z,  et  w  =  w,  {u^  etant  la  valeur  de  u  qui 
correspond  h  z  =  z^)  \e  coefficient  differentiel  devienne  infini,  de  maniere 

toutefois  que  son  inverse  ^i \  reste  fini  et  continu.  En  designant  par  m 

Tordre  de  la  premiere  derivee  partielle  de  la  fonction  ^  par  rapport  a  u  qui 

ne  s'annule  pas,  nous  demontrons  que,  lorsque  la  variable  z  toume  autour 
du  point  Z| ,  la  fonction  inte^ale  u  cesse  d'etre  monodrome  et  prend  m  4- 1 
valeurs  differentes  qui  se  permutent  les  unes  dans  les  autres  en  serie  cir- 
culaire. 

57.  Supposons  maintenant  que  le  coefficient  differentiel  se  presente  sous 
la  forme  ^.  Ceci  a  lieu  lorsque  le  coefficient  differentiel  est  le  quotient  de 
deux  fonctions  (p  et  4  qui  s'annulent  toutes  les  deux  pour  z  =  z^  etu  =  u^. 
Si  Ton  pose 

z  =  z,-t-z',       u  =  u^'hu\ 

Tequation  dilferentielle  devient 

4{w',z')^,  — ?)(«',  z')  =  o.    . 

Apres  avoir  explique  les  diverses  manieres  de  former  le  groupe  des  termes 
du  degre  le  moins  eleve  dans  I'equation,  nous  posons 

p  et  q  etant  deux  nombres  entiei^  correspondant  au  mode  de  groupement 
considere,  i^^  une  racine  d'une  equation  algebrique,  et  nous  ramenons  Te- 
quation  differentielle  a  la  forme  simple 

^P^  dt  ~  t 
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Les  proprietes  de  Tequation  (|3)  dependent  principalement  du  coefficient  a 
de  la  premiere  puissance  de  ^  dans  le  developpement  du  numerateur.  Nous 
demontrons  d'abord  que,  lorsque  le  coefficient  a  n'est  pas  ^ntier  positif, 
I'equation  (|3)  admet  une  integrale  nionodrome  s'annulant  avec  t. 

Si  le  coefficient  a  a  sa  partie  reelle  positive,  Tequation  differentielle  admet 
en  outre  une  infinite  d'autres  integrales  non  monodromes,  et  telles,  que  cha- 
cune  d^elles  prend  une  infinite  de  valeurs  difFerentes  quand  la  variable  t 
toume  autour  de  ^  =  o. 

Lorsque  le  coefficient  a  est  entier  positif,  on  peut,  par  une  transformation 
convenable,  ramener  Tequation  au  cas  ou  ce  coefficient  est  egal  a  Tunite. 
Dans  le  cas  oil  a  =  I ,  si  le  coefficient  b  est  different  de  zero,  Tequation 
n'admet  aucune  integrale  monodrome,  mais  une  infinite  d'autres  non  mono- 
dromes dont  chacune  acquiert  une  infinite  de  valeurs  difFerentes,  quand  la 
variable  t  toume  autour  de  ^=  o.  Lorsque  6  =  o  en  meme  temps  que  a  =  i , 
Tequation  admet  une  infinite  d' integrales  monodromes. 

Apres  avoir  etudie  de  la  sorte  chacune  des  equations  differentielles  de  la 
forme  {|3),  fournies  par  les  differents  modes  de  groupement  et  par  les  racines 
de  I'equation  algebrique  qui  correspond  a  chacun  d'eux,  il  est  facile  de  re- 
venir  a  la  fonction  u.  Une  fonction  monodrome  ^  de  ^  donne  une  fonction  u 
de  t  ayant  q  valeurs  en  chaque  point,  a  moins  que  q  =  i\  dans  ce  cas,  la 
fonction  u  est  aussi  monodrome.  On  obtient  ainsi  toutes  les  fonctions  qui 
satisfont  a  I'equation  differentielle  proposee,  et  qui  se  reduisent  a  w  =  w^ 
pour  z  =  z^ . 

II  resulte  de  ce  qui  precede  une  consequence  assez  remarquable,  c'est 
qu'une  fonction  peut  ne  pas  etre  completement  definie,  lorsqu'on  rassujettit 
a  verifipr  une  equation  differentielle  du  premier  ordre  et  a  admettre  une  va- 
leur  initiale  donnee  u^  pour  z  =?=  z^.  Cela  arrive,  en  general,  lorsque  le  coef- 
ficient differentiel  se  presente  sous  la  forme  ^  pour  z  =  z^  et  u  =^u^\  car 
nous  avons  vu  que,  dans  ce  cas,  I'equation  differentielle  admet,  en  general, 
plusieurs  integrales  se  reduisant  a  w  =  w,  pour  z  =  z^.  Elle  en  admet  sou- 
vent  meme  une  infinite,  et  alors  il  s'introduit  une  constante  arbitraire  dans 
1' integration,  quoiqu'on  donne  la  valeur  initiale. 

58.  Nous  examinons  ensuite  le  cas  oil  le  coefficient  differentiel,  que  nous 
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designons  par  U,  est  une  fonction  implicite  definie  par  une  equation  alge- 

brique 

F{z,  w,  U)  =  o. 

Tant  que  U  reste  racine  simple  de  cette  equation,  c'est  une  fonction  mo- 
nodrome  de  z  et  de  w;  on  rentre  dans  le  cas  general,  et  la  fonction  inte- 
grale  u  est  monodrome. 

Si  U  devient  racine  multiple  d'ordre  /i,  la  fonction  u  cesse,  en  general, 
d'etre  monodrome,  et  admet  n  valeurs  distinctes  qui  se  permutent  en  serie  , 
circulaire.  Mais  quelquefois  la  question  est  beaucoup  plus  compliquee,  et  il 
est  necessaire  de  recourir  a  des  transformations  qui  ramenent  I'equation  dif- 
ferentielle  a  la  forme  (p)  etudiee  precedemment. 

59.  Nous  avons  applique  a  de  nombreux  exemples  la  theorie  dont  nous 
venons  d'esquisser  les  principaux  traits,  afin  de  mettre  en  lumiere  les  pro- 
prietes  si  varices  des  fonctions  definies  par  les  equations  differentielles.  Nous 
citerons  specialement  des  equations  differentielles  definissant  des  fonctions 
doublement  periodiques  de  plusieurs  sortes,  les  unes  monodromes  dans 
toute  Tetendue  du  plan,  les  autres  qui  changent  de  valeurs  quand  on  toume 
autour  de  certains  points. 

§  I.  —  Existence  des  fonctions  integrates. 

60.  Lemme  I.  —  Soit/(a;)  une  fonction  finie,  continue,  monodrome  et 
monogene  de  la  variable  imaginaire  x  dans  le  cercle  decrit  du  point  x^ 
comme  centre  avec  un  rayon  r  et  sur  la  circonference  elle-meme.  Appelons 
M  le  maximum  du  module  de  la  fonction /(a;)  dans  le  cercle  de  ra/on  r.  Si 
dans  la  formule  (n**  25) 

/"(cr.)  =  I . a . .  .nr-" ^  jf "%- -VK H- re^'Vfl. 

on  remplace  chaque  element  de  I'integrale  definie  par  la  quantite  Mrffl  plus 
grande  que  son  module,  on  augmente  evidemment  le  module  de  I'integrale 
definie  qui  se  reduit  alors  a  27rM,  et  Ton  a 

M 
(i)  mod/''{^o)  <^^^'  -^-n* 


FONCTIONS    DEFINIES    PAR    DES    EQUATIONS    DIFFERENTIELLES.  187 

61.  Lemme  II .  —  Soit/{j?,  j,  z)  iine  fonction  finie,  continue,  mono- 
drome  et  monogene  par  rapport  a  chacune  des  variables  imaginaires  Xy  j,  z, 
quand  ces  variables  restent  comprises  respectivement  dans  des  circonferences 
de  rayons  r,  r',  r''  decrits  des  points  ^o>  7o?  ^o  comme  centres  et  sur  les  cir- 
conferences elles-m^mes.  Appelons  de  meme  M  le  maximum  du  module  de 
la  fonction  dans  Tetendue  des  valenrs  considerees.  Si  dans  la  formule  (n®  31) 

Dw'rVK,  J«,  2o)  =  1.2..  ./^.  1 .2.  .  ./z'.i  .2.  .  -n^'^—j^—^ 

Jo        Jo        t/o 

on  remplace  chaque  element  de  Tintegrale  multiple  par  une  quantite 
MdQdQ^dQ^^  plus  grande  que  son  module,  on  augmente  le  module  de  T inte- 
grate, et  Ton  a 

(2)  mod  D:;f-'"y(a:o,  y,,  z,)<i  .2.  .  .n.i  .2.  .  .n' .  i  .2    .  .n'  ^,„^.„.^;„.' 

62.  Lemme  II L  —  II  est  facile  de  composer  une  fonction  dont  les  deri- 
vees  partielles  aient  en  x^^y^^  z^  des  valeurs  egales  aux  limites  assignees 
pour  les  modules  des  derivees  correspondantes  de  la  fonction  proposee 

Considerons  en  effet  la  fonction 

M 

(3)  <f^{x,y,z) 


(._'_=-)  (._i^)  (._—•) 

qui  se  developpe  en  serie  convergente  tant  que  les  differences  x  —  x^^ 
y  — y^y  z  —  z^  ont  des  modules  respectivement  moindres  que  r,  r\  f".  IjC 
terme  general  de  la  serie  est  de  la  forme 

Si  Ton  prend  une  derivee  quelconque  D"^""*"""  de  la  fonction  (p(j?,/,  2)  et  que 

Ton  y  fasse  a;  =  a^^,  j  =  /^,  z  =  z^,  le  terme  ecrit  plus  haut  donne 

//  M    . 

1  .2.  .  ./2.I.2.  .  .n  .1.2.  .  .n   .  i:^,y,,n 
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et  les  resultats  fournis  par  les  autres  termes  s'evanouissent.  On  a  done 

Ainsi  en  ^o?  Jo?  ^o  ^^  derivees  de  la  fonetion  tp  sont  des  limites  superieures 
des  modules  des  derivees  de  la  fonetion  yi 

Les  principes  que  nous  venons  de  rappeler  sont  dus  a  M.  Cauchy.  Nous 
allons,  a  Faide  de  ces  principes,  demontrer  d'une  maniere  tres-simple  T exis- 
tence des  fonctions  integrales. 

65.  Gonsiderons  d'abord  une  equation  differentielle 

(4)  -£=/{z,u); 

la  variable  z  part  du  point  z  =  z^,  la  fonetion  u  ayant  une  certaine  valeur 
initiale  u  =u^ .  Nous  supposons  que  le  coefficient  differentieiy(s,  u)  est  une 
fonetion  finie,  continue,  monodrome  et  monogene  des  deux  variables  z  et  u 
dans  le  voisinage  des  valeurs  z^  et  u^. 

Pour  simplifier,  representons  les  variables  par  z^  -f-  z  et  u^-+-  u;  la  va- 
riable z  partira  alors  de  z  =  o,  la  fonetion  u  ayant  la  valeur  initiale  u==^  o. 
Le  coefficient  differentiel  reste  fini,  continu,  monodrome  et  monogene  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  et  de  w  situees  dans  des  cercles  decrits  des  points  z^ 
et  Uq  pris  pour  origine  avec  des  rayons  egaux  a  p  et  a  r  et  sur  les  circonfe- 
rences  elles-memes.  Nous  appellerons  M  le  maximum  du  module  de  la  fone- 
tion y  dans  cette  etendue. 

Si  Tequation  differentielle  admet  une  integrale  jouissant  des  proprietes 
enoncees,  on  obtiendra  ses  derivees  successives  au  moyen  des  equations 


(5) 


d*u  _df        dfdu 
dz*         dz        du  dz ' 

dz*    ~  dz*  '^  '-^  dzdu  dz  '^  du*  \dz)   "•"  du  dz* '. 


que  Ton  deduit  de  la  premiere  par  la  differentiation. 
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Imaginons  que  dans  les  seconds  membres  on  remplace  les  valeurs  de  la 
fonctiony  et  de  ses  derivees  partielles  pour  z  =  o  et  w  =  o  par  leurs  mo- 
dules; la  premiere  donnera  le  module  de  (^ j  ;  en  portant  cette  valeur 
dans  la  seconde,  on  aura  une  limite  superieure  du  module  de  i~r^)  ;  en 
portant  ces  valeurs  dans  la  troisieme,  on  aura  une  limite  superieure  du  mo- 
dule de  ( -^"T )  ;  et  ^i'^si  de  suite. 

En  vertu  du  lemme  III,  les  derivees  partielles  de  la  fonction/'(2;,  u)  ojit, 
pour  z  =  o  et  w  =  o,  des  valeurs  dont  les  modules  sont  moindres  que  les 
derivees  correspondantes  de  la  fonction 

M 


<p{z,u)  = 


H){'-^ 


Considerons  T  equation  difFerentielle 


(6)  -r-  =  (p{z,v) 


di>  ,        ,  M 


(-;)(-.)' 


dans  laquelle  nous  donnons  a  la  fonction  {^  la  valeur  initiale  (^  =  o  pour  z  =  o. 
Si  cette  nouvelle  equation  admet  une  integrale  finie,  continue  et  mono- 
drome,  on  obtiendra  ses  derivees  successives  au  moyen  des  equations 


(7)  ( 


dz 

d*v da         d^  dt> 


dz^         dz         dw  dz 

d^ 
dz' 


d^^  d*(f    di^         r/*(p/^p'V        d(f  d^f^ 

~  d^'^'^dTdudi'^d^  \d^)  "^^  di'' 


analogues  aux  equations  (5).  Quand  on  y  fait  z  =  o  et  f  =  o,  la  fonction  <p 
et  ses  derivees  partielles  prenant  toutes  des  valeurs  positives,  les  seconds 
membres  sont  des  sommes  de  termes  positifs,  et  Ton  en  deduit  successive- 

ment  pour  (  7- )  m  -t^)  '  (  Z^  )  '  *  " '  ^^^  valeurs  positives.  Ainsi  la  fonc- 
tion u  a  pour  z  =  o  toutes  ses  derivees  reelles  et  positives. 

18. 


l4o  FONCTIONS    DJ^FINIES   PAR    DES    EQUATIONS    DIFFERENTIELLES. 

Comparons  maintenant  les  equations  (5)  et  (7).  On  voit  d'abord  que  le 

module  de  (  ^  )  est  moindre  que  I  j-  )  •  Les  modules  des  termes  de  la  se- 

conde  equation  etant  moindres  que  les  termes  de  T  equation  correspondante, 

le  module  de  f  •j~i  )  ®^*  moindre  que  (  ^  )  j  et  ainsi  de  suite.  On  conclut 

de  la  que  si  les  fonctions  u  et  v  existent,  les  derivees  de  la  premiere  ont, 
pour  z  =  o,  des  valeurs  ayant  des  modules  respectivement  moindres  que 
les  derivees  de  la  seconde. 

Mais  la  fonction  v  existe  certainement ;  car  T equation  difFetentielle  (6) 
pent  etre  integree  fiicilement  et  donne  pour  equation  integrale 

(8)  ,_^^  =  _MpL(i-i), 

t^  s'evanouissant  avec  z.  Gette  equation  definit  une  fonction  implicite  v 
s'evanouissant  avec  z,  et  restant  iinie,  continue  et  monodrome  pour  toutes 
les  valeurs  de  la  variable  z  inferieures  ou  egales  a  un  certain  module  R  que 
Ton  pent  assigner.  En  effet,  la  fonction  if  reste  monodrome  jusqu'au  point 
oil  les  deux  racines  de  1' equation  (8)  deviennent  egales  entreeUes;  cecia 

lieu  lorsque  la  derivee  1 du  premier  membre  par  rapport  a  v  devient 

nulle,  c'est-a-dire  lorsque  p  =  r;  la  valeur  correspondante  R  de  z,  valeur 
reelle  et  positive,  est  donnee  par  la  formule 

Si  Ton  appelle  A  le  maximum  du  module  de  k  fonction  v  dans  le  cercle 
de  rayon  R,  on  aura,  d'apres  le  lemme  I, 

On  aura  done ,  a  plus  forte  raison , 
II  en  resulte  que  la  serie 

(9)       -=(s).f+(s).i^,^- 
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ordonnee  suivant  les  puissances  croissantes  de  z,  est  convergente  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  ayant  leurs  modules  inferieurs  a  R.  Gar,  le  terme 
general  de  la  serie  ayant  un  module  moindre  que 


/modzX"  A 


on  Yoit  que  si  le  module  de  z  est  inferieur  a  R,  la  s^rie  des  modules  est 
convergente,  et  par  consequent  la  serie  proposee.  Cette  serie  convergente 
definit  une  fonction  finie,  continue,  monodrome  et  monogene  dans  le  cercle 
de  rayon  R. 

II  reste  a  faire  voir  que  la  fonction  u^  definie  par  la  serie,  satisfait  bien  a 
r equation  difFerentielle  proposee  (4)-  Si  dans  cette  equation  on  remplace  u 
par  sa  valeur,  on  a,  d'une  part, 


du 
dz 


d' autre  part, 

en  appelant/',/'^, .  .  . ,  les  derivees  totales  de  la  fonction  /  calculees  au 
moyen  des  equations 

•^  dz         du  dz 

J  —d?'^  ^  dzdu  dz  ^  du}  \dz)    ^  du  dz" ' 

On  fera  dans  ces  equations  z  =  o,  m  =  o,  et  Ton  remplacera  ( 3^  )  > 
(  ^  j  , .  . . ,  par  leurs  valeurs  deduites  des  equations  (5).  Mais  on  voit  que 

les  seconds  membres  des  equations  (5)  et  (10)  sont  alors  identiquement  les 
memes ;  on  a  done 

et,  par  suite,  Tequation  difFerentielle  est  verifiee. 
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64.  La  meme  methode  s'applique  aux  equations  differentielles  simulta- 
nees.  Soient  m  equations  simultanees 

dans  lesquelles  nous  supposerons  que  ]a  variable  z  parte  de  z  =  o,  les  fonc- 
tions  u,  m',  .  .  . ,  ayant  les  valeurs  initiales  zero.  Les  coefficients  differen- 
tiels  sont  des  fonctions  .finies ,  continues ,  monodromes  et  monogenes  par 
rapport  aux  variables  z,  a,  m',.  .  . ,  tant  que  les  modules  de  ces  variables 
restent  inferieurs  on  egaux  a  p,  r,  r', .  .  . .  Appelons  M,  M^ , .  .  . ,  les  maxima 
des  modules  des  fonctions  /",  /] , .  .  . ,  dans  cette  etendue,  et  posons 


(p  = 


(-?)(-:)(— ^)- 


En  vertu  du  lemme  III,  les  derivees  partielles  des  fonctions /, /j , .  .  . 
ont,  pour  2  =  0,  w=o,  w'=o,.  ..,  des  valeurs  dont  les  modules  sont 
respectivement  moindres  que  les  derivees  correspondantes  des  fonctions 
Mcp,  M^cp, .  .  . .  Si  Ton  compare  les  equations  differentielles  proposees  aux 
equations  differentielles  simultanees, 

on    verra,  comme  precedemraent,  que  les  derivees  (3^)  >  (j")  »  •••» 

(  ^  j  ?  ( -j-T  j  J  .  .  . ,  deduites  des  premieres  par  un  calcul  de  proche  en 

proche,  ont  des  modules  respectivement  moindres  que  les  quantites  reel  les 

et  positives  (^)^,  (^)^,  . . . ,  (^:)^,  (^)^,  .  .  . ,  que  I'on  deduit  des 

secondes  par  un  calcul  analogue. 

Mais  ces  dernieres  equations  peuvent  etre  integrees  facilement;  on  a  d'a- 
hord 

M  ~  M,  —     •  • ' 
d'oii 

JL-^-       -k- 
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si  Ton  porte  les  valeurs  de  f ,  p',  . .  . ,  dans  Tune  d'elles,  il  vient 
(,.)  (,_^»)(,_Mi»)...*  =  ^^. 

P  . 

et,  en  integrant, 

,  „>        ■     /M        M.  \A'    ,    /MM,  \A»  J  f         z\ 

Cette  equation  definit  une  fonction  k  s'evanouissant  avec  z  et  restant 
finie,  continue ,  monodrome  et  nionogene  jusqu'a  un  certain  module  R.  Si 
Ton  appelle  A  le  maximum  du  module  de  la  fonction  k  dans  cette  etendue, 
on  a 


V/^Vo^                R" 

On  aura  done,  a  plus  forte  raison. 

J  /d"u\    ^                    MA 

,  fd'u'\    ^                    M.A 

II  en  resulte  que  les  series 

fdu\    z    .    (d}u\     z'     , 

,        (dvl\   z         (d}u'\     z» 

.   **^ 

sont  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  la  moindre  est  moindre 
que  R.  Ces  series  definissent  des  fonctions  finies,  continues,  monodromes  et 
monogenes  dans  le  cercle  de  rayon  R,  et  satisfaisant  aux  equations  differen- 
tielles  proposees. 

II  est  facile  d'e valuer  le  rayon  de  convergence  R.  La  fonction  k^  s'eva- 
nouissant avec  z,  reste  monodrome  jusqu'a  ce  que  deux  racines  de  Tequa^ 
tion  {i3)  .deviennent  egales  entre  elles.  Ceci  a  lieu  lorsque  la  derivee  du 
premier  membre  de  1' equation  ( i3),  par  rapport  a  k^  ou  le  premier  mem- 
bra de  I'equation  (la)  devient  egal  a  zero;  les  valeurs  de  k^  qui  annulent 
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cette  derivee,  sont  ^>  m"'  '  *  * '  ^^  portera  la  plus  petite  de  ces  valeurs  dans 

Tequation  {i3),  et  Ton  en  deduira  la  valeur  correspondante  R,  reelle  et  po- 
sitive, de  z. 

On  arrive  a  une  formule  tres-simple  en  remplacant,  ce  qui  est  permis,  les 
modules  r,  r', . . . ,  par  le  plus  petit  d'entre  eux,  et  les  maxima  M,  M, , . . . , 
par  le  plus  grand  d'entre  eux ;  Tequation  (i3)  prend  alors  la  forme 


(x-^;tp/t  =  -^, 


p 

d'ou  Ton  deduit,  par  1' integration, 

La  fonction  k  reste  monodrome  jusqu'a  ime  valeur  R  de  z  donnee  par  la 
formule 

Les  limites  de  convergence  donnees  par  notre  methode  sont  plus  eten- 
dues  que  celles  qui  out  ete  trouvees  par  M.  Gauchy.  C'est  un  avantage  dans 
Temploi  des  series  pour  Tintegration. 

Nous  pouvons  maintenant  enoncer  le  theoreme  suivant  : 

Th^oreme  XVL  —  Un  systems  d! equations  differenJtieU.es  simuUanees 
ddntettent  des  functions  integrates  finies,  continues,  monodromes  et  mono- 
genes,  tant  que  les,  coefficierUs  diffirentiels  restent  eux-memes  finis,  conti- 
nuSy  monodromes  et  mono  genes. 

63.  Nous avonsdemontre quel' equation differentielle  -^  ^=.f[uyZ)  admet 

une  integrale  monodrome  et  monogene.  II  n'existe  pas  d'autre  fonction  sa- 
tisfaisant  a  I'equation  differentielle  proposee  et  devenant  egale  a  u^  pour 
z  =  z^.  Soit  u  rintegrale  monodrome  et  monogene,  et  supposons  qu'il  existe 
une  seconde  integrale  que  nous  representerons  par  w  +  ^,  la  fonction  p 
s'evanouissant  pour  z-=^z^\  nous  aurons 
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d'oii 

-^=/(w-t-(;,  z)— /(w,z).     • 

Puisque  le  second  membre  s'annule  pour  p  =  o,  il  contient  une  puissance 
de  V  en  facteur,  et  Ton  a 

en  supposant  que  dans  le  quotient  on  ait  remplace  u  et  i>  par  leurs  valeurs 
en  fonction  de  z.  L' integration  le  long  d'une  courbe  quelconque  donne 


^(,-;;^-;;;^)=jr'<p(^)^^- 


L'integrale  definie  ayant  une  valeur  finie  et  if^^  devant  etre  nulle,  cette  ega- 
lite  est  impossible.  Quand  m  =  i ,  I'equation  differentielle  devient 

-  =  <p{z)dz, 
d'oii 

f\is)dz 

Puisque  i^^^  =  o,  la  fonction  i^  est  identiquement  nulle. 

Ainsi  I'equation  differentielle  proposee  n'admet  pas  d'integrale  prenant 
la  valeur  u^  pour  2  =  2^,,  autre  que  Tintegrale  monodrome  et  monogene. 

66.  Pour  engendrer  la  fonction  w,  nous  partons  du  point  z^  avec  une  va- 
leur initiale  arbitraire  u^,  et  nous  faisons  mouvoir  la  variable  z  sur  une 
courbe  quelconque  dans  une  portion  determinee  du  plan.  Tant  que  le  coef- 
ficient differentiel  donne /"(w,  z)  reste  fini,  continu,  monodrome  et  mono- 
gene  pour  les  valeurs  de  z  et  les  valeurs  correspondantes  de  w,  la  fonction  w, 
en  vertu  du  theoreme  precedent,  reste  elle-meme  finie,  continue,  mono- 
drome et  monogene.  Ainsi,  quel  que  soit  le  chemin  suivi  dans  cette  portion 
du  plan  pour  aller  du  point  z^  au  point  z,  la  fonction  e^  a  en  ce  point  la 
nieme  valeur.  Mais  si,  sortant  de  cette  portion  du  plan,  et  suivant  un  cer- 
tain chemin,  on  arrive  a  un  point  z^  tel  que  pour  z  =  z^  et  u  =  u^  {u^  etant 
la  valeur  correspondante  de  w)  le  coefficient  differentiel  devienne  infini,  ou 
se  presente  sous  la  forme  ^,  ou  cesse  d'etre  monodrome  et  monogene,  la 

XXXrr  Cahier.  19 
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fonction  u  pourra  eprouver  autour  de  ce  point  di verses  modifications  que 
nous  allons  etudier.    • 

§  11.  —  Cos  oil  le  coefficient  differ entiel  devient  infim. 

67.  Nous  sommes  partis  du  point  z^  avec  la  valeur  initiale  u^.  Supposons 
que,  la  variable  arrivant  au  point  z^ ,  la  fonction  acquiere  une  valeur  u^  telle 
que  pour  ;3  =  z,  et  w  =  w,  le  coefficient  difFerentiel/'(w,  z)  devienne  infini, 

de  maniere,  toutefois.  que  son  inverse  t, r  reste  fini  et  continu  dans  le 

voisinage  de  ces  valeurs.  Posons 

J3  =  z,  H-  z',         M  =  a^  +  u\ 
d'oii 

Si  Ton  regarde  z'  conime  une  fonction  de  u\  cette  fonction  devra  satisfaire 
a  Tequation  differentielle 

dz'  _  I 

du*        /{Mj-hu',  ^i-hz')' 

et  admettre  la  valeur  initiale  z'=  o  pour  m'=  o. 

La  fonction 

I 

restant  finie  et  continue,  est  developpable  en  une  serie  convergente  ordonnee 
suivant  les  puissances  croissantes  de  u'  et  de  z',  et  Ton  a 

(i4)  ^,  =  aw''"-t-&z'-f-cMV-t-ez"-h 

Si  le  second  membre  ne  renfermait  aucun  terme  independant  de  z\  I' equa- 
tion differentielle  se  mettrait  sous  la  forme 

—  =iz\^b-\-cu  -+-  ez  +  ...), 
d'ou  Ton  deduirait 


z'      r 
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en  appelant  z^  la  .valeur  de  z  qui  correspond  k  u^ .  Quand  z  et  u'  tendent 
vers  zero,  le  second  membre  tend  vers  une  valeur  finie,  tandis  que  le  pre- 
mier croit  ittdefiniment.  Ainsi,  dans  ce  cas,  I'equation  differentielle  n'admet 
aucune  integrate  s'annulant  avec  z^ 

Supposons  maintenant  que  la  serie  renferme  au  moins  un  tenne  inde- 
pendant  de  z\  et  designons  par  a//'*^  celui  des  termes  de  ce  genre  du  degre 
le  moins  eleve.  Avec  la  valeur  initiale  z'=  o  pour  w'=  o,  Tequation  diffe- 
rentielle (i4)  definit  sans  difficulte  une  fonction  de  u'  monodrome  et  mono- 
gene  flans  le  voisinage  de  w'=  o,  et,  par  consequent,  developpable  en  serie 
convergente  ordonnee  suivant  les  puissances  croissantes  de  ^^^  Soit 

2;'=  A,w«+ A,tt«-*-'  -f-  .  .  . 

cette  fonction.  L'equation  differentielle  devant  etre  satisfaite,  si  Ton  sub- 
stitue  a  la  place  de  z  cette  valeur,  on  aura 

A^aw'^-'-t- A,(a+  i)a'«.  .  .  =  aw^'^H- 6  A,w'«+ 

En  identifiant  ces  deux  series  egales  pour  toutes  les  valeurs  de  u'  inferieures 
a  un  certain  module,  on  determinera  les  exposants  et  les  coefficients  de 
la  serie  z' ,  Les  premiers  termes  donnent 

a  =  /w  -t-  I ,         A,  =  - 


d'oii 


Reciproquement,  si  Ton  considere  u'  comme  une  fonction  de  z\  cette 
fonction  sera  determinee  implicitement  par  I'equation  (i  5).  A  chaque  valeur 
tres-petite  de  z'  correspondent  (m  -h  i)  valeurs  tres-petites  de  w';  ces  valeurs 
sont  sensiblement  egales  aux  racines  de  I'equation  binome 

m-hi 

et  Ton  a  approximativement 

I 
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en  designant  par  B^  la  quantite  (  — ^^ — )  '    \  Posons  z'  =  p^^'  et  appelons 

u^ J  u\j  u^j.  .  .y  u^  les  m  -t-  1  valeurs  de  w'  disposees  suivant  les  sommets 
d'un  polygone  regulier,  savoir: 

w;z=Bop'"-^'^'"-^S     w,  =B,p'»-^«  e'"-^' ',...,     wl.  =  Bop'"-^'e  "-^^   \ 

Quand  le  point  z'  decrit  un  cercle  tres-petit  autour  du  point  z'=  o,  Targu- 
ment  augmentant  de  2:t,  u^  se  change  en  u^ ,  u\  en  u^j.  .  . ,  u^  en  u'^.  Ainsi : 

Theoreme  XVII.  —  Lorsque  pour  un  systeme  de  ^valeurs  simukanees  z, 
et  u^  le  coefficient  differ entiel  devient  infini,  si  Von  designe  par  m  Vordre  de 

la  premiere  dirivee  partielle  de  lafonction  >  par  rapport  a  u  qui  ne  san- 

nule  pas,  lafonction  integrate  u  prend  m  -f-  i  valeurs  qui  se  permutent  les 
unes  dans  les  autres  circulairement,  quand  la  variable  z  tourne  autour  du 
voint  z, ;  apres  m  -+-  i  tours,  lafonction  reifient  a  sa  valeur primitive. 

Ainsi  s'engendrent  les  fonctions  multiples.  Les  fonctions  algebriques  etu- 
diees  par  M.  Puiseux  rentrent  dans  cette  categorie ;  et  en  effet,  lorsqu'en  un 
point  du  plan  Tequation  admet  des  racines  egales,  le  coefficient  differentiel 
devient  en  general  infini. 

Posons  z'  =  z'^""*"* .  Quand  z'^  fait  un  tour,  z'  en  fait  m  +  i ,  et  par  con- 
sequent u'  en  fait  un  et  revient  a  la  meme  valeur.  Ainsi  la  fonction  a'  est 
monodrome  par  rapport  a  la  variable  z'^;  elle  est  d'ailleurs  monogene;  done 
elle  se  developpe  en  une  serie  convergente  ordonnee  suivant  les  puissances 


croissantes  de  z'^  ou  de  z'*"  "^ ',  ^t  Ton  a 


u'=B,z'"''^'  4-B,z''"-'  -+- 

Avant  d'aller  plus  loin  nous  allons  appliquer  les  theoremes  precedents  a 
quelques  exemples. 

68.   Exemple  I.  —  Soit  d'aboid  lafonction  definie  par  Tequatioii  diffc- 
rentielle 

du 

T  =  w  —  a 

dz 

et  admettant  pour  valeur  initiale  ?/  =  o  pour  z  =  o. 
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La  fonction  inverse,  z  fonction  de  m,  donnee  par  Tintegrale  definie 


r  du 

Jo    "— ^ 


n'est  pas  monodrome ;  ear  lorsque  le  point  u  decrit  une  courbe  fermee  autour 
du  point  u=^a^  la  \aleur  de  z  est  augmentee  ou  diminuee  de  la  quantite. 
constante  ^7ri\  ainsi  a  une  meme  valeur  de  u  correspondent  une  infinite 
de  valeurs  de  z  en  progression  arithmetique.  Quand  u  augmente  indefini- 
ment,  z  augmente  aussi  indefiniment ;  ainsi  la  fonction  u  ne  devient  infinie 
pour  aucune  valeur  finie  de  z ;  le  coefficient  difFerentiel  u  —  a  restant  fini 
quand  z  parcourt  toute  Fetendue  du  plan,  la  fonction  w,  en  vertu  du  theo- 
reme  XVI,  est  finie,  continue,  monodrome  et  monogene,  et,  par  suite,  se 
developpe  en  serie  convergente,  pour  toutes  les  valeurs  de  z.  En  resume, 
//  est  une  fonction  de  z  synectique  (*)  et  simplement  periodique.  L'equation 
differenlielle  pouvant  etre  integree,  cette  fonction  est 

u  =  a[\  —  e""). 

69.  Exemple  IL  —  Soit  la  fonction  definie  par  l'equation  differentielle 

rf^  =  (^-«)  («^  — *). 
et  admettant  la  valeur  initiale  w  =  o  pour  z  =  o.  La  fonction  inverse 


~i    {^-a)[u- 


b) 


n'est  pas  monodrome ;  car,  lorsque  u  decrit  une  courbe  fermee  autour  de 
Tun  des  points  u  =^  a^  u  =^  bj  la  valeur  de  z  est  augmentee  ou  diminuee 

de  la  quantite  constante  a>  =    _  ,*  Quand  u  augmente  indefiniment,  z  tend 

vers  une  valeur  finie  z^  augmentee  ou  diminuee  d'un  nombre  quelconque 
deperiodes.  Reciproquement,  quand  la  variable  z  tend  vers  Tun  des  points 
z,  ±  moj,  la  fonction  u  devient  infinie. 


{*)  M.  Cauchy  appelle  fonction  synectique  une  fonction  finie,  continue,  monodrome  et  mono- 
gene  dans  toute  I'etendue  du  plan. 
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La  fonction  a,  tant  qu'elle  conserve  une  valeur  fiwie,  reste  monodrome  et 
monogene;  il  suffit  done  d*examiner  ce  qui  a  lieu  dans  le  voisinage  de  I'un 
des  points  z^  ±  ma>  pour  lesquels  u  devient  infinie.  Posons 

Tequation  devient 


-=^,=  — (i  — ai^)(i  — 6p), 


V  s'annulant  pour  z'=  o.  La  nouvelle  fonction  (^  etant  monodrome  et  mo- 
nogene dans  le  voisinage  du  point  z^  =  o,  il  en  est  de  meme  de  la  fonction  u^ 
qui  reste  ainsi  monodrome  et  monogene  dans  toute  Tetendue  du  plan. 
Ainsi  u  est  une  fonction  de  z  monodrome  et  simplement  periodique ;  elle  est 
developpable  en  serie  convergente,  suivant  les  puissances  croissantes  de  z, 
dans  le  cercle  decrit  de  I'origine  comme  centre  avec  un  rayon  egal  a  la  dis- 
tance de  Torigine  a  celui  des  points  z^  d=  mco  le  plus  voisin. 

L'equation  difFerentielle  etant  integrable,  on  pourra  verifier  sur  la  fonc- 
tion integrate  les  proprietes  que  nous  avons  reconnues  par  T  equation  dif- 
ferentielle  elle-meme. 

70.  Exemple  III.  —  Considerons  la  fonction  qui  satisfait  a  Tequation  de 
Riccati 

(a)  ^^^au'+bz'% 

dans  laquelle  nous  supposons  Texposant  m  entier  et  positif,  et  qui  admet 
la  valeur  initiale  u^  pour  z=  o.  La  forme  de  l'equation  montre  que  la  fonc- 
tion u  reste  monodrome,  tant  qu'elle  conserve  une  valeur  finie;  il  ne  peut 
arriver  de  particularites  que  lorsque,  pour  une  valeur  finie  z^  de  la  variable  z, 
u  devient  infinief  Si  Ton  pose 


on  a 


—  ^  —  a  —  b\^^  , 


la  fonction  c,  qui  s'annule  pour  z=i  z^^  etant  monodrome  dans  le  voisinage 
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de  ce  point,  on  en  conclut  que  la  fonction  u  reste  monodrome  dans  toute 
Fetendue  du  plan. 

On  exprime  aisement  la  fonction  u  par  un  quotient  de  deux  fonctions 
synectiques.  Posons,  en  effet, 


Fequation  difierentielle  devient 

dw  du  2  L    2    m 

dz  dz 

Elle  sera  verifiee  si  Ton  determine  les  deux  fonctions  v  et  w  par  les  deux 
equations  differentielles  simultanees 

ds^ 


^z--«^' 


en  y  joignant  pour  z  =  o  les  valeurs  initiales  ^  =  i ,  tv  =  w^.  Les  deux 
fonctions  {^  el  w  restent  monodromes  tant  qu'elles  conservent  des  valeurs 
finies.  H  est  impossible  que  Tune  d'elles,  ou  toutes  deux  ensemble,  devienne 
infinie  pour  une  valeur  finie  de  z;  car,  les  equations  etant  mises  sous  la 
forme 

>  \  du  I      I     du 

dz^=^ := > 

aw  a     u      u 

1/  m^4\         m'\-\    dw        m-4-i  dw 

d{z"^*)=^  — i—  —  =  — i—  •  u  •  — > 
^         ^  h         u  b  w 

la  premiere  fait  voir  que  si  v  devenait  infinie,  w  conservant  une  valeur 
finie,  z  deviendrait  infinie ;  la  seconde,  que  si  w  devenait  infinie,  v  conservant 
une  valeur  finie,  z  deviendrait  aussi  infinie.  D'un  autre  cote,  si  v  eiw  deve- 
naient  a  la  fois  infinies,  pour  que  z  conservat  une  valeur  finie  il  faudrait 
que  u  fut  en  meme  temps  infinie  et  nulle,  ce  qui  est  impossible.  Ainsi  les 
deux  fonctions  v  et  w  sont  des  fonctions  synectiques  et,  par  consequent, 
developpables  en  series  convergentes  dans  toute  Fetendue  du  plan. 
Les  equatipns  (/3)  conduisent  a  Fequation  du  second  ordre 

(7)  ^,^-ah^,.  .. 
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A  I'aide  de  cette  equation  on  obtient  aisement  le  d^veloppement  de  la  fonc- 
tion  V  en  serie  par  la  methode  des  coefficients  indetennines.  On  a 


i>  =  I 


(m-h  i)  (m-f-  a)         (m  +  i)  (m-h  2)  (am-H  3)  (2m -h  4) 

««o  [^        (m-h2)  (mH-3)  "^  (m+2)  (mH- 3)  (amH- 4)  (am-h  5)         '  '  'J' 
D'oii  Ton  deduit 

i^'»+'  ab*  z*'"+' 

m-hi         (m-f-  i)  (m-f- 2)  (am-f- 3) 

r    _  fl 6^        ^«y^»m+* -1 

"^^o|:^        mT7"^(wH-a)(m-h3)(2m-h4)        "  j' 

L'equation  (a)  contenant  la  variable  z,  la  fonction  u  ne  pent  etre  une 
fonction  periodique  ( i^*^  Memoire,  n''  50) ;  ce  n  est  pas  non  plus  une  fonc- 
tion algebrique  puisqu'elle  est  le  quotient  de  deux  series  indefinies.  L'e- 
quation de  Riccati  donne  done  naissance  a  une  transcendante  nouvelle,  qui 
ne  pent  etre  ramenee  a  aucune  des  trois  categories  precedemment  etudiees. 

II  est  clair  qu'a  chaque  valeur  de  u  correspondent  une  infinite  de  valeurs 
de  z.  La  fonction  admet  une  infinite  d'infinis  qui  sont  donnes  par  T  equa- 
tion p  =  o. 

71.  Exemple  IF.  —  Proposons-nous  main  tenant  d'etudier  la  fonction 
satisfaisant  a  l'equation  differentielle 

du I  —  u 

dz  I  -h  M 

et  s'annulant  par  z  =  o.  La  fonction  inverse  est  donnee  par  Tintegrale 
definie 


Jo     ^  — " 


du. 


Quand  u  tourne  autour  du  point  w  =  1 ,  z  eprouve  un  accroisseinent  con- 
stant 01  =  ^yri.  Lorsque  u  vai-ie,  par  valeurs  reelles,  de  o  a  —  i ,  z  tend 
vers  une  limite  determinee 


=  /       - — -du. 

Jo  »  — " 
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Lorsque  u  arrive  au  point  i^  =  —  i ,  apres  avoir  decrit  une  ou  plusieurs 
circonvolutions  autour  du  point  w  =  -f-i,  on  obtient  des  valeurs  de  z 
egales  a  z^  -+-  moo  {m  etant  un  entier  quelconque  positif  ou  negatif) ;  ce  qui 
donne  une  serie  de  points  a^?  ^o  ^2»-  -j  «-o  ^-2»-  •  •>  disposes  a  la 
distance  ^tt  sur  une  parallele  a  Taxe  oy  [fig-  lo,  page  i54). 

Dans  I'etude  de  la  fonction  w,  les  particularites  ne  peuvent  sui  venir  que 
lorsque  la  variable  z  passant  par  Tun  des  points  a,  la  fonction  u  devient 

egale  a  —  i,  ce  qui  rend  infini  le  coefficient  differentiel  — - —  Si  Ton  pose 


on  a 


ou 


z  =  z«  +  mo)  -\-z\     w  =  —  I  +  «', 


du*        a  — u' 
— -7 — » 


II  en  resulte 


d'ou 


dz' 

dz^ 

du' 


u':=^/'-h 


Ainsi,  en  vertu  du  theoreme  XVII,  quand  z'  tourne  autour  du  point  a,  la 
fonction  u  cesse  d'etre  monodrome  et  prend  deux  valeurs  difFerentes. 

II  importe  de  suivre  les  variations  simultanees  des  deux  quantites  z  et  u. 
Lorsque  la  variable  z,  partant  de  o,  decrit  une  courbe  fermee  qui  ne  com- 
prend  aucun  des  points  a,  la  fonction  w,  partant  de  O,  decrit  aussi  une 
courbe  fermee  et  rievient  en  O. 

Supposons  que  u,  partant  de  O  {Jig.  1 1 ,  page  1 55),  marche  sur  I'axe  OX 
jusqu'au  point  G  voisin  du  point  B  qui  correspond  a  w  =  i ;  la  variable  z 
parcourra  sur  Taxe  ox  une  longueur  tres-grande  oc  {fig-  lo).  Si  w  decrit 
ensuite  un  cercle  autour  de  B  dans  le  sens  indique  par  la  fleche,  la  variable  z, 
augmentant  de  ^Tii^  ira  de  c  en  c,.  Enfin  si  u  revient  de  C  en  O,  z  par- 
courra la  droite  c^o^  egale  et  parallele  a  co.  Ainsi  lorsque  z  va  de  o  en  o^ 
par  un  chemin  qui  pent  se  reduire  au  chemin  occ^o^  sans  passer  par  aucun 

XXXFI'  Cahier,  ao 
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des  points  a,  u  partant  de  O  decrit  une  courbe  fermee  autour  du  point  B  et 
revient  en  O.  11  en  est  de  meme  pour  les  points  o,,,  o,, .  .  . ,  o_, ,  o.,, .  . . . 

Fig.  10. 


'•w 


I 

i 

I 
I  I 

• 

Supposons  maintenant  que  u  marche  de  O  en  D  vers  le  point  A  qui  cor- 
respond a  w  =  —  I ,  z  ira  de  o  en  rf  vers  le  point  a^  qui  correspond  a  la 
valeurz^.  Si  u  depasse  le  point  A  par  un  demi-cercle  DED',  z  decrira  une 
courbe  fermee  ded  autour  du  point  a^ ;  u  continuant  a  marcher  dans  le  sens 
D'X',  les  elements  de  la  quadrature  deviennent  positifs  et  z  retrogra^de  de  d 
vers  o  oil  elle  revient  quand  u  arrive  a  un  certain  point  P^  qui  coiTCspond 
a  une  valeur  u^  comprise  entre  —  2.  et  —  3.  II  en  resulte  que,  lorsque  z 
partant  de  o  decrit  une  courbe  fermee  comprenant  le  point  ao,  £^  va  de 
.rorigine  en  P^,  et  acquiert  ainsi  une  valeur  differente  de  la  valeur  initiale 
w  =  o. 

Voyons  maintenant  ce  qui  arrive  lorsque  le  point  z  decrit  une  courbe 
fermee  comprenant  le  point  a^.  Gette  courbe  peut  etre  remplacee  par  la 
courbe  oo^d^e^d^o^o.  Quand  z  parcourt  la  longueur  00 ^j  u  decrit  une 
courbe  fermee  comprenant  le  point  B  et  revient  en  O ;  z  allant  de  o^  a  e^, , 
u  marche  de  O  k  D;  z  decrivant  ensuite  un  cercle  d^  e^  d^  autour  du  point  a, , 
u  franchit  le  point  A  par  la  demi-circonference  DED';  z  revenant  en  o,, 
u  va  en  P^;  enfin,  quand  z  parcourt  de  nouveau  la  longueur  o^Oy  w,  qui  a 
au  point  o^  la  valeur  u^^  varie  et  acquiert  une  nouvelle  valeur  u^^  decrivant 
ainsi  une  certaine  ligne  P«  P^  dans  le  plan. 

II  en  est  de  meiile  des  autres  points  a,,  a,, . « . .  Supposons,  par  exemple, 
que  z  decrive  une  courbe  fermee  comprenant  le  point  a^\  cette  courbe  peut 
etre  remplacee  par  oo^d^e^d^o^o;  quand  z  parcourt  la  longueur  00^  j  u  de- 
crit une  courbe  fermee  accomplissant  deux  revolutions  autour  du  point  B 
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et  reviait  en  O ;  :z  decrivant  ensuite  une  courbe  fennee  autour  de  a^  et  re- 
venant  en  o^,  u  va  de  O  en  P^^,  z  retrogradant  de  o^  en  o, ,  w  va  de  P^  en  P, ; 


*%. 


\f. 


/P. 


■^ 


z  retrogradant  de  o,  en  o,  w  varie  encore  decrivant  la  ligne  P^  P^  et  acquiert 
pour  js  =  o  une  nouvelle  valeur  u=^u^. 

II  resulte  de  la  que  lorsque  la  variable  z,  partant  de  «  =  o,  decrit  une 
courbe  fennee  comprenant  Tun  quelconque  des  points  a^,  a,,  a^,.  .  ., 
la  fonction  u^  qui  avait  la  valeur  initiate  u  =  o,  acquiert  une  infinite 
de  valeurs  differentes  u^^  u^^  u^,.  .  .y  pour  2=0.  Ces  valeurs  sont  celles 
que  Ton  obtiendrait  en  faisant  mouvoir  z  sur  I'axe  qy  de  Torigine  o  a 
Tun  des  points  o_^,  o_a,. .  . ,  o^,  Oj,.  *  . ,  et  donnant  a  w  la  valeur  ini- 
tiale  Uq. 

Supposons  qu'apres  avoir  decrit  une  courbe  fermee  autour  du  {>oint  a„, 
ce  qui  donne  u  =  u^^  la  variable  z  se  meuve  dans  le  plan  d'une  maniere 
quelconque,  la  fonction  u  restera  monodrome  et  monogene  dans  toute  I'e- 
tendue  du  plan,  a  moins  que  z  ne  tourne  une  seconde  fois  autour  du  mSme 
point  a„.  En  efl'et,  nous  avons  vu  que  la  fonction  u  ne  cesse  d'etre  mono- 
drome que  lorsque  z  tourne  autour  d'un  point  a,  u  ayant  en  meme  temps 
en  ce  point  la  valeur  w  =  —  i ;  or,  quand  ceci  a  lieu  autour  du  point  a^, 
la  fonction  u  acquiert  les  deux  valeurs  w  =  o  et  u  =  u^  an  point  o^ ;  il  faut 
done  que  la  fonction  w,  partant  de  z  =  o  avec  la  valeur  u  =  w„,  arrive  au 
po'mt  o^  avec  la  valeur  w^,  ce  qui  exige  que  m=^n.  Si  la  variable  z  decrit 
une  courbe  fermee  autour  de  a„,  u  revient  a  o„  avec  la  valeur  w  =  o,  et, 
par  consequent,  reprend  pour  z  =  o  la  valeur  initiale  primitive  w  =  o. 
Ainsi,  de   la  valeur  initiale   primitive   £^  =  0,   on   passe  a  Tune  quel- 


20. 
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conque  des  valeurs  m^,  w^ ,  w^, . .  . ,  par  un  contour  autour  du  point  corres- 
pondant ;  mais  la  valeur  u^  ne  peut  se  permuter  dans  une  autre  qu'en  reve- 
nant  a  la  valeur  primitive  w  =  o  par  un  second  contour  autour  du  meme 
point  a„. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  que  la  fonction  u  admet  pour  chaque  valeur 
de  z  une  infinite  de  valeurs.  Goncevons  que  Ton  suive  le  chemin  rectiligne  oz 
avec  Tune  des  valeurs  Oj  u^j  u^,,  .  .^  comme  valeur  initiale,  on  obtiendra 
les  di verses  valeurs  de  la  fonction  u  au  point  z.  La  fonction  qui  a  pour  va- 
leur initiale  zero  est  developpable  en  serie  convergente  dans  le  cercle  de 
rayon  oa^;  celle  qui  a  pour  valeur  initiale  u^  est  developpable  dans  le  cercle 
de  rayon  oa^. 

L'equation  differentielle  pouvant  etre  integree,  on  verifiera  que  la  fonc- 
tion jouit  bien  des  proprietes  que  nous  avons  reconnues  sur  Tequation  dif- 
ferentielle. 

L'equation  integrale  est 

s  =  —  u  —  2  log  ( I  —  u), 

Prenant  pour  pole  le  point  B  et  BX'  pour  axe  polaire,  posons 

u  =  1  —  re""^', 
d'oii 

z  =  { —  I  +  rcosfl  —  alogr)  -h  (afl  -f-rsind)/. 

Faisons  d  =  o,  et  supposons  que  r  croisse  de  i  a  2,  z  prendra  des  valeurs 
reelles  negatives  et  variera  de  zero  k  Zq=  —  (log  4  —  i ) »  ^  continuant  a 
augmenter,  la  valeur  absolue  de  z  ira  en  diminuant.  II  est  facile  de  recon- 
naitre  qu'il  existe  une  valeur  r^  comprise  entre  3  et  4  satisfaisant  a  l'equation 

—  i-f-  r,— 2logr^=o, 

et  pour  laquelle  z  revient  a  zero.  Ainsi  quand  u  va  de  0  en  P^,  s  va  de  o 
en  a^  et  retrograde  de  a^^  a  o. 

Si  le  point  u^  partant  de  O,  decrit  une  courbe  fermee  autour  du  point  B, 
Tangle  d  augmente  de  a^r  et  le  point  z  se  transporte  de  o  en  o^.  Posons 
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nous  aurons 

z=  ( —  1  -i-r  cosfl' —  2  logr)  +  (26'-+- r  sinfl')  i -h  ^tti. 

Si  Ton  suppose  ensuite  que  u  suive  le  chemin  ODED'P^^,  comme  prece- 
demment,  z  partant  du  point  o  decrira  un  contour  ferme  autour  de  a^ ,  et 
reviendra  en  o^ .  Si  Ton  veut  ensuite  que  z  retrograde  en  suivant  la  droite  o^o^ 
il  faudra  que  Uj  partant  de  P^>,  suive  la  courbe  ayant  pour  equation 


cos 


Q/_  i  +  alogr 


Quand  9'  varie  de  zero  a  -  >  r  crolt  de  r<j  a  oo  ,  ce  qui  donne  la  courbe 

a  branches  infinies  paraboliques  representee  par  \^fig.  1 1 .  II  est  une  valeur 
de  9'  pour  laquelle 

2fl'+ 477- -+-rsinfl'=  o; 

u  arrive  alors  enun  certain  point  1?^  et  z  revient  a  Torigine. 

Les  diverses  valeurs  o^  u^,  u^,  u^,  .. .,  qu*obtient la fonction  pour  z=:o 
sont  donnees  par  les  deux  equations 

rcosfl  —  I  —  2  logr  =  0,     26 -f- rsinfl  =  o. 

72.  Exemple  V.  —  Considerons  la  fonction  definie  par  I'equation  difFe- 
rentielle 

du (m  — r  h)  (m  —  c) 

dz  u  —  a 

et  admettant  la  valeur  initiale  u^=^o  pour  z  =  o.  La  fonction  inverse 

_    /-"      [u  —  a)du 

quand  u  toume  autour  de  Tun  des  points  m  =  i  ou  a  =  c,  eprouve  des 
accroissements  constants 

27r(i  —  a)   .  /        27r(c  —  a)  . 

(6  — c)  (c  — *) 

On  en  conclut  que  u  est  une  fonction  doublement  periodique  de  z  aux 
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periodes  to  et  od  .  (  Pour  que  les  deux  periodes  soient  distinctes^  il  faut  que 

le  rapport  -7  = ——  soit  imaginaire.  ] 

Quand  u  augmente  indefiniment,  z  augmente  aussi  indefiniment.  Ainsi  la 
fonction  u  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  ;?.  II  ne  se  presen- 
tera  done  de  partieularites  que  lorsque  u  deviendra  egal  a  a.  Si  Ton  appelle 
Zq  Tune  des  valeurs  de  Tintegrale  definie 

X     {u-b)(u-cy 

les  diverses  valeurs  de  cette  integrate  seront  donnees  par  la  formule 

dans  laquelle  m  et  m!  designent  des  entiers  quelconques  positifs  ou  negatifs. 
Si  z  arrive  en  Tun  des  points  correspondants  par  un  chemin  convenable, 
u  prendra  la  valeur  a,  et  Ton  verra,  comme  precedemment,  que,  z  decri- 
vant  un  eercle  autour  de  ce  point,  u  admettra  deux  valeurs  difTerentes.  La 
fonction  admet  done  a  Forigine,  et  par  suite  en  chaque  point  du  plan,  une 
infinite  de  valeurs. 

En  resume,  la  fonction  est  doublement  periodique;  elle  ne  devient  pas 
infinie,  mais  elle  admet  une  infinite  de  valeurs  en  chaque  point. 

75.  Exemple  VI.  —  Soit  I'equation  difierentielle 

^  =  (M_a)(w_&)(w_c), 

u  ayant  la  valeur  initiale  w  =  o  pour  z  =  o.  On  a 

_   r" du 

^~Jo     {u-a)[u-h){u-c) 

Quand  u  tourne  autour  de  Tun  des  points  a,  h^  c,  z  ^prouve  les  accroisse- 
ments 

mais  ces  trois  periodes  se  reduisent  a  deux,  puisque  la  somme  des  trois  est 
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nulle.  Ainsi  u  est  une  fonction  doublement  periodique  de  z  aux  deux  pe- 
riodeso^et  a^. 

Si  Ton  fait  augmenter  u  indefiniment  suivant  une  certaine  ligne,  z  tend 
vers  une  valeur  finie  z, .  II  en  resulte  que  pour  les  valeurs  z^-h  mca  -h  mlco' 
{meim'  etant  deux  entiers  quelconques  positi&  ou  negatifs),  u  devient 
infini.  Examinons  ce  qui  se  passe  dans  le  voisinage  de  chacun  de  ces  jpoints. 

Posons 

z  =  z,  -+-  mco  +  m'(»'  -+■  z\       w  =  -  ; 

Tequation  differentielle  devient 


du               (i  —  au)  (i  —  bu)  (i  —  cv) 

dp=~ 

ou 

N 

dz'                                   V 

dv              I  —  (a  4-  i  -+-  c) »» 4- . .  . ' 

On  en  deduit 

z=---h..., 

doii      . 

1 

(;  =  \J —  2z'*  -h 

Ainsi  quand  z,  partant  del'origine,  y  revient  apr^s  avoir  decrit  un  con^ 
tour  comprenant  Fun  des  points  z^  -t-  mm  H-  m'm\  la  fonction  u  prend  une 
valeur  differente  de  la  valeur  initiale  k=  o. 

En  resume,  la  fonction  dont  il  s'agit  est  doublement  periodique,  elle  admet 
un  seul  infini  dans  chaque  parallelogramme  des  periodes,  et  acquiert  un 
nombre  infini  de  valeurs  pour  chaque  valeur  de  z. 

74.  Exemple  VII.  —  On  ramene  une  classe  d'integrales  a  I'integrale 
transcendante 

Reciproquement,  si  Ton  considere  u  comme  une  fonction  de  z,  cette  fonc- 
tion devra  satisfaire  a  1' equation  differentielle 

et  admettre  la  valeur  initiale  u  =  o  pour  z  =  o. 
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Quand  u  tourne  autour  du  point  u=^ij  z  eprouve  une  augmentation 
61  =  iTrei.  On  en  conclut  que  u  est  une  fonction  periodique  de  z.ayant  pour 
periode  a>. 

Supposons  que  u  varie  par  valeurs  reelles  negatives  de  o  a  —  oo  ,  z  ten- 
dra  vers  une  valeur  finie  et  determinee 


t/o 


Ainsi  la  fonction  u  devient  infinie  en  chacun  des  points  Z'=z^-^  mcd  {m  etant 
un  entier  quelconque  positif  ou  negatif ). 

I^  fonction  u  ne  cesse  d*etre  monodrome  que  lorsque  z  arrive  en  Tun  des 
points  z  =  z^'+-  mco  pour  lesquels  elle  devient  infinie.  Posons 

z  =  z, -f- m^ -h  z',       e"=i', 
V  s'evanouissant  pour  z'  =o.  L' equation  differentielle  devient 

^  =  i-log., 
d'ou 


dz'. 


logf/' 


Supposons  que  v  varie  de  o  a  r,  et  decrive  ensuite  un  cercle  de  rayon  tres- 
petit  r  autour  du  point  i^  =  o,.  on  aura 

z'=  r-±—^  r — "ii. — rffl. 


Si  Ton  designe  par  k  un  certain  nombre  plus  petit  que  Tunite,  la  valeur  de 
la  premiere  integrale  pourra  etre  representee  par 


i  +  logji. 
Comme  log  ^  est  tr^grand,  la  valeur  de  la  seconde  sera  a  peu  pres  egale  a 


i  +  logi 
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Ainsi  Ton  a  approximativement 

z'== {k  —  I  -f-  cos9  +  /sinfl). 

i  +  logi 

On  voit  que  lorsque  fl  varie  de  o  a  2  tt,  T argument  de  z'  varie  aussi  a  peu 
pres  de  o  a  277-;  seulement  la  courbe  decrite  par  z'  n'est  pas  exactement  fer- 
mee.  Reciproquement,  quand  z'  decrit  un  cercleautour  de  2;'=  o,  Targu- 
ment  de  p  varie  a  peu  pres  de  o  a  stt,  et  w  eprouve  une  augmentation  a  peu 
pres  egale  a  2':t«.  Ainsi,  quand  z  tourne  autour  de  Tun  des  points  z-(-  ma>, 
la  fonction  u  prend  une  infinite  de  valeurs  differentes. 

§  III.  —   Cas  oil  le  coefficient  differ  entiel  sepresente  sous  la  forme  \. 

75.  Supposons  qu'au  point  z  =  z,  la  fonction  u  ait  une  valeur  w,  telle 
que  le  coefficient  differentiel  devienne  \ ;  ceci  a  lieu  lorsque  le  coefficient  dif- 
ferentieiy(w,z)  est  le  quotient  de  deux  fonctions  ^(w,z)  et  ^[u^z)  finies, 
continues,  monodromes  et  monogenes,  qui  s'annulent  toutes  les  de*x  pour 
z  =  z,  et  M  =  w^ .  Posons 

z  =  z^-f-z'       et       w  =  w^H-w'. 

Les  deux  fonctions  ^(w,  z)  et  4{^>  ^)  se  developpent  en  series  conver- 
gentes  ordonnees  suiyant  les  puissances  entieres  croissantes  de  u'  et  de  z\  et 
Ton  a 

Tequation  differentielle  proposee  devient 

(i5)  {A'w'«V/3'h-  .  .  .)  £J  —  (A«'«z'^  .  . .)  =  o.  • 

Gomme  nous  etudions  la  fonction  u  dans  le  voisinage  du  point  u^^  les 
deux  variables  z'  et  u^  sont  infiniment  petites.  Appelons  /u  le  degre  de  m'  par 

rapport  a  z',  -^  sera  du  degre  /u,  —  i.  Gonsiderons  le  groupe  des  termes  du 

degre  le  moihs  eleve ;  ce  premier  groupe  doit  comprendre  au  moins  deux 
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termes  tels  que 

Ces  deux  termes  etant  de  meme  degre,  on  a 

« V  4-  ^'  -f-  A*  —  I  =  aye*  H-  |3, 


d'oii 


^         a'-f-i  — a' 


Done  la  fonction  u'  est  d'un  degre  commensurable  par  rapport  a  z^ 

76.  On  peut  former  le  premier  groupe  de  la  maniere  suivante  :  Dans  un 
plan  traqons  deux  axes  rectangulaires  ox  et  oy  et  marquons  les  points  qui 
ont  pour  coordonn^s  (a,  p  -(-  i),  (a'-f-  i,  |3').  .  .  {fig.  12).  Nous  voyons 


y 

f%- 

13. 

\ 

A 

V 

*^ 

\ 

^ 

^*"*^ 

0 

\ 

^"^  X 

d'abord  qu'a  des  termes  de  meme  degre  correspondent  des  points  places  en 
ligne  droite ;  et  en  effet,  la  valeur  de  fx  trouv^e  precedemment  montre  que 
la  droite  qui  joint  les  points  correspondant  a  deux  termes  de  meme  degre 
a  une  direction  constante ;  cette  droite  fait  avec  I'axe  des  x  un  angle  obtus 
dont  la  tangente  en  valeur  absolu^  est  egale  a  ^.  Si  par  un  point  quelconque 
(a'^-h  I,  ^")  ou  (a'',  /3"-+-  1),  on  fait  passer  une  droite  paralleled  la  direc- 
tion constante,  cette  droite  ayant  pour  equation 

ou 

son  ordonnee  a  Torigine  ^"-f-  ^t(a"+  i)  ou  ^" -^  i  •+■  (jlck!'  surpasse  d'une 
unite  le  degre  du  terme  correspondant.  II  en  resulte  que  les  droites  paral- 
leles  sur  lesquelles  sont  places  les  points  qui  correspondent  aux  divers 
groupes  de  termes  s'eloignent  de  Torigine  a  mesure  que  le  degre  de  ces 
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tennes  augmente ;  par  consequent  la  ligne  qui  passe  par  les  points  du  pre- 
mier groupe  laisse  a  sa  droite  tous  les  autres  points. 

Que  Ton  imagine  une  droite  coincidant  d'abord  avec  qy  et  se  mouvant 
parallelement  a  elle-meme  jusqu'a  ce  qu'elle  rencontre  un  premier  point; 
qu'on  la  fasse  toumer  autour  de  ce  premier  point  en  diminuant  son  ordon- 
nee  a  I'origine,  jusqu'a  ce  qu'elle  rencontre  un  second  point;  qu'on  la  fasse 
toumer  autour  de  ce  second  point  dans  le  meme  sens  jusqu'a  ce  qu'elle  en 
rencontre  un  troisieme,  et  ainsi  de  suite  jusqu'a  ce  que  la  droite  devienne 
parallele  a  ox;  on  formera  ainsi  une  ligne  brisee  convexe  dont  chaque  cote 
passe  par  plusieurs  points  et  laisse  tous  les  autres  a  sa  droite.  Chacun 
des  cotes  de  cette  ligne  convexe  donnera  une  maniere  d'etablir  le  premier 
groupe. 

77.  Considerons  Tun  des  cotes,  et  soit  ^la  valeur  correspondante  de  /u. 

2  etant  une  fraction  irreductible  J .  Si  Ton  pose 


( 


la  nouvelle  fonction  i^  ayant  une  valeur  finie  differente  de  zero,  I'equation 
differentielle  devient 


mais  on  a 
ou 


(a' -f- i)  ^ -h /3'=  ayte -h /3  +  I , 

p{a+i)  ^  q^'  =, pa  '\-  q{p  -^  i)  =  n. 

On  voit  que  la  variable  t  entre  au  degre  n  —  i  dans  tous  les  termes  du 
premier  groupe  et  a  un  degre  plus  eleve  dans  les  autres  termes;  on  pourra 
done  diviser  par  <""* ,  ce  qui  reduit  Tequation  a 

(i6)  (AV'-h...)(/'^  +  40-^^^'''+--')  =  °- 

Si  dans  I'equation  precedente,  on  fait  «  =  o,  on  obtient  T equation 
(17)  FK)=/>(A'<-h...)«'o-g(A.^-+...)  =  o, 

qui  determine  la  valeur  initiale  v^  de  la  fonction  v. 


ai. 
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Supposons  d'abord  que  (^o  soit  une  racine  simple  de  Tequation  (17)  n'an* 
nulant  pas  separement  les  deux  parentheses,  nous  poserons 

la  nouvelle  fonction  s'annulant pour  ^  =  o,  Tequation  differentielle  devient 

^C_-F(.o)C  +  .... 

et,  comme  le  denominateur  ne  s'annule  pas  pour  ^  =  o  et  ^=  o,  on  aura 

(18)  ^J=aC4-6^-hcC^-f-rfC(+c^^+...=/(C,  <)• 

Telle  est  en  general  la  forme  simple  a  laquelle  on  pent  ramener  Tequa- 
tion  differentielle  proposee  lorsque  le  coefficient  differentiel  se  presente  sous 
la  forme  \. 

78.  Les  proprietes  de  la  fonction  ^  dependent  principalement  du  coeffi- 
cient a  de  la  premiere  puissance  de  ^  dans  le  second  membre.  On  diminuera 
ce  coefficient  d'une  unite  en  posant 

ce  qui  reduit  T  equation  a 

Gette  transformation  n'esl  impossible  que  dans  le  cas  ou  a  =  i .  Toutes 
les  fois  que  le  coefficient  a  ne  sera  pas  un  nombre  entier  positif,  on  pourra 
done,  par  des  transformations  de  cette  espece,  ramener  le  coefficient  a  avoir 
sa  partie  reelle  nulle  ou  negative. 

Nous  allons  demontrer  maintenant que Tequation (18)  admetune  integrate 
mbnodrome.  Mais  auparavant  nous  etablirons  un  lemme  qui  nous  servira 
dans  la  demonsti'ation. 

79.  Lemme.  —  Soit  f{u^  z)  une  fonction  finie,  continue,  monodrome 
et  monogene  pour  toutes  les  valeurs  de  e^  et  de  z  comprises  dans  des  cercles 
de  rayon  r  et  p  decrits  des  points  w  =  o  et  z  =  o  comme  centres  et  sur  les 
circonferences  elles-memes,  M  etant  le  maximum  du  module  de  cette  fonc- 


FONCTIONS    DjSfINIES   PAR    DBS    EQUATIONS    D1FF]^RBNTI£LLES.  1 65 

tion  dans  I'etendue  consid^ree.  Supposons,  en  outre,  que  pour  u  =  o  et 
z  =  olafonction/s'evanouisse  et  que  la  derivee^  prenne  une  valeur  a 
•   diiTerente  de  F  unite ;  I'equation 

{19)  u=f{u,z) 

definit  une  fonction  implicite  u  de  z,  s'evanouissant  avec  z  et  restant  finie, 
continue,  monodrome  et  monogene  pour  toutes  les  valeurs  inferieures  a  un 

certain  module,  car  la  derivee  i  —  5^  P^r  rapport  a  w  du  premier  membre 
de  I'equation 

ne  s'annulant  pas  pour  z  =  o,  Tequation  n'admet  qu'une  seule  valeur  de  u 
s'evanouissant  avec  z,  et  la  fonction  u  ne  eessera  d'etre  monodrome  que 

lorsque  ^  deviendra  egale  a  Tunite. 

Proposons-nous  maintenant  d'evaluer  les  derivees  successives  de  la  fonc- 
tion u.  Si  Ton  difTerentie  Tequation  (1 9),  on  a  les  relations 

[da    ^df     .dfdu^ 
\dz  dz  du  dz 

dz*  ~  dz*"^      dzdu  dz  "*"  du}  \dz  J  ^  du  dz* ' 
dfd*u 


(20) 


d?''  dz*' 


du  dz* 


d'oii  Ton  deduit  en  y  faisant  z  =  o  et  u=^o,  eX  appelant  h  la  valeur  que 


prend 


f. 


d*f  d*f  du  ^d*ffdu\* 


<ai) 


\dzJo  I  —  a 

[d*j 

(d^\   _\.dz* 
\dz*),~ 

\dz*/Q  I  —  a 


dz  du  dz 


^(du\*-[ 
du*  \dz)  J, 


I  — a 
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La  quantite  a  difTerant  de  1' unite,  le  denominateur  commun  i  -~  a  n'est 
pas  nul.  La  premiere  equation  donne  (  ^  )  *  Si  dans  le  numerateur  de  la 
seconde,  on  remplace  les  derivees  partielles  par  les  limites  de  leurs  modules, 
et  ( ^  j   par  son  module,  on  obtient  une  limite  superieiu'e  du  module  de 

( -T^  \  •  De  m^me,  si  dans  la  troisieme  on  remplace  les  derivees  partielles 

de  la  fonction/*par  les  limites  de  lenrs  modules,  et  (  ^  )  ,  l^-i  )  par  les 
limites  trouvees  precedemment,  on  aura  une  limite  superieure  du  module  de 
(  -j^  \  J  et  ainsi  de  suite. 

Appelons  b  le  module  de  6  et  a  une  quantite  positive  inferieure  a  T unite, 
et  telle  que  i  —  a  soit  egale  ou  inferieure  au  module  de  i  —  a,  et  conside- 
rons  la  fonction 

<p{v,  2)=ai;  +  bzH-M^^-V^  +  ^  +  .  ..)» 

analogue  a  la  fonction  ^  du  n""  62;  les  derivees  partielles  de  cette  fonction, 
a  partir  des  derivees  secondes,  ont,  pour  z  =  o  et  i^  =  o,  des  valeurs  qui 
sont  limites  superieures  des  modules  des  derivees  correspondantes  de  la 
fonction  y(w,  z). 

L'equation 

definit  une  nouvelle  fonction  implicite  (^  de  z  s'evanouissant  avec  z  et  jouis- 
sant  des  memes  proprietes  que  la  fonction  u  definie  precedemment.  On 
obtiendra  les  derivees  successives  de  cette  fonction  au  moyen  des  relations 

du  d(f  d(f  dv 

dz         dz  du  dz^ 

(22)  '  d^ ^  _u        ^?    ^^         ^^f^^\^        d(f  d^u 

\d?~d?'^  ^dFdudi'^du^    \di)  "^3^  dp' 


qui  ne  different  des  relations  (20)  qu'en  ce  qu6  les  fonctionsy  et  u  sont  rem- 
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placees  par  (p  et  w.  On  en  deduit 

I  (^\    —     ^ 

I  \dz Jo  1  — a' 

1  f^\   —  l^^'        ^^d^  dz^  di^'  \dz)  Jo 
j\dz')o~  I  — a 

Le  denominateur  i  —  a  est  positif,  de  meme  que  les  valeurs  des  deri- 
vees  partielles  de  la  fonction  ^{vj  z)  pour  i;  =  o  et  z  =  o.  La  premiere  equa- 
tion donne  pour  ( j- )  une  quantite  positive.  En  substituant  dans  la  se- 
oonde,  on  a  au  numerateur  une  somme  de  temies  positifs,  d'oii  resulte  pour 
(-^ )  une  valeur  positive,  et  ainsi  de  suite.  Les  deriv^es  successives  de  la 

fonction  v  ont  toutes  pour  z  =  o  des  valeurs  positives. 

Gomparons  maintenant  les  formules  (21)  et  (sS).  Puisque  le  module  de 

I  —  a  est  egal  ou  superieur  a  i  —  a,  le  module  d^  (  t"  )   est  egal  on  infe- 

rieur  a  (  ^ )  •  Les  limites  par  lesquelles  on  remplaqe  les  derivees  partielles 

de  la  fonction  yetant  les  valeurs  memes  des  derivees  correspondantes  de  la 

fonction  (p,  et  le  module  de  (  ^  )   etant  egal  ou  inferieur  a  (  ^  j  ?  on  ob- 

tiendra  pour  le  module  de  ( -j-r)   ^^^  limite  plus  petite  que  I  -^-r- )  » ^^  ainsi 

de  suite.  Les  limites  des  modules  des  derivees  I  ^  )  m  "T^  )  "  * '  deduites 

des  equations  (21),  en  calculant  de  proche  en  proche,  comme  nous  I'avons 

dit,  sont  done  plus  petites  que  les  quantites  positives  (  j-  )  »  ("T^ )  '  * ' ' ' 

Mais  la  fonction  if  etant  finie,  continue,  monodrome  et  monogene  dans 
un  cercle  decrit  du  point  z  =:  o  comme  centre  avec  un  certain  rayon  R  et 
sur  la  circonference  elle-meme,  on  a 

fd^u\    ^  o  A 

en  appelant  A  le  maximum  du  module  de  la  fonction  p  dans  I'etendue  consi- 
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deree.  On  aura  done,  a  plus  forte  raison, 


^^^{d7-)o^^'^'^'''^*f^' 


80.  Th^oreme  XVIII .  —  V equation  diJfSrentieUe 

z  -J-  =f[u^  z)  =  aw  +  is  H-  .  .  . , 

dans  laquelle  le  coefficient  a  nest  pas  un  njombre  entier  positif,  admet  une 
ihtSgrale  monodrome  s' is^anouissant  avec  z. 

Nous  avons  explique,  n**  78,  eomment  on  peut  diminuer  le  coefficient  a 
d*autant  d' unites  que  Ton  veut ;  nous  supposerons  done  que  ce  coefficient 
a  =  a4-^iasa  partie  reelle  a  nulle  ou  negative. 

Si  r equation  proposee  admet  une  integrale  monodrome  et  monogene 
s'annulant  pour  z  =  o,  on  obtiendra  les  derivees  successives  de  cette  fonc- 
tion  pour  z  =  o,  en  differentiant  I'equation 


d'ou 


^^=-/'("'^)' 

d^u        du        df        df     du 
^  dz*^  dz=  dz-^  du'  dz' 

d*u    .         d^u         d*f    ,                    df 
^dz'^^'dz^^^-^-'-^du- 

d'u 

■3?' 

d*u        ^d*u._d*f                      df 
''dz^-^^  dz*-  dz*^-"-^du' 

d*u 
dz*' 

ce  qui  donne,  en  faisant  z  =  o,  u  =  o, 

du df        df  du        ^ 

dz        dz        du  dz^ 

rf^_rf»/  d*f  du        d*f(duy       df     d*u 

(a4)  \      dz*  ~  dz*  "^  ^  dudz  dz~^  du*\3z)   "^  du'  dz** 

od*u        d*f^  ^df    d*u 

^dz^'^l^-^-'-^di'lz^' 
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La  valeur  de  -^  pour  z  =  o  etant  egale  a  a,  on  en  deduit 


0 

a 


/du\    _  \dzj 
\dz)t  I  —  I 

rd\f         d*f  du     d*ffdu\n 

fd*u\     __idz*~^  ^  dzdu  dz  "^  du*  \dz  ]  J, 
\dz*)o~  a  — a  ' 

(d'u\    _\dz^^---), 
\dz*  Jo~         3— a 


Supposons  que  r  on  calcule  de  proche  en  proche  les  limites  des  modules 
de  (  T-T  )    ( -j-T )  '  •  •  • »  en  remplacant dans  les  numerateurs  chaque  terme 

par  son  module,  et  les  derivees  qui  s'y  trouvent  par  leurs  limites  deduites 
des  equations  precedentes.  Remarquons  que  les  modules  des  denomina- 
teurs  a  —  a, 3  —  a,  ...,  sont  plus  grands  que  celui  du  premier  i  —  a ;  car 
on  a 

ou 

/^  -+-  I  —  2a  >  o, 

puisque  «  est  negatif.  Si  done,  dans  revaluation  des  limites,  on  remplaoe 
tous  les  denominateurs  par  le  premier  d'entre  eux,  on  obtiendra  des  limites 
encore  plus  elevees.  Ceci  revient  a  substituer  aux  equations  (24)  les 
equations 


(25) 


du df        df    du    ' 

dz        dz        du    dz 

^_d*f  d*f  du 

dz*         dz*  dudz  dz 

d^u  _  dfd*u 

dz'  ~^  du  dz* ' 


d*f(du\*^df    d*u 
dl?\di)    '^  du'  dz*' 


Mais  ces  dernieres  sont  les  equations  (ao)  du  lemme  precedent,  quand  on 
coasidere  la  fonction  implicite  u  definie  par  Tequation , 

XXXVI'  Cahier.  aa 
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Done,  comme  nous  Tavons  demontre,  les  limites  obtenues  satisfont  a  la  con- 
dition 

II  en  resulte  que  la  serie 

/du\    z         fd*u\     z* 

est  convergente  jusqu'au  module  R  de  z. 

On'reconnait  aisement  que  la  fonetion  u,  definie  par  la  serie,  satisfait  a 
r  equation  difFerentielle  proposee 

^£=/("'^)- 

En  effet,  si  dans  cette  equation  on  i;emplace  u  par  sa  valeur,  on  a,  d'une 
part, 

d' autre  part, 

/K2)  =  (/')o7  +  (/0.^,-f-(/a7:^  +  ..-. 


les  fonctions/',/''',  /"^,  etant  les  derivees  totales  de  la  fonetion/ que  Ton 
caleule  au  moyen  des  equations 

Iff if  i^if  ^ 
J  ~  dz  '^  du*  dz' 
J    ~  dz^'^  "^  dzdu  dz  "^  du^  \dz  J    '^  du  dz*  ' 


en  y  faisant  2;  =  o,  w  ==  o,  et  remplacant  (^)  ?  \'ji)  ''•  P^^  '^^  valeurs 

deduites  des  equations  (24).  Mais  on  voit  que  les  seconds  membres  des 
equations  (24)  et  (26)  sont  alors  identiquement  les  niemes;  done  les  pre- 
miers membres  sont  egaux,  et  Ton  a 
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€t,  par  suite,  Tequatioii 


z^=f{u,z) 


est  verifiee. 


81.  Nousavons  demontre  que,  lorsque  le  coefficient  a  n'est  pas  entier 
positif,  r equation  difFerentielle  {i8)  admet  une  integrale  monodrome  se 

developpant  suivant  les  puissances  entieres  de  ^;  il  en  resulte  une  fonc- 

I 

tion  u  qui  se  developpe  suivant  les  puissances  de  {z  —  z^Y  et  qui,  par 
consequent,  a  q  valeurs  distinctes  en  serie  circulaire,  quand  la  variable  z 
toume  autour  du  point  z,.  Chaque  racine  de  T equation  alg^brique  (17) 
donne  une  fonction  de  cette  sorte,  et  de  meme  chaque  mode  de  groupement 
foumit  plusleurs  fonctions. 

II  est  aise  de  voir  que  1' equation  (18)  n'admet  aucune  autre  integrale 
monodrome  s'annulant  pour  ^  =  o.  En  effet,  soient  ^  cette  premiere  inte- 
grale et  ^  -+-  f  une  seconde  integrale  monodrome ;  nous  aurons 

Si  Ton  retranche  ces  deux  equations  Tune  de  Fautre,  tous  les  termes  du 
second  membre  qui  ne  contiennent  que  la  variable  t  disparaissent,  et  Ton 
pent  mettre  ^  en  facteur,  ce  qui  donne 

^§  =  ^(^+^^^"^---)- 

Si  les  deux  fonctions  ^  et  0  sont  monodromes,  elles  se  developpent  en  series 
convergentes  suivant  les  puissances  croissantes  de  ^,  et  comme  elles  s'an- 
nulent  pour  ^  =  o,  elles  ne  contiennent  pas  de  terme  independant  de  ^.  En 
substituant  dans  la  parenthese,  on  aura  done 

Cette  equation  difFerentielle  n' admet  pas  d' autre  integrale  monodrome  s'an-^ 

2a. 
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nulant  avec  t^  que  ^  =  o.  En  efFet,  une  pareille  integrale  se  developperait 
de  la  maniere  suivante  : 

et  Ton  aurait,  en  substituant, 

mAr+(m  +  i)Br-^*  ..  .  =  (Ar-t- Br**  .  ..)(a-+-P:2-+-Q2V  ; .), 

d'oii 

m  =  a, 

ce  qui  est  impossible  quand  le  coefficient  a  n'est  pas  entier  positif . 

82.  Lorsque  lapartie  reelle  du  coefficient  a  est  positive^  outre  t integrale 
monodrome  dont  nous  venons  de  parler,  I' Equation  differ entielle  (18)  admet 
une  infinitS  dautres  integrates  non  monodroines. 

En  effet,  si  dans  1' equation  differentielle 

^5^=?(a+  2c^H-cgH-rf«-h  .  .  .), 

on  remplace  par  sa  valeur  la  fonction  monodrome  ^,  cette  equation  de- 
vient 

(27)  «^  =  ^(aH-c?  +  rf'^-h...). 

Posons 

le  coefficient  a  ayant  sa  partie  reelle  positive,  et  la  nouvelle  fonction  A  etant 
supposee  finie,  la  fonction  ^  s'annule  avec  i,  et  Ton  a 

dt  ~  "t  ' 


ou 

dt 


^  =  A(cA«'^*--(-rf'H-.  .  .)• 


Lorsque  la  partie  reelle  de  a  est  plus  grande  que  T unite,  le  second  menibre 
ayant  une  valeur  finie  pour  ^  =  o,  on  pent  integrer  le  long  d'une  courbe 
quelconque  avec  une  valeur  initiale  arbitraire  A^  dbnnee  a  la  fonction  A. 
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Si  la  partie  reelle  de  a  est  plus  petite  que  T unite,  on  posera 

m  designant  un  entier  assez  grand  pour  que  la  partie  reelle  de  la  quantite 
ma  soit  plus  grande  que  1' unite;  1' equation  differentielle 

^  =  mA(cA<''"*-"  -h  d't'^-'  H-  .  .  .) 

aura  son  second  membre  fini  pour  ^  =  o,  et  Ton  pourra  comme  precedem- 
ment  integrer  le  long  d'une  courbe  qudconque  avec  une  valeur  initiate  arbi- 
traire  \. 

La  fonction  ^  a  pour  valeur  approximative 

Afin  de  connaltre  les  proprietes  de  cette  fonction,  posons 

nous  aurons 

La  fonction  a  pour  module 

et  pour  argument 

0  =  |3logr-hafl-f-a). 

Quand  r  tend  vers  zero,  R  tend  vers  zero,  tandis  que  0  augmente  inde- 
finiment.  Ainsi,  lorsque  le  point  t  marche  vers  le  point  ^  =  o,  le  point  f 
decrit  autour  du  point  ^  =  o  une  spirale  composee  d'une  infinite  de  circon- 
volutions  se  rapprochant  de  plus  en  plus  de  ce  point  comme  vers  un  point 
asymptotique. 

La  fonction  ne  revient  pas  a  la  meme  valeur  quand  la  variable  decrit  une 
courbe  fermee  autour  du  point  ^  =  o ;  car  si  Ton  augmente  de  27r  Targu- 
ment  fl  de  la  variable,  la  valeur  approximative  de  la  fonction  est  multipliee 
par 
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Ainsi,  quand  on  tourne  autour  du  point  f  =1  o,  on  obtient  poor  la  fbnction 
une  serie  indefinie  de  valeurs  difFerentes  formant  a  peu  pres  une  progression 
geometrique.  Si  a  =  o,  les  valeurs  de  la  fonction  qui  correspondent  a  une 
m^me  yaleur  de  t  sont  disposees  sur  un  rayon  sensiblement  droit.  Quand 
p  =  o,  ces  valeurs  sont  placees,  au  contraire,  a  peu  pr^  sur  une  circonfe- 
rence  deeercle. 

85.  Lor s que  le  coefficient  a  est  un  nomhrer6el  positif  et  commensurahle 

— » les  valeurs  de  la  fonction  A  qui  correspondent  a  une  meme  valeur  de  la 

variable  et  a  une  meme  valeur  initiale  \jforment  une  serie  circulaire  de  n 
valeurs  qui  se  permutent  les  unes  dans  les  autres.  En  eflFet,  si  Ton  pose 


r  equation  devient 


t  =  t'% 


J  =  ^;^(cA^""-^^-  rf'<"^^+ . .  .)• 


Le  second  membre  etant  une  fonction  monodrorae  et  monogene  de  t'  et 
de  A,  rintegrale  obtenue  pour  une  valeur  initiale  Ao  est  une  fonction  mono- 
drome  de  t\  qui  se  developpe  en  serie  convergente  suivant  les  puissances 

entieres  de  t'  \  la  fonction  A  se  developpe  done  en  serie  convergente  sui- 

I 
vant  les  puissances  de  f".  Ainsi,  dans  ce  cas,  chaque  valeur  de  la  constante 

arbitraire  A^  donne  une  integrale  fonction  multiple  ayant  n  valeurs  qui  se 

permutent  circulairement. 

84.  L'equation  (27)  n'admet  pas  d' autres  integrales  que  celles  que  nous 
venons  de  trouver ;  car  cette  equation  peut  s'ecrire 

(p\t)  etant  la  fbnction  obtenue  en  rempla^nt  dans  la  partie 

^{c^^d't...) 

du  second  membre  ^  par  la  fonction  supposee.  On  salt  que  cette  equation 
difFerentielle  lineaire  a  pour  integrale  generale 
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Soit  f ,  la  valeur  de  la  fonction  au  point  t^  tres-voisin  du  point  t  =  o ;  la 
constante  C  sera  egale  a  ^j  Fintegrale  definie  etant  comptee  a  partir  du 
point  ^,  en  marchant  sur  la  courbe  consideree.  Si  Ton  pose 


A=c+jr'tgiA, 


on  aura 

et  Ton  voit  que  la  fonction  A  satisfait  a  Tequation  diflerentielle  consideree 
precedemment, 

85.  Quojid  la  partie  rielle  du  coefficient  a  est  negatii^,  il  nexiste  pus 
d' autre  integrate  que  ['integrate  monodrome.  En  efFet,  nous  pouvons  mettre 
r equation  difTerentielle  (27)  sous  la  forme 

^  S  =  ^(^  ^^  ''^  -^  •  •  •)  +  ^^^(^'  ^)' 
ou 

et  en  developpant  le  quotient  en  serie, 

^  +  ( A  -f-  B  ^  +  .  .  . )  rf  f  =  a  ^  H-  4  ( ^  e )  rf< . 

Supposons  que  cette  equation  differentielle  admette  une  integrale  le  long 
d'une  certaine  courbe;  en  appelant  ^,  sa  valeur  au  point  t^J  on  aurait,  en 
integrant  suivant  cette  courbe, 

ou  simplement 

f  etant  une  quantite  qui  s'annule  pour  f  =  f  ^  et  qui  reste  finie  et  meme 
tres-petite  quand  t  tend  vers  zero. 
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Si  Ton  pose 

f  =  log(i-hO, 

1' expression  precedente  devient 


hi'-^m 


Quand  t  tend  vers  zero,  le  module  r*^""^^  de  f*  devient  infini;  ainsi  le 
premier  membre  tend  vers  zero,  tandis  que  le  second  membre  augmente 
indefiniment.  Done  I'hypothese  est  inadmissible. 

La  meme  impossibilite  a  lieu  quand  la  partie  reelle  de  a  est  nulle.  Car 
dans  ce  cas  le  module  de  t'*  prend  une  valeur  finie  e"^^. 

86.  Cas  oil  le  coefficient  a  est  entier  positif.  Nous  allons  etudier  mainte- 
nant  un  cas  que  nous  avons  excepte  de  la  discussion  precedente,  celui  oil  le 
coefficient  a  est  entier  positif;  et  comme  on  peut  diminuer  ce  coefficient  d'au- 
tant  d' unites  que  Ton  veut,  ainsi  que  nous  Tavons  explique  au  n''  78,  nous 
le  supposerons  egal  a  T unite. 

L'equation  qu'il  s'agit  d'integrer  est 

t^  =  l^+ht-^cj:'-^drit-^et'^.... 

En  general,  cette  equation  n'admet  pas  d'integrale  monodrome.  Gar  une 
semblable  integrale  pourrait  s'ecrire 

et  en  substituant  dans  T  equation  difFerentielle,  on  aurait 

(A^-h  aB^^H-  .  .  .)  =(A-H-ft)<-f- .  .  ., 

d'oii 

A  =  A-Hi: 

ce  qui  est  impossible,  a  moins  que  le  coefficient  b  ne  soit  nul.  Ainsi,  lorsque, 
le  coefficient  a  ^tant  egal  a  Cunitd,  le  coefficient  b  est  different  de  zero, 
l'equation  nadmet  aucune  integrale  monodrome. 

Supposons  maintenant  que  le  coefficient  b  soit  nul,  Tequation  difTeren-* 
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tielle  revient  a 

Si  Ton  pose 

elle  devient 

^  =  cA'  +  c^A  +  e  -h  P<  +  Q«'  -H 

Le  seco^  membre  est  une  fonction  monodrome  et  monogene.  En  integrant 
avec  line  valeur  initiale  arbitraire  A^,  on  obtiendra  une  fonction  A  mono- 
drome 

A  =  Ao-t- A,«-f- Aa«*4-  ...; 
d'oii 

^=Ao^  +  A,«"  +  A,«'-t- 

La  valeur  initiale  A^,  etant  arbitraire,  on  voit  que  lorsgue,  le  coefficient  a 
etant  egal  a  l'unit6,  le  coefficient  h  est  egal  a  zero,  [Squation  admet  une 
infinite  d' integrates  monodromes , 

87.  Lorsque,  le  coefficient  a  Slant  egal  a  I' unite,  h  est  different  de  ziro, 
liquation  differentieUe  n  admet  aiicune  intigrale  monodrome;  mais  elle 
admet  une  infinite  d' integrates  non  monodromes.  En  efFet,  T  equation  diffe- 
rentieUe, reduite  a  ses  premiers  termes 

a  pour  integrate  generale 

\  etant  une  constante  arbitraire.  Si  Ton  pose 

^=6f(AH-log«), 

t 

A  designant  une  nouvelle  fonction,  I'equation  differentieUe  devient 

—  =  c6(log^-+-A)'H-rf(]og«-hA)-t-e-HP«H-Q^*+ 

Le  second  membre  devenant  infini  pour  ^  =  o,  on  fait  disparaltre  cet  incori- 

XXXn*  Cahier.  23 
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veiiient  en  posant 


ce  qui  donne 

^  =  a&c<'(alog*'-i-A)'+  2</«'(alog*'-H  A)-h  2et'-h 

Le  second  membre  s'annulant  pour  i'  =  o,  on  peut  integrer  sans  difficulte 
en  suivant  une  courbe  quelconque  avec  line  valeur  initiale  arbitraire  \ . 
Ija  valeur  approximative  de  la  fonction  est 

^=*«{log<-hAo), 

d'oii 

Ke^'  =  hre^'+^y'  (logr  H-  fli -+-  A'^-h  A>'), 


R  =  brv/(iogr+A;r+(fl +;.;)% 

0  =  9  +  |3  +  arctangj^t^. 

Quand  le  point  t  tend  vers  zero,  le  point  ^tend  aussi  vers  zero  dans  la  direc- 
tion fl  4-  [i. 

Si  le  point  t  decrit  un  cercle  aiitour  du  point  t  =  o ,  la  fonction  ^  toume 
aussi  autour  du  point  ^  =  o,  mais  sans  revenir  exactement  a  sa  valeur  pri- 
mitive ;  elle  eprouve  un  accroissement  egal  a  27rbti.  Ainsi,  quand  on  tourne 
indefiniment  autour  du  point  ^  =  o,  on  obtient  pour  la  fonction  une  serie 
de  valeurs  formant  a  peu  pres  une  progression  arithmetique.  Ges  valeurs 
de  la  fonction  qui  correspondent  k  une  meme  valeur  de  la  variable,  sont  a 
peu  pres  plac^es  sur  une  mSme  ligne  droite  a  egale  distance  les  unes  des 
autres. 

88-  Cos  oil  Vq  est  racine  multiple  de  t equation  (i  7).  Si  (^^  est  une  racine 
multiple  de  Tequation  (17),  Tequation  (18)  n'a  pas  de  termes  en  ^premiere 
puissance;  car,  dans  le  numerate ur,  les  coefficients  des  puissances  succes- 
sives  de  ^sont  les  derivees  du  premier  membre  de  1' equation  (17).  Ainsi, 
dans  ce  cas,  I'equation  (18)  prend  la  forme 

t^=gt^"'^bt  +  dl^t-het^+  ..., 

la  racine  v^  etant  supposee  de  Tordre  m. 
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Le  raisonnement  par  lequel  nous  avons  demontre  l*existence  d'une  iiite- 
grale  monodrome,  s'applique  dans  ce  cas;  il  suffit  de  faire  a=^o.  Nous 
allons  rechercher  les  autres  integrales.  Appelant  ^  Tinlegrale  monodrome, 
designons  par  ^-+-  ^  une  autre  integrale  quelconque  s'annulant  pour  t  =  o. 
Cette  integrale  devra  satisfaire  a  T equation 

Remarquons  d'abord  que  f  ne  peut  etre  d'un  degre  fini  /u,  different  de  zero ; 
car  le  premier  membre  serait  du  degre  /ll,  le  second  membre  d'un  degre  plus 
eleve  m/Lt  ou  ^  -f-  i .  D'un  autre  cote,  la  fonction  ^  ne  peut  6tre  d'un  degre 
infini.  En  efTet,  posons 

si  0  etait  d'un  degre  infini  par  rapport  a  t,  la  nouvelle  fonction  A  s  annulerait 
pour  ^  =  o ;  Tequation  differentielle  devient 

^  §  =  A  ( ~  n- g^  A'"- *  r- • -h  rf' « -h  .  .  . ) , 

et  nous  avons  demontre  (n^  85)  qu'une  semblable  equation  n'admet  aucune 
integrale  s'annulant  pour  t=  o. 

II  resulte  de  la  que  si  Pa  fonction  ^  existe,  elle  est  du  degre  zero.  Inverse- 
ment  t^  considere  comme  une  fonction  de  ^,  sera  d'lm  degre  infini,  etsi  Ton 
pose 

la  nouvelle  fonction  A  de  f  s'annulera  pour  ^  ==  o.  L' equation  differentielle 

dt  t 

dl  —  $(^r-*4-rf'r-f-...) 
devient 

e-^ = A[a  +  i?. . . + A^'-* +^r  +  •  •  • + v(^?)]- 

Le  dernier  terme  de  la  parenthese  etant  infiniment  petit  par  rapport  aux 

a3. 


ou 
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precedents,  prenons  les  tennes  en  ^  jusqu'au  m  —  i^^"^  degre inclusivement 
et  integrons  F  equation  ainsi  obtenue 

ou 

d\         ,dl       adl        bdl 

Cette  equation  a  pour  integrate 

en  designant  par  w^  une  constante  arbitraire,  et  par  <p  (^)  Texpression 

^       gt-m    , ^  ga-m    , 

Si  Ton  fait  varier  f  dans  une  direction  convenable,  e'"''^^^  est  un  infini- 
ment  petit  d'ordre  infini  et  A  s'annule  avec  ^.  Posons  done 

A  =  w5*e-f'(^^ 
nous  aurons  T  equation 

^  =  «;  [^  + /^  +  «;f  — e-9(0/(«;,  ^)]. 

En  faisant  varier  0  dans  une  direction  convenable,  on  pent  integrer  avec 
one  valeur  initiale  arbitraire  w^. 

La  valeur  de  t  est  approximativement 

Si  Ton  pose. 

on  a 

aco8[(m^i)8— g)^         . 

Si  cos  [{m  —  i)0  —  a]  est  positif,  le  module  de  (  tend  vers  zero  avec  R  ^ 
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mais  en  meme  temps  I'argument  de  t  augmente  indefiniment.  Ainsi,  il  est 
impossible  d'obtenir  une  integrale  infiniment  petite  ^,  quand  on  fait  mar- 
cher la  variable  t  dans  une  direction  quelconque  a  partir  de  <  =  o. 

89.  Cependant  cette  integration  est  possible  dans  certains  cas ;  ceci  arri* 
vera  lorsque  le  coefficient  h  sera  reel  et  quand  une  meme  valeur  de  0annu- 
lera  les  quantites 

sin[(m  —  i)0  —  a],     sin[(w —  a)©  —  |3],.  .  . , 

tout  en  rendant  positive  la  quantite 

cos[(m. —  i)0  —  a]. 

Supposons que  la  valeur  0  =  — -—  qui  annule  le  premier  sinus,  annule 
aussi  les  suivants,  et  que  la  variable  ^  tende  vers  zero  en  suivant  la  courbe 

4(R)  designant  une  fonction  finie  arbitraire. 

L'argument  de  la  variable  t  aura  une  valeur  finie 

fl  9=^  a4(R)  ±  bR4(R) . .: . -H  (m -h /t')0 -+- « 
et  tendra  vers  une  limite  egale  a 

fl  —  a4  (o)  -h  ^  ^     H-  CO, 

quantite  arbitraire  a  cause  de  la  fonction  arbitraire  4  (^)'  R^ciproquement, 
si  la  variable  t  rayonne  a  partir  du  point  f=o  dans  une  direction  quel- 
conque, la  fonction  ^  partira  du  point  ^  =  o  en  decrivant  une  courbe  tan- 

gente  a  la  direction  constante  0  =  — -— •  Les.courbes  decrites  par  la  fonc- 
tion ^  formeront  une  espece  de  houppe  ayant  son  sommet  au  point  0  =  o. 
Si  la  variable  t  s'eloigne  suivant  un  rayon,  decrit  un  cercle  et  revient  a 
I'origine  suivant  un  rayon,  la  fonction  f  decrira  luie  courbe  fermee  presen- 
tant  un  rebroussement. 

90.  Cols  ou  v^  annule  separement  les  deux  parties  de  Inequation  (ly)^ 
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Lorsque  v^  annule  separement  les  deux  parties 

qui  constituent  T equation  (17),  le  denominateur  de  T expression  de  ^ -^ 
s' annule  pour  t  =  o  et  ^=  o,  et  Ton  a 

En  divisant  par  t  les  deux  membres  de  Tequation  et  faisant  ^=  o,  on 
remarque  que  le  rapport  -  tend  vers  une  limite  ^gale  a 7-  Posons 

Inequation  difFerentielle  devient 


^   Tt  —  ba'—ab'  a'^~  ^^' 


a' 


Si  la  quantite  ab' —  ba^  n'est  pas  nulle,  cette  equation  se  reduit  a  la  forme 

t'^^  =  a^^bt  +  .... 

Si  la  quantite  ab' —  ba^  est  nuUe,  on  effectuera  une  seconde  transfor- 
mation analogue  a  la  precedente,  et  Ton  arrivera  finalement  a  une  equation 

fie  la  forme 

* 

dans  laquelle  m  designe  un  nombre  entier  positif. 

91 .  Liquation  differentielle  (28),  a  laquelle  on  est  conduit  de  la  sorte, 
nadmet  pa>s  en  g6niral  dintegrale  monodrome.  Pour  mettre  en  evidence 
cette  proposition  d'une  maniere  simple,  il  suffit  de  considerer  Tequation 
Hneaire 
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Supposons  que  cette  equation  admette  une  integrale  monodrome 

£n  substituanlKlans  T  equation  difTerentielle  et  egalant  les  coefficients 
des  memes  puissances  de  t  dans  les  deux  membres,  on  a  les  relations 

A,a-+-i  =  o,        Aja-h6,  =  A,,        Aja-f- 6,=  aA^, 
A^a  H-6,=  3A,,..., 

qui  determinent  les  coefficients  A^,  A,,  A,,.  .  .  .  Multiplions  ces  relations 
respectivement  par  i ,  a,  —  > 5*  •  •  •  >  et  ajoutons,  il  vient 

^"i.^.. .(«-!)  =  -  L*  "^~  +  777"  •  -<"  i.2...(n-i)J- 

Si  la  serie  0  est  convergente,  la  quantite  y^A"  conserve  une  valeur  finie.  Or 
on  salt  que  la  serie 


I  .a       1 .2.3 


est  convergente,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,  et  que  son  module  ^ 

v/i  .2.  .  .  n 

a  pour  limite  zero ;  car 

(i  .2.  .  .w)^=  I  .n  X  3(/J  —  1)  X  3(n  —  a).  .  .  X  n.  1  >  /i", 


\1\  .2.  ../!>«*. 
La  serie 

A,-+-A,?-+-A3^-+-... 
ayant  son  module  egal  a  zero  est  aussi  convergente,  et  Ton  a 

lim  A^ -. r  =  o, 

"  1,2.  . .  (n —  i) 

c'est-a-dire 

(3o)  h^b,^^h,^^.,.  =  o. 

^  '  '1^1.2 

Done,  pour  que  I' Equation  differentielle  (29)  admette  une  integrale  mo^ 
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nodrome,  il  est  necessaire  que  la  serie  (3o),  qui  d'ailleurs  est  toujours  con- 
s^ergente,  ait  une  somme  exa£tement  nulled 

Cette  condition  est  sufBsante,  car  si  elle  est  remplie,  on  a 

et  par  suite 

"""  n  "^  /i(/i4-i)         w(»-M)(»4-a)  "^ 

Appelons  a  le  module  de  a,  /3  la  plus  grande  valeur  du  module  de  la 
I 
quantite  finie  b^;  on  aura 


n         »(/i4-i)         /i(/H-i)  (/j-f-a) 


™«**A„<^-i^, 


I- 


I 

limmod  A^<  j3. 

Done  la  serie  f  est  convergente  tant  que  le  module  de  t  est  plus  pietit 
que  g-  La  fonction  ^  definie  par  cette  serie,  satisfaisant  a  I'equation  diffe- 
rent ielle,  est  une  integrale  monodrome. 

92.  Appliquons  les  considerations  precedentesa  quelques  exemples. 
Exemple  I.  —  Soit  T equation  lineaire 

du a(u  —  u^)'\-b(z — Zj) 

dz  z  — Zx 

dans  laquelle  la  fonction  u  admet  la  valeur  initiale  u  =  u^  pour  z  =  o. 
Quand  z  tend  vers  le  point  z  =  z^ ,  la  fonction  u  prend  la  valeur  u^  ou  de- 
viant infinie,  et  le  coefficient  differentiel  se  presente  sous  la  forme  ^  ou  de- 
vient  infini.  Lorsque  la  partie  r^elle  de  a  est  positive,  cette  derniere  circon- 
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stance  ne  peut  arriver;  car,  ei^  posant 


w  =  -J 


on  aurait 

di'  — a^'-hauji'* — bi^*z' 

__  _^  , 

et  eette  demiere  equation,  comme  nous  I'avons  demontre  au  n"*  85,  n'ad- 
met  pas  d' autre  integrale  que  Tintegrale  p  =  o.  Ainsi,  lorsque  z  arrive  au 
point  z  =  z^  par  un  chemin  quelconque,  u  devient  egal  a  u\.  Pour  voir  ce 
qui  se  passe  dans  le  voisinage  de  ce  point,  nous  poserons 

ce  qui  reduit  T equation  differentielle  a  la  forme 

dP~        ? 

Gette  equation,  en  vertu  du  theoreme  XVIII,  admet  une  integrale  mono- 
drome,  et,  d'apres  ce  qui  a  ete  dit  au  n^  82,  elle  admet  en  outre  une  in- 
finite d'autres  integrales.  On  choisira  celle  de  ces  integrales  qui  pour  z  =;=  o 
prend  la  valeur  initiate  donnee  u^.  Si  c'est  Tintegrale  mohodrome,  la  fonc- 
tion  u  restera  monodrome  dans  toute  Tetendue  du  plan.  Sinon,  elle  prendra 
en  general  une  infinite  de  valeurs  quand  z  tournera  autour  du  point  z^ . 
Toutes  ces  fonctions  qui  correspondent  aux  diverses  valeurs  de  u^  jouissent 
de  la  propriete  de  devenir  egales  a  u^  pour  3  =  2;,.  Si  Ton  partait  du  point 
z=  z^  avec  la  valeur  initiale  w  =  m,  ,  la  fonction  ne  serai t  pas  determinee. 
On  peut  verifier  ces  resultats  en  remarquant  que  T  equation  proposee  admet 
pour  integrale  generale 

et  que  Ton  a  pour  determiner  la  constante  G  la  relation 
A  la  valeur  initiale 

bzi 


m,=  u,— 


I  —  a 
XXJ^FI'  Cahier,  24 
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correspond  Fintegrale  monodrome  . 

"  =  "»■+■  7z:^(^—,^i); 

a  toute  autre  valeur  initiale  correspond  une  integrale  non  monodrome. 

Supposons  maintenant  que  le  coefficient  a  ait  sa  partie  reelle  negative. 
Quand  %  tend  vers  z^,  la  fonction  u  prend  la  valeur  u^  ou  deviant  infinie. 
Dans  ie  premier  cas,  la  fonction  reste  monodrome;  car  Tequation 

n'admet  que  Tintegrale  monodrome,  a  ayant  sa  partie  reelle  negative.  Dans 
le  second  cas,  Tequation 

du  — au-^aui\^* — bu* z^ 

dP~  P 

admet  une  infinite  d'integrales  non  monodromes. 

Lorsque  le  coefficient  a  est  entier,  toutes  les  integrales  sont  monodromes. 

Enfin,  siJe  coefficient  a  est  egal  a  Tunite,  lorsque  z  tend  vers  le  point  z^ , 
u  devient  egal  ku^^el  nous  avons  vu,  n*"  86  et  87,  que  Tequation 

dz'  ~      z' 

n'admet  aucune  integrale  monodrome,  mais  une  infinite  d'autres.  Ainsi  la 
fonction  monodrome  n'existe  plus,  et  quelle  que  soit  la  valeur  initiale  u^, 
la  fonction  u  cesse  d'etre  monodrome  pour  z  =  z,.  Dans  ce  cas  T integrale 
generale  est 

u  =  ii,-^G{z  —  z,)  -^  b{z  —  z,)\o^{z  ~  z,). 
93.  Exemple  IL  —  Soit  Tequation 

du         sin(z  —  u) 

di i     •* 

dans  laquelle  on  donne  a  la  fonction  la  valeur  initiale  w  =  o  pour  2=0. 

Le  coefficient  de  u  etant  negatif,  I'equation  dififerentielle  admet  une  inte- 
grale monodrome  et  n'en  admet  pas  d' autre  s'evanouissant  pour  «  =  o- 
Pour  toute  autre  valeur  de  z,  le  coefficient  conserve  une  valeur  finie ;  d'ail- 
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leurs  il  est  impossible  que,  pour  une  valeur  finie  de  2,  u  devienne  infinie. 
Ainsi  Tequation  difFerentielle  proposee  definit  une  fonction  finie,  continue, 
monodrome  et  monogene  dans  toute  Tetendue  du  plan.  Gette  fonction  sy- 
nectique.  est  developpable  en  une  serie  ordonnee  suivant  les  puissances 
entieres  de  z  et  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z^ . 

94.  Exemple  III.  —  Nous  avons  deja  etudie  I'equation  de  Riccati  lorsque 
I'exposant  m  est  entier  positif.  Nous  allons  considerer  la  meirie  equation 
lorsque  Texposant  est  entier  negatif.  SoitTequation 

dans  laquelle  on  donne  a  la  fonction  u  la  valeur  initiale  u=u^  pour  z  =  o. 
Quand  z  tend  vers  le  point  z, ,  w  devient  necessairement  infinie ;  pour  voir  ce 
qui  se  passe  dans  le  voisinage  de  ce  point,  on  posera 

z=z,-hz',        U  =  -7 
ce  qui  ramene  I'equation  a  la  forme 

rfj/  —  if*— az'"* 

dz^         ^       z^ 

Dans  le  cas  oil  m==:  i,  on  sait,  d'apres  le  theoreme  XVIII,  que  cette 
equation  admet  une  integrale  monodrome.  En  representant  par  z^/{z')  cette 
integrale  monodrome,  et  par  zfiz')  4-  ^  les  autres  integrales,  s'il  en  existe, 
on  detefminera  ces  dernieres  par  I'equation 

dz'  ~  z' 

etudiee  aux  n***  88  et  89.  La  fonction  f  devant  etre  un  infiniment  petit  du 
degre  zero  par  rapport  a  z',  on  pourra  negligerapproximativement  le  second 
terme  de  la  parenthese  qui  est  tres-petit  par  rapport  au  premier ;  ce  qui  re- 
duit  I'equation  a  la  suivante.  : 


dont  rintegiale  est 


dl_~b^ 

dz'  ~      z'      ' 


24. 
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Si  Ton  pose 
r  equation  differentielle  devient 

Or  on  pent  integrer  cette  demiere  le  long  d'une  ligne  quelconque  avee  une 
valeur initiate arbitraire  \.  Ges integrates non  monodromes  ont pour  yaleurs 
approximatives 

^  ~  ilog(io«')  ~  b[log(i;r)-^(e-^co)i]' 
ou  plus  simplement 


blog(ior) 


On  voit  que  lorsque  z  rayonne  autour  du  point  z  =  z^ ,  la  fonction  %  s'e- 
loigne  du  point  ^  =  o  dans  la  direction  unique  donnee  par  Tangle  |3.  £n 
resume,  dans  le  cas  que  nous  considerons,  I'equation  de  Riccati  admet  une 
integrate  monodrome  dans  toute  Tetendue  du  plan  et  une  infinite  d'autres 
non  monodromes.  On  choisira  celle  de  ces  fonctions  qui  pour  z  =  o  prend 
la  valeur  initiate  donnee  u^. 

L' integrate  monodrome  pent  etre  exprimee  par  le  quotient  de  deux  fonc- 
tions synectiques  (n**  70)  au  moyen  de  I'equation  lineaire  du  second  brdre 

qui  admet  pour  integrate 

\  1.3  i.a.a.o  I. a. a. J. 0.4  / 

d'oii  Ton  d^duit 

ah,  ,      (ah\* 

U  = 


(z  — z.)  1^1  — ^(z  — «.)-!-. ..j 
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9S.  Dans  le  cas  ou  m=  2,  on  a  a  considerer  Tequation 

La  representation  geometrique  des  exposants  montre  qub  les  points  qui 
correspondent  aux  trois  termes  sont  en  ligne  droite  et  que  v  est  un  infini- 
ment  petit  du  premier  ordre.  On  posera  done 

A  ayant  pour  z'=  o  une  valeur  initiale  finie  \  qui  satisfait  a  T  equation 


d'oii 


—  I  zt^i  —  ^ab 
^0=  -^ ' 


et  r  equation  differentielle  devient 


dl  _Ag  — &$' 

dz'  ~       z'      ' 


k  designant  la  quantite  =F  y'l  —  ^o,b.  Cette  equation  admet  d'abord  Tinte- 
grale  monodrome  ^  =  o ;  ce  qui  donne  pour  s>  deux  fonctions  monodromes 
i;  =  A^z',  a  cause  de  deux  valeurs  de  \.  Comme  on  pent  choisir  k  de  nia- 
niere  que  sa  partie  reelle  soit  positive,  Tequation  differentielle  admet,  en 
outre,  une  infinite  d'autres  integrales 


d'oii 


^=:t|^ 


,4.*c(.-*.r 


U  =■■ 


(z-^.)[>«-H^C(*-z.)'] 

On  determinera  la  constante  C  par  la  condition 


"o  = 


i-h^(-z.)»C 


-'.[^.+  ^(-*.)*c] 
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A  deux  valeurs  de  u^  seulement  correspondent  des  integrales  tnonodromes. 
Cependant,  si  k  est  entier,  Tintegrale  est  monodrome  quel  que  soit  u^. 

96.  Lorsque  m  est  plus  grand^  que  3,  I'equation  lineaire  du  second 
ordre 

-'"£^=-<'»'' 

admet  pour  integrale  generale 

U—  A,|^I        (^_3)  (fn  —  i)  "^  (to— a)(w  — i)(2m~4)(2w  — 3)        "  J 

■^^^^  [^        (m  — 3)(m— 2)  "^  (to— 3)(m  — 2)(2TO— 5)(2TO  — 4)         "'J' 

Ghacune  de  ces  deux  series  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z', 
excepte  pour  z'=  o.  L'expression  qui  en  resulte  pour  la  fonction  u  con- 
tient  une  constante  arbitraire  et,  par  consequent,  cette  fonction  reste  mono- 
drome dans  toute  Tetendue  du  plan,  quelle  que  soit  sa  valeur  initiate  u^. 
La  fonction  u  devient  infinie  pour  z  =  z^;  mais  les  series  etant  ordonnees 

suivant  les  puissances  negatives  de  z',  la  fonction  -  ne  reste  pas  continue 

dans  le  voisinage  du  point. z,  ^  de  sorte  que  I'equation 

n'admet  pas  d'integrale  finie  et  continue  s'annulant  avec  z^ 

Lorsque  m  =  3,  Tequation  lineaire  n'admet   qu'une  integrale   mono- 
drome 

•\  1.2  1.2.2.3  /' 

il  en  resulte  pour  u  une  valeur  d^pourvue  de  constante  arbitraire 

— *  — — * — - —  -f  • .  • 

I  1.2.3 

a  =  - 


1.2  I .2.2.3 


Ainsi  pour  une  ^ertaine  valeur  initiale  u^,  la  fonction  u  est  monodrome; 
mais  pour  toute  autre  valeur  initiale,  elle  n'est  plus  monodrome. 
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§  IV.  —  Cos  oil  le  coefficient  differentiel  est  une  fonction  impUcite  alge- 

brique  des  ^variables  zetu. 

97.  Nous  avons  suppose  jusqu'a  present  que  le  coefticient  differentiel 
est  une  fonction  explicite  monodrome  des  variables  u  et  z.  Nous  allons 
maintenant  considererle  cas  ou  ce  coefficient  differentiel,  que  nous  appelle- 
rons  U|  est  une  fonction  implicite  definie  par  une  equation  algebrique 

(3i)  F(z,tt,  U)  =  o. 

Ainsi  nous  a\ons  a  etudier  la  fonction  u  qui  satisfait  a  I'equation  difPe- 
rentielle 

(3»)  •  S  =  U. 

et  qui  pour  z=±Zq  admet  la  valeur  initiale  a  =  a^,  le  coefficient  diffi^rentiel 
ayant  la  valeur  correspondante  U^,. 
Si  Ton  pose 

z  =  Zo  +  z',         W  =  Mo  +  w',         U  =  U,  +  U', 

les  trois  quantites  z',  u\  U'  s'evanouissent  en  meme  temps;  done  on  a 

(33)  g;=:U.+  U', 
et  Tequation  (3i)  developpee  devient 

(34)  ir^-^inr'^-^AxT.^  •4-...  =  o. 


dzo  dui,  dVi 


0 


La  quantite  U'  s'annulant  avec  z',  on  voit,  d'apres  Tequation  (33),  que 
pour  des  valeurs  tres-petites  de  z'  la  fonction  w'  est  a  pen  pres  egale  a  U^  z' ; 
on  poseradonc 

u'^  etant  une  quantite  infiniment  petite  d'un  ordre  superieur  au  premier, 
ce  qui  reduit  les  equations  pr^cedentes  a 

(35)  ^'  =  U', 
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£n  general  U,  est  une  racine  simple  de  I'equation 

(37)  F(z„M„U,)  =  o; 

c'est-a-dire  que'la  quantite  j^r  ^'^^'  P^^  nuUe.  Dans  ce  cas,  de  Tequation  (36) 

on  deduit  une  fonction  U'  finie,  continue,  monodrome  et  monogene  de  z' 
et  u'%  fonction  qui  peut  se  developper  en  serie  convergente  suivant  les 
puissances  entieres  de  z'  et  u^\  L'equadon  (35)  donne  alora  ufte  fonction  u^ 
de  z^  finie,  continue  et  monodrome. 

La  fonction  int4grale  u  restera  done  Jinie,  continue  et  monodrome,  tant 
que  le  coefficient  dijffdrentiel  U  sera  une  racine  simple  de  ['equation  qui  le 
fournit.  • 

98.  Supposons  maintenant  que  U^  soit  une  racine  multiple  d'ordre  n 
de  I'equation  (37),  on  aura 

dVo  ~  ^'         dl]\  —  ^'  dV"r'  ~  ^' 

et  I'equation  (36)  devient 


.  =  o. 


Cette  equation  pouvant  etre  reduite  approximativement  a  ses  deux  pre- 
miers termes  qui  sont  les  moins  eleves  en  degi^,  la  quantite  U'  aura  n  va- 
leurs  differentes  a  peu  pr^s  egales  aux  racines  de  Tequation  binome 


/rfFo  rfFo    TT    \        /     .       rf"Fo  TT/„_  ^ 


Posons  z'  =  z'^" ;  quand  Targument  de  z''  augmente  de  29r,  celui  de  z'  aug- 
mente  de  2/i7r  et  U'  revient  a  la  mSme  valeur.  Quand  I'argument  de  u'^  aug- 
mente de  27r,  U'  revient  aussi  necessairement  k  la  meme  valeur.  Done  U' 
est  une  fonction  monodrome  de  z'^  et  u'\  et  I'equation  differentielle 
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donne  pour  u'^  une  fonction  monodrome  de  z^\  fonction  qui  se  developpe 

I 

suivant  les  puissances  entieres  de  2''  ou  z^". 

Ainsi,  lorsqWau  point  z^  le  coefficient  diffSrentiel  U  devient  rncine 
d'ordre  n  de  multiplicit6^  la  fonction  integrals  u  cesse,  en  general,  d'etre 
monodrome  et  a^quiert  n  "valeurs  distinctes,  quand  la  ^variable  z  tourne 
autour  du  point  z^. 

99.  Nous  avons  suppose,  dans  ce  qui  precede,  la  quantite 

tizo  dufi       ® 

diflferente  de  zero.  Voyons  maintenant  ce  qui  arrive  lorsque  cette  quantite 
est  nulle.  On  satisfera  evidemment  a  Tequation  differentielle 

17'  —  ^  ' 
en  posant 

u"=  Vi'z'v, 

la  nouvelle  fonction  t;  ayant  une  valeur  finie  p^   differente  de  zero  pour 
z'=  o.  L'equation  (38)  prend  alors  la  forme 

(39)  GU'"-+-zAz'«U^^=o; 

elle  ne  contient  plus  que  deux  variables  infiniment  petites ;  mais  les  coeffi- 
cients A  dependent  de  la  fonction  v. 

Pour  operer  le  groupement  des  termes  du  degre  le  moins  eleve,  on  eni- 
ploiera  le  procede  geometrique  dont  nous  avons  deja  fait  usage.  A  Taide  de 
deux  axes  rectangulaires,  on  marquera  dans  le  plan  les  points  qui  ont  pour 
abscisses  les  exposants  a  de  z'  et  pour  ordonnees  les  exposants  correspon- 
dants  |3  de  U' ;  puis  on  tracera  une  ligne  polygonale  dont  chaque  cote  passe 
par  plusieurs  de  ces  points  et  laisse  tons  les  autres  a  sa  droite ;  chacun  de 
ces  cotes  donnera  une  maniere  d'etablir  le  premier  groupe.  Soit 

AU'^-V^-h  A'U/''-'''z'«'.  .  .  +  A,U"'-''»z'«' 

un  premier  groupe  ordonne  par  rapport  aux  puissances  decroissantes  de  U'. 

XXXri*  Ca/iier.  a5 
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En  divisant  tous  les  tcrmes  par  U '""■''•  z'*,  I'eqaation  se  reduira  approxinia- 
tivement  a 

Si  Ton  appelle  /u  le  degre  de  petitesse  de  U'  par  rapport  a  z',  on  aura 
iPi  —P)f^  =  (/;,  — /)  ^  +  a'—  a  =  .  .  .  =  a,  —  a, 


d'oii 

u  = 


«! —  OL r® r 


en  designant  par  (p  le  plus  grand  commun  diviseur  dea  nonibres  a,  —  a  et 
/>,  — /;.  Les  relations  precedentes  deviennent 

(/^.  —/')''  =  {Pi  —PV  +  («'—  «)^  =  .  .-.  =  (a,  —  a)^  =  r^cp. 
.   Si  Ton  appelle  4  'e  nombre  entier     ~    ?  Tequation  devient 
M]'s,  _^  A'U''(?-^)z''-^ -h  .  .  .  H-fA,  z''?  =  o. 
Nous  poserons 

V  etant  wne  quantite  finie  different e  de  zero,  puisque  U'  est  une  quantite 

infiniment  i>etite  de  I'ordre  -  par  rapport  a  2',  on  de  Tordre  r  par  rapport  a 

z'\  On  pent  alors  diviser  par  une  menie  puissance  de  z'^  toute  Tequation  qui 
se  reduit  a 

AV?  +  MY^?"^)  -H .  .  .  +  A,  =  o, 

ou  plus  sinipleuient  a 

(4o)  Ao:?  +  A'cT^-'^-h.  .  .-f-  A,  =  o, 

en  representant  par  x  la  quantite  V*. 

Appelons  V^,  la  valeur  de  V  pour  z'  =  o,  nous  aurons  appioxiniativenient 

^  -  V  /' 
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d'oii 


I       5 


On  a,  d'autrepart, 
la  comparaison  donne  la  valeur  initiale  de  p, 


r-+-5 


On  posera  done 


*'o  =  7qr7- 


S  f 


I''  s'annulant  avec  z\  et  Ton  remplacera  dans  Tequation  (89)  (^  par  sa  valeur 
approchee  — —  >  afin  de  rendre  constants  les  coefficients. 

Chaque  racine  simple  de  Tequation  (4o)  donne  pour  V  un  groupe  de  s 
valeurs  differentes  qui  se  permutent  les  unes  dans  les  autres  en  serie  circu- 
laire.  Les  s  valeurs  de  chaque  groupe  constituent  une  fonction  monodrome 
en  z"et  /et  developpable  en  serie  convergente  suivant  les  puissances  en- 
tieres  croissantes  de  ces  deux  variables. 

Soit 

cette  serie.  Nous  avons  pose 
L*  equation  differentielle  devient 

et,  en  rempla^ant  V  par  la  serie  trouvee  precedemment, 

Le  coefBcient  difierentiel  se  presente  alors  sous  la  forme  ^,  et  la  question 
est  ramenee  a  une  question  deja  etudiee. 

?5. 
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Le  cas  oil  Tequation  (4o)  a  des  racines  egales  noffre  pas  plus  de  diffi- 
cultes.  On  opere  une  nouvelle  transformation  analogue  a  la  precedente,  et 
on  arrive  encore  a  une  equation  difFerentielle  de  la  meme  forme. 

100.  Exemple.  —  Gonsiderons  Tequation 

^  =  U,       W  =¥  {u)  =  k{u  —  a)  [u  —  b) .  .  . , 

dans  laquelle  nous  supposons  que  la  fonction  u  recoit  la  valeur  initiale  2^  =  .0 
pour  z=  o,  U  ayant  une  certaine  valeur  determinee  U^.  La  fonction  ne 
peut  cesser  d'etre  monodrome  que  lorsque  u  devient  infinie  ou  egale  a  Tune 
des  quantites  a^  by  Cy .  ,  .^  pour  laquelle  Tequation  a  deux  racines  egales. 
Supposons  que  pour  z  =  z^  la  fonction  u  devienne  egale  a  a ;  si  Ton  pose 


u  =  a  H-  w'^, 


on  ^ 

dz 

on  en  deduit 


2w'  $^  =  U,       V'  =  u''{a  —  b-h  u[')  {...); 


5^  =  -(«-h|3«"'-h...). 

Ainsi  la  fonction  reste  monodrome  quand  z  tourne  autour  du  point  z^ . 

Soit  maintenant  z^  une  valeur  finie  de  z  pour  laquelle  u  devient  infinie. 
Nous  poserons 

u  =  -,       U(;^  =  — V; 


V  equation  differentielle  devient 


ff^  — V 


et  Ton  a 

Si  le  degre  m  du  polynome  F  {u)  ne  surpasse  pas  4,  le  nouveau  coeffi- 
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cient  differentiel  V  conserve  une  valeur  finie  pour  v  =:  o,  et  par  suite,  en 
vertu  de  ce  qui  precede,  la  fonction  i^  reste  monodrome  quand  z  tourhe 
autour  dezj. 

Lorsque  le  polynome  est  d'un  degre  superieur  k  l^^  le  coefficient  diffe- 
rentiel V  devient  infini  pour  t'  =  o,  et  la  fonction  v  n'est  plus  monodrome. 
Supposons  d'abord  que  le  polynome  F  (u)  soit  d'un  degre  pair  2/2,  on  aura 

V2_  A  +  Bp'H-... 

d'oii  Ton  deduira  pour  V  une  expression  de.la  forme 

En  vertu  du  theoreme  XVII,  quand  z  toume  autour  du  point  z^,  la  fonction 
V  prend  n  —  1  valeurs  qui  se  permutent  les  unes  dans  les  autres  en  serie 
circulaire. 

Si  le  polynome  est  de  degre  impair  m  =  ^  /j  -h  i ,  on  posera 


d'ou 


(;  =  /^ 


Le  coefficient  differentiel  de  T  equation 


dz'  ~  iv' 


etant  par  rapport  a  ^'  un  infiniment  grand  du  degre  2 w  —  2,  la  fonction  i^'  ct 
par  suite  p  admettent  in  —  i  valeurs  en  serie  circulaire  quand  z  toume 
autour  du  point  z^. 
La  fonction  inverse 


_  rdu 

-Jo   u 


a  ete  etudiee  par  M.  Puiseux,  qui  a  fait  voir  comment  s'engendrent  les  pe- 
riodes.  Lorsque  m  =  2,  m  est  une  fonction  de  z  simplement  periodique, 
qui  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  z.  Nous  venons  de  prou- 
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ver  que  cette  fbnction  est  monodrome  dans  toute  Tetendue  du  plan.  Cest 
ie  simis  ou  le  cosinus. 

Lorsque  m  =  S  pu  /w  =  4>  la  fbnction  est  doublement  periodique  et 
admet  deux  infinis  dans  chaque  parallelogramme  des  periodes.  II  resulte  de 

notre  analyse  que  cette  fonction  est  monodrome  dans  toute  I'etendue  du 

f 

plan;  en  outre,  lorsque  la  fonction  u  devient  infinie,  la  fonction  -  reste  con- 
tinue. Gette  fonction  est  la  fonction  elliptique. 

Lorsque  m  est  plus  grand  que  4  9  le  nombre  des  periodes  surpasse  en 
general  deux ;  dans  tous  les  cas,  la  fonction  n'est  plus  monodrome  et  prend 
une  infinite  de  valeui^  en  chaque  point  dp  plan. 


^Q^Q^ 


MfiMOIRE 


SUR 


LINTEGRATION  DES  EQUATIONS  DIFFERENTIELLES 

AU  MOYEN  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES  "^i 

Pae  mm.  briot  ct  bouquet. 

(Troisienie  Memoire.) 


101.  Dans  le  precedent  Memoire,  nous  avons  developpe  une  methode 
generale  pour  etudier  les  proprietes  des  fonctions  deiinies  par  les  equations 
differentielles.  Nous  nous  proposons  actuellement  d'appliquer  cette  me- 
thode aux  equations  differentielles  de  la  forme 


p(S'»)=»- 


dans  laquelle  F  designe  un  polynome  entier  entre  la  fonction  u  et  sa  derivee 
-7- J  du  degre  m  par  rapport  a  cette  demiere,  et  ne  contenant  pas  la  va- 
riable z. 

Nous  demontrons  d'abord  qu'a  chaque  valeur  de  u  correspondent  m 
valeursde  z,  augmentees  ou  diminuees  de  multiples  quelconques  de  cer- 
taines  periodeS  eo^eo' ^.  .  .. 

Nous  demontrons  ensuite  que,  si  a  chaque  valeur  de  la  variable  corres- 
pond un  nombre  limite  de  valeurs  de  la  fonction  w,  Tintegrale  est  la  racine 
d'une  equation  algebrique  entiere  entre  u  et  une  quantite  qui  est,  ou  la  va- 
riable independante  z  elle-mcme,  ou  la  fonction  circulaire  tang  —  >  ou  la 
fonction  elliptique  sina/n(g*z),  que  nous  designerons  par  A  (z). 

Nous  concluons  de  la  que,  si  Tintegrale  est  monodrome,  c'est-a-dire  n'a 

•  (*)  ftlemoire  prrsentc  h  rAVradcmie  des  Sciences,  le  3i  dcceinbre  i855  [Comptes  rendus,  t.  XLI^ 
page  1229). 
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qu'une  valeur  pour  chaque  valeur  de  la  variable,  elle  est,  ou  une  fraction 
rationnelle,  ou  une  fonction  monodrome  simplement  periodique,  ou  une 
fonction  monodrome  doublement  periodique.  Dans  le  preiriiercas,  Tinte- 
grale  est  le  quotient  de  deux  polynomes  entiers  en  z,  Tun  du  degr^  m,  Tautre 
du  degre  m  au  plus.  Dans  le  second  cas,  Tintegrale  s'exprime  par  tine  frac- 
tion rationnelle  en  tang  — ;  dans  le  troisieme  cas,  par  une  fraction  ration- 
nelle entre  la  fonction  elliptique  A(z)  et  sa  derivee  A',  ainsi  qu'il  resulte  d'un 
remarquable  theoreme  de  M.  Liouville. 

Nous  nous  occupons  specialement  dans  ce  Memoire  des  equations  diffe- 
rentielles  qui  admettent  des  integrales  monodromes.  Nous  donnons  d'abord 
les  caracteres  tres-simples  par  lesquels  on  reconnait,  a  Tinspection  de  Te- 
quaticm  differentielle,  si  I'integrale  est  monodrome,  et  ensuite  nous  disons 
comment  on  distingue  a  quelle  categoric  elle  appartient. 

Gette  etude  directe  de  Tequatlon  differentielle  a  une  grande  importance, 
elle  nous  donne  d'abord  les  proprietes  fondamentales  de  la  fonction  inte- 
grale,  et  en  caracterise  la  nature.  Elle  nous  permet,  en  outre,  d'effectuer 
rintegration  telle  qu'on  Tentend  habituellement,  c'est-a-dire  d'exprimer  la 
fonction  integrale  au  moyen  des  signes  convenus,  lorsque  cela  est  possible. 
Nous  trouvons  la  forme  de  T  expression  et  nous  en  calculous  ensuite  les 
coefficients.  Ces  coefficients  sont  de  deux  sortes,  ceux  qui  entrent  dans  la 
composition  de  T expression  et  ceux  qui  servent  a  definir  la  fonction  circu- 

laire  tang  — >  ou  la  fonction  elliptique  A  {z).  Nous  obtenons  les  premiers  au 

moyen  d' equations  du  premier  degre.  Lorsque  Tintegrale  est  simplement 
periodique,  la  constante  a?,  qui  entre  dans  la  fonction  circulaire,  est  four- 
nie  immediatenient  par  Tequation  difJerentielle.  Lorsque  Tintegrale  est  dou- 
blement periodique,  les  deux  constantes,  qui  definissent  la  fonction  elliptique, 
sont  donnees  par  des  equations  algebriques  d*un  degre  plus  ou  moins 
eleve. 


102.  Dans  un  precedent  Memoire  (*),  nous  avons  etudie  les  equations 
differentielles  binomes 


(: 


(*)  Comptes  rendus  fics  seances  fie  rjeademie  des  Sciences,  tome  XL,  page  342. 
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et  nous  avons  demontre  que,  outre  les  cas  oil  Tintegrale  est  rationnelle  ou 
simplement  pefiodique,  il  existe  onze  equations  differentielles  qui  donnent 
naissance  a  des  fonctions  monodromes  doublement  periodiques.  Les  conse- 
quences auxquelles  nous  sommes  arrives  dans  ce  Memoire  par  une  autre 
methode,  se  deduisent  immediatement  des  principes  que  nous  etablissons 
dans  le  Memoire  actuel. 

Nous  avons  applique  notre  methode  d'integration  a  d'autres  exeraples 
plus  compliques.  Voici  quelques-uns  de  ceux  que  nous  avons  traites. 

L'equation  difFerentielle 

admet  une  integrale  rationnelle 

2  4 

.    u  = 


24^ 


L'equation  difFerentielle 

admet  une  integrale  monodrome   simplement   periodique,    qui   a   pour 
expression 

-tang-(i+tan6«-j 
U  =  . ^^ ^  > 

Ci)  .TtJS 

TT         ^     to 

la  p^riode  oi  etant  egale  a  -^  ttL 
Les  equations  differentielles 

(sy-3(gy-M«'-.)-+4=o, 
(s)'+3»>(sy-(«'-.)"-4«'=o, 

XXXn*  Cahier.  26 


a02  INT^GBATION   DBS   EQUATIONS   DIFF]£r£NTIELLES 

adniettent  pour  integrates  des  fonctions  monodromes  doublement  perio 
diques  ayant  pour  expressions 


/# 

_a^ 

a 

a 

€*> 

X 

> 

U 

=  Aa* 

-hBA 

+  Cm', 

AX«- 

f-BX  + 

CXX'      • 

u  = 


Nous  en  calculous  les  coefficients. 

Nous  avons  applique  aussi  notre  methode  a  Tequation  du  cinquieme  degre 

(s)"+("--)(£)'-i:  «•(«■-.)•=«, 

qui  a  pour  integrate  une  fonction  monodrome  doublement  periodique 

A^*-KBi«^- C -h  (DX'-h  E)  V 


u  = 


X(i_A«X*) 

Dans  tons  ces  examples,  afin  de  fixer  les  idees,  nous  avons  suppose  que,  la 
variable  z  partant  de  2  =  o,  la  fonction  a  la  valeur  initiale  w  =  o,  et  la  de- 

rivee  la  valeur  corrcspondante  (  t- J  =  i .  Pour  avoir  Tintegrale  generate,  il 

suffiraiti  dans  chacune  des  expressions  precedences,  de  remplacer  la  variable  z 
par  z^-i-  Zy  z^  etant  une  constante  arbitraire. 

Ces  demiers  exempFes  ne  nous  paraissent  integrables  par  aucun  des 
moyens  connus  jusqu'a  present. 

I. 

105.  Th]^oreme  XIX.  —  Etant  dormee  une  equatian  diffl^entieUe  de  la 
forme 

(■)  f("'S)  =  ''. 

dans  laquelle  F  designe  un  pofynome  entier  entre  la  fonction  u  et  sa  derwee 
T~  J  du  degr^  m  par  rapport  a  cette  dernihre,  et  ne  contenant  pas  la  va- 
riable z;  a  chaque  valeur  de  u  correspondent  m  valeur s  de  z  augmentees 
ou  diminuSes  de  multiples  quelconques  de  certaines  p6riodes. 
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Soit  m  le  degre  de  Tequation  par  rapport  a  ^»  La  variable  z  part  de 

jz  =  z^,  ]a  fonction  u  ayant  la  valeur  initiale  arbitraire  m^,  et  le  coefficient 

difTerentiel  une  valeur  determinee  (  ^ )  '  satisfaisant  a  Tequation.  Gonside- 

rons  d'abord  u  comme  la  variable  et  z  comme  la  fonction ;  a  chaqiie  valeur 

de  u  correspondent  m  valeurs  de  ^>  donnees  par  I'equation.  Si  la  variable  w, 

partant  de  u^^  revient  au  point  de  depart  apres  avoir  decrit  un  contour 
ferme  ne  comprenant  aucun  point  pour  lequei  la  racine  de  Tequation  (i) 

devient  egale  a  une  autre,  le  coefficient  difTerentiel  -j-  reprendra  sa  valeur 
primitive  (  5- )  ;  ^^  Taccroissement  de  2,  c'est-a-dire  la  valeur  de  Tintegrale 

le  long  de  ce  contour,  sera  nul.  Mais,  si  le  contour  ferme  decrit  par  la  va- 
riable u  comprend  un  ou  plusieurs  points  pour  lesquels  F  equation  admet  des 
racines  egales,  le  coefficient  differentiel  pourra  changer  et  prendre  une  va- 
leur differente  (  ^  ]  ;  en  faisant  decrire  a  la  variable  u  differents  contours 
fermes,  on  obtiendra  necessairement  les  m  valeurs  du  coefficient  differentiel 

\duj^  \duj^  \duJ2  \dujm-^t 

qui  correspondent  a  «^  =  w^,  et  Tintegrale  z  acquerra  les  m  valeurs  corres- 
pondantes 

Plusieurs  contours  peuvent  conduire  a  la  meme  valeur  de  ^^ ;  nous  nous 

dz 

bomons  pour  le  moment  a  m  contours  ramenant  m  valeurs  distinctes  de  ^r' 

Supposons  maintenant  que  la  variable  w,  apres  avoir  decrit  un  quel- 
conque  de  ces  m  contours,  aille  du  point  u^  a  un  point  quelconque  u  du 
plan,  en  suivant  un  certain  chemin,  par  exemple  le  chemin  rectiligne,  Tinte- 
grale  2  prendra  m  valeurs  distinctes  au  point  u.  Ainsi  a  chaque  valeur  de  u 
correspondent  deja  m  valeurs  de  z.  • 

Nous  avons  fait  usage  de  contours  fermes  qui  donnent  au  coefficient  dif- 
ferentiel ^  les  m  valeurs  qui  correspondent  a  u  =  Uq.  En  decrivant  un  autre 

26.  • 
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contour  ferine,  on  reproduira  necessaireraentrune  des  m  valeurs  precedentes 
de  -i^-  Considerons  un  contour  ferine,  comprenant  des  poijits  pour  lesquek 

r equation  admet  des  racines  egales  et  ramenant  la  valeur  initiale  (^  )    du 

coefficient  difFerentiel ;  designons  par  eo  Faccroissement  de  z  le  long  de  ce 
contour.  Si  Ton  fait  marcher  la  variable  u  Ae  u^ku  suivant  une  ligne  quel- 
conquCx  soit  directement  en  partant  de  Torigine  u^^  soit  apres  avoir  decrit  le 
contour  ferme  dont  il  s'agit,  le  coefficient  differentiel  redevenant  le  meme 
en  u^  et  restant  par  consequent  le  meme  le  long  de  la  ligne,  on  aura  la 
meme  integrale  definie  dans  les  deux  cas ;  seulement  la  valeur  de  z  sera 
augmentee  d'une  quantite  constante  co.  Si  Ton  avait  decrit  deux  fois  le  meme 
contour  ferme,  on  aurait  augmente  la  valeur  de  z  de  la  quantite  constante  201, 
et  ainsi  de  suite.  Comme  on  pent  ajouter  ce  contour  ferme  une  ou  plusieurs 
fois  avant  chacun  des  chemins  dont  nous  avons  parle  precedemment,  on 
voit  qu'a  chaque  valeur  de  u  correspondent  actuellement  m  series  de  valeurs 
de  z  en  progressions  arithmetiques  dont  la  raison  est  co. 

S'il  existe  un  autre  contour  ferme,  ramenant  la  valeur  initiale  {-£•]   du 

coefficient  difFerentiel  avec  un  accroissement  oi'  different  de  a>,  cet  accrois- 
sement  «'  sera  une  seconde  periode,  et  chacune  des  m  valeurs  de  z  pourra 
etre  augmentee  de  multiples  quelconques  de  a>  et  de  co'.  On  obtiendra  ainsi 
un  certain  nombre  de  periodes  que  Ton  pourra  en  general  reduire  a  un 
moindre  nombre  de  periodes  distinctes. 

II  suffit,  pour  avoir  toutes  les  periodes,  de  considerer  les  contours  fermes 

qui  ramenent  la  valeur  initiale  ( 3-  )    du  coefficient  difFerentiel,  avec  divers 

accroissements  a>,  o)',. . .  de  1' integrale.  Imaginons,  par  exemple,  un  contour 

ferme  qui  ramene  la  valeur  i-j-)  et  qui  fasse  acquerir  a  Tintegrale  la  valeur 

z,  -f-  a>^ ;  si,  apres  avoir  parcouru  ce  contour,  on  decrit  en  sens  inverse  le 

contour  qui  a  produit  la  valeur  z, ,  on  reviendra  a  la  valeur  initiale  {-j-) 

du  coefficient  difE^entiel,  T integrale  ayant  algrsla  valeur  Zq+  co.  Ces  deux 
contours  reunis  forment  done  un  des  contours  consideres  precedemment. 

On  conclut  de  ce  qui  precede  qu'a  une  meme  valeur  de  u  correspondent 
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m  valeurs  de  z  dont  chacune  peut  etre  augmentee  de  multiples  de  certaines 
periodes  ev,  oi^ . .  • . 

104.  Remarque  /.  —  II  peut  arriver  que  Tintegrale  definie  le  long  de 

chacun  des  contours  fermes  qui  ramenent  la  valeur  iiiitiale  (  3-  )  '  soit  nulle. 

Dans  ce  cas,  a  chaque  valeur  de  u  correspondent  seulement  m  valeurs  de  z. 
D'ailleurs  z  ne  devient  infinie  que  pour  un  nombre  limite  de  valeurs  de  u  ; 

car  lorsque  z  devient  infinie  pour  une  valeur  finie  de  «,  ^  devient  nulle ; 
la  valeur  de  u  annule  done  le  terme  independant  de  ^  dans  Tequation  difFe- 

rentielle.  Si  Ton  considere  une  fonction  symetrique  entiere  des  m  valeurs 
de  Zj  telle  que  leur  somme,  cette  fonction,  etant  monodrome  par  rapport  a  u 
et  n'ayant  qu'un  nombre  limite  d'infinis,  sera^une  fonction  rationnelle  de  u. 
II  en  resulte  que  z  est  racine  d'une  equation  du  degre  m  par  rapport  a  z,  dans 
laquelle  les  coefficients  sont  des  fractions  rationnelles  de  u.  Reciproquement, 
u  est  une  fonction  algebrique  de  z  (n'^  43). 

105.  Remarque  II.  —  Nous  ferons  observer  que  I'integrale  d'une  equa- 
tion differentielle 

contenant  la  variable  z,  F  designant  tou jours  un  polynome  entier,  ne  peut 
etre  periodique.  Car  lorsque  la  fonction  u  est  periodique,  a  des  memes  va- 
leurs de  1^  et  de  ^  correspondent  une  infinite  de  valeurs  de  z.  Mais  I'ihte- 
grale  peut  Stre  algebrique,  et  meme  entiere  ou  rationnelle. 

106.  Th^oreme  XX.  —  Lorsque  VintSgrale  admet  un  nombre  limits  de 
valeurs  pour  chaque  valeur  de  la  variable  y  cest  une  fonction  algSbrique,  soil 

par  rapport  a  z,  soit  par  rapport  a  tang — >  soit  par  rapport  a  A(z),  [a(z) 
designant  la  fonction  elliptique]. 

Nous  allons  faire  voir.d'abord  que  lorsque  la  fonction  integrale  admet.  un 
nombre  limite  de  valeurs  pour  chaque  valeur  de  z,  elle  ne  peut  avoir  plusde 
deux  perio4es;  car,  si  elle  avait  trois  periodes  distinctes  a>,  eo\  a>'\  elle 
admettrait  un  nombre  infini  de  valeurs  pour  chaque  valeur  de  z.  En  effet, 
quand  on  fait  marcher  la  variable  z  lelong  d'une  courbe,  Tintegrale  est  bien 
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determinee.  Solent  u  et  u'  les  valeurs  qu'elle  acquiert  aux  points  z  et  z'  de 
cette  courbe.  On  sait  que  Ton  pent  determiner  trois  nombres  entiers  iw,  m\ 
m'\  positifs  ou  negatifs,  de  maniere  que  la  somme  ma> -+- m'^'+ m^oi''^ 
differe  inRniment  peu  d'une  quantite  donnee  z  —  z' .  Supposons  qu'apres 
avoir  fait  marcher  la  variable  jusqu'au  point  z\  on  lui  fasse'decrire  ensuite 
le  chemin 

mcA  -^  m  Of  '-h  ffi  CO  , 

de  telle  sorte  que  la  fonction  u  decrive  les  contours  fermes  qui  produisent 
les  accroissements  mo),  m'a>\  m'^oi",  la  fonction  prendra  au  point  z  la  valeur 
u'  qu'elle  avait  au  point  quelconque  z'  de  la  courbe  suivant  laquelle  on  a 
integre.  La  fonction  aura  ainsi  au  point  z  une  infinite  de  valeurs. 

On  conclut  de  la  que  la  fonction  integrale  ne  peut  avoir  plus  de  deux 
periodes.  Dans  le  cas  ou  les  periodes  sont  nulles,  I'integrale,  comme  nous 
I'avons  fait  voir,  est  donnee  par  une  equation  algebrique  entre  u  et  z. 

Supposons  qu'il  n'y  ait  qu'une  periode  a;  a  chaque  valeur  de  u  corres- 
pondent m  valeurs  de  z, 

augment^es  des  multiples  de  a>,  et  par  consequent  seulement  m  valeurs  de 
tang  -, 

tang-,       tang—,       tang—,..-,       tang-^^. 

Toute  fonction  symetrique  entiere  de  ces  quantites,  telles  que  leur  somme, 
la  somme  de  leurs  produits  deux  a  deux,  etc. ,  sera  une  fonction  monodrome 
par  rapport  a  u;  cette  fonction  monodrome,  ne  devenant  infinie  que  pour 

les  valeurs  de  u  en  nombre  Umite  qui  correspondent  a  z  =  — »  sera  done  une 
fraction  rationnelle  de  u.  Ainsi  tang  —  est  donnee  par  une  equation  du  degre 

m  ayant  pour  coefficients  des  fractions  rationnelles-  en  u.  Reciproquement^ 
u  sera  donnee  par  une  equation  ayant  pour  coefficients  des  fractions  ration- 

nelles  en  tang  —  • 

Supposons  maintenant  que  F integrale  admette  deux  periodes  distincles  oi 
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et  «'.  Goncevons  une  foncdon  elliptique  A(z)  definie  par  Tequation 

et  admettant  les  deux  periodes  e»  et  co\  A  chaque  valeur  de  u  correspondent 
m  valeurs  de  2,  . 


5, ,  Zg  .  .  .  ,  ^m^i  7 


augmentees  des  multiples  des  deux  periodes  oi  et  q»\  et  par  consequent  seu- 
lement  m  valeurs  de  A  (z) , 

•        A(z),        A(z.),...,        A(z,^,). 

On  verra  de  la  meme  maniere  que  loute  fonction  symetrique  entiere  de  ces 
quantites,  etant  monodromfi  par  rapport  a  »,  et  n'admettant  qu'un  nombre 
limite  d'infinis,  est  une  fraction  rationnelle  en  u.  On  en  conclut  que  A(s) 
est  donn^  par  une  equation  du  degre  m  en  A  ayant  pour  coefficients  des  frac- 
tions rationnelles  de  u.  Reciproquement,  u  sera  donnee  par  une  equation 
ayant  pour  coefficients  des  fractions  rationnelles  en  A  (z). 

107.  Theoreme  XXI.  —  Lorsque  V integrate  est  morwdrome,  c'est,  ou 
une  fraction  rationnelle,  ou  une  fonction  simplement  periodique,  ou  une 
fonction  doublement  pSriodique. 

Supposcms  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  SitreconnuqueTintegrale 
de  I'equation  differentielle 

F(«,-)  =  o  •■ 

soit  monodrome  dans  toute  Tetendue  du  plan.  D'apres  ce  que  nous  avons 
dit  dans  le  theoreme  precedent,  le  nombre  des  periodes  ne  peut  surpasser 
deux.  Si  les  periodes  sont  nulles,  la  fonction,  etant  algebrique  et  monodrome, 
est  une  fraction  rationnelle,  c'est-a-dire  le  quotient  de  deux  polynomes 
entiers  en  z,  Fim  du  degre  m,  Fautre  au  plus  du  degre  m. 

Si  la  fonction  est  simplement  periodique,  elle  s^exprimera  par  une  fraction 

rationnelle  en  tang — •  Car  I'equation  entiere,  qui  existe  entre  u  et  tang  —  ? 

se  reduit,  dans  ce  cas,  au  premier  degre  par  rapport  a  u. 

Si  la  fonction  est  doublement  periodique,  Tequation  entiere  qui  existe 
entre  w  et  A  (z)  se  reduit,  non  pas  an  premier  degre,  mais  au  second  degre ; 
car,  a  une  meme  valeur  de  A  correspondent,  dans  chaque  parallelogramme 
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des  periodes,  deux  valeurs  de  z  et^  par  consequent,  deux  valeurs  de  u. 
Mais,  en  resolvantTequation,  on  obtientpour  u  une  fraction rationnelle  enA 

et/(n"5l). 

11. 

108.  Nous  avons  demontre  que  Tintegrale  d'une  equation  differentielle 
de  la  forme 

(.)  f(".S)  =  ''.  .     • 

lorsqu'elle  est  monodrome,  est  ou  une  fraction  rationnelle;  ou  une  fonction 
simplement  periodique,  ou  une  fonction  doublement  periodique.  Nousallons 
maintenant  nous  occuper  des  moyens  de  reconnaitre  si  I'integrale  est  mono- 
drome,  puis  nous  dirons  comment  on  distingue  a  quelle  categorie  elle 
appartient. 

Nous  avons  fait  partir  la  variable  z  du  point  z  =  z^,  la  fonction  u  ayant 
la  valeur  initiale  arbitraire  w^,  et  le  coefficient  differentiel  une  valeur  deter- 

minee  U^,  satisfaisant  a  Tequation.  Tant  que  le  coefficient  differentiel  ^> 

que,  pour  abreger,  nous  repr^senterons  par  U,  reste  racine  simple  de  Tequa- 
tion  proposee,  U  est  une  fonction  monodrome  de  u  et,  par  consequent, 
u  fonction  monodrome  de  z.  Voyons  ce  qui  arrive  lorsque,  z  arrivant  au 
point  Zf  et  2^  a  la  valeur  i/, ,  le  coefficient  differentiel  devient  racine  multiple 
de  Tequation. 

Nous  distinguerons  ces  racines  multiples  en  deux  sortes  :  les  racines  nulles 
et  les  racines  differentes  de  zero. 

109.  Supposons  d'abord  que  le  coefficient  devienne  egal  a  une  racine 
mtdtiple  U,,  differente  de  zero.  Posons 

/  /  du!        TT 

Si  m'  est  une  fonction  monodrome  de  z'  autour  du  point  z'  =  o,  elle 
se  developpera  en  serie  convergente  suivant  les  puissances  entieres  crois- 
santes  de  z', 

(2)  u'  =  U, z'  +  az'*  +  te"  -H . . . ; 
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la  serie  commence  par  un  terme  du  premier  degre  ayant  pour  coefiScient  U, ; 
car,  pour  z'=?  o,  la  derivee 

(3)  g  =  U,  +  2az'-i-  3bz'' 4- .  .  . 

doit  se  reduire  a  la  valeur  U^.  La  serie  (2)  montre  que,  reciproquement,  z' 
est  une  fonction  monodrome  de  w'  s'evanouissant  avec  u\  et  qui  pourra  se 
developper  en  serie  convergente  suivant  les  puissances  croissantes  de  w', 

En  remplai^t  2'  par  sa  valeur  dans  Tequation  (3),  on  voit  que  ^  est  une 
fonction  monodrome  de  u' . 

Ainsi,  lorsque  le  coefficient  differentiel  U  devient  egal  a  une  racine  mul- 
tiple differente  de  zero,  pour  que  la  fonction  int^grale  u  reste  monodrome, 
il  est  necessaire  que  la  fonction  implicite  U,  definie  par  T  equation 

F(«,U)  =  o, 

reste  elle-meme  fonction  monodrome  de  ti.  C'est  ce  que  Ton  reconnaitra  aise- 
ment  par  la  m^thode  employee  par  M.  Puiseux  pour  T etude  des  fonctions 
algebriques. 

110.  Supposons  maintenant  que  le  coefficient  differentiel  U  devienne 
egal  a  une  racine  multiple  nulle.  Posons,  comme  precedemment, 

z  =  z,-+-z,       w==e^^-hM,       ^  =  U; 

Tequation  (i)  ne  renfermera  que  des  termes  infiniment  petits  contenant  en 
facteurs  des  puissances  de  u'  etde  U. 

Comme  Ta  fait  voir  M.  Puiseux,  quand  plusieurs racines  deviennent  egales 
entre  elles  en  un  certain  point  z'=  o,  elles  se  disposent  par  groupes  de  n 
racines  qui  se  permutent  les  unes  dans  les  autres  circulairement,  lorsqu'on 
tourne  autour  de  ce  point,  et  les  n  racines  du  groupe  se  developpent  en 

X 

une  serie  convergente  ordonnee  suivant  les  puissances  croissantes  de  z'", 

(4)  0  =  Am'"H-Bk'  "    -t-Ca'   »    4-.... 

XXXrV  Cahier.  27 
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Nous  n'avons  pas  a  nous  occuper  du  cas  oil  le  degre  du  premier  terme  est 
egal  ou  superieur  a  Funite;  car,  dans  ee  cas,  quand  u'  tei^d  vers  zero, 
z'  augmente  indefiniment,  et  la  circonstance  dont  il  s'agit  ne  se  presente  pour 
aucune  valeur  finie  de  %•  Nous  supposerons  done  I'exposant  du  premier 
terme  plus  petit  que  I'unite,  et  nous  allons  demontrer  que  la  condition  ne- 
cessaire  et  sufBsante  pour  que  la  fonction  integrate  reste  monodrome,  c'est 

que  cc  premier  exposant  -  soit  de  la  forme ou  i 

En  effet,  si  la  fonction  u'  est  monodrome,  elle  se  developpera  suivant  les 
puissances  entieres  croissantes  de  z',  et  comme  la  derivees'annule  avec  z',  la 
serie  ne  contiendra  pas  de  termes  du  premier  degre.  On  aura  done 


(5) 

m'=:  az'"^  bz'"^*  -f-  cz'"^' 

d'ouTondeduit 

(6) 

''f,  =/iaz'"-'-|-(/»+i)fe 

fn 


En  vertu  de  la  serie  (5),  z'  est  une  fonction  de  u'  qui  se  developpe  en  serie 

I 
convergente  suivant  les  puissances  croissantes  de  w'",  de  telle  sorte  que 

I  a 


Si  Ton  remplace  z'  par  sa  valeur  dans  I'^quation  (6),  on  aura  une  serie  de 
la  forme 

A  f/  "    _i_  Rf//»-j_  r. wi 


(7)  ^=Am'  "    +B£^'^-f-Ga'   "  4-.... 


Ceci  montre  bien  que  le  premier  terme  de  la  serie  (4)  doit  avoir  son  expo- 
sant -  irreductible  et  de  la  forme  2-Zli  ou  i 

n  n  n 

Celte  condition  est  sufBsante;  car  si  elle  est  remplie,  T equation  differen- 
tielle  donnera  pour  le  coefficient  differentiel  un  developpement  de  la  forme 


du 


dz 
En  posant 


^  =  Att'   "    H-Btt'^H-C//  " 


u'^u"", 
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on  obtient 


et  plus  simplement 


du"       A        B    „       C     ,f^ 

T  =  -  -4-  -  w   -f-  -  w  '  4- 


Le  coefficient  difFerentiel  ^,  etant  une  fonction  monodrome  de  w'^  ne  s'annu- 

lant  pas  pour  «''=  o,  la  fonction  integrale  u''  est  une  fonction  monodrome 
de  z'  et,  par  consequent,  u'  est  elle-meme  une  fonction  monodrome  de  s'. 

111.  La  fonction  integrale  u  peut  encore  acquerir  des  valeurs  multiples 
d'une  autre  maniere ;  c'est  lorequelle  devient  infinie  pour  une  valeur  finie  z, 
de  la  variable  z.  L'equation  differentielle,  ordonnee  suivant  les  puissances 

decroissantes  de  j->  s'ecrira 

dz 

(8)  (S)"+/.w(sr+/,w(gfv...+/.w=o. 

Nous  remarquons  d'abord  que  les  coefficients,  que  nous  avons  designes 
par/i  (w),  yi  (a),  .  .  . ,  doivent  etre  des  fonctions  entieres  de  u.  Car,  si  la 
fonction  integrale  est  monodrome  dans  toute  Tetendue  du  plan,  sa  derivee 
jouit  de  la  meme  propriete  et  ne  devient  infinie  que  lorsque  la  fonction  u 
devient  elle-meme  infinie.  Or,  si  Tun  des  coefficients  etait  une  fraction  ration- 

nelle  en  i^,  il  deviendrait  infini,  ainsi  que^^  pour  une  valeur  finie  de  u. 

Pour  voir  ce  qui  arrive  quand  la  fonction  u  devient  infinie  pour  une 
valeur  finie  de  la  variable,  posons 

I 

d'ou  Ton  deduit 

du  I    rfv 

dz  v^  dz 

L'equation  differentielle  devient 

(9)  (sr—/.(o  (sr'-^'/.(i)  [%)'-' ...  ±  ^"/4„-)=o. 

Pour  que  la  fonction  integrale  \>  soit  monodrome,  il  faut  d'abord,  d'apres 
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ce  que  nous  venons  de  dire,  que  cette  nouvelle  equation  ait  tous  ses  coeffi- 
cients entiers.  Ainsi  le  polynomey,  (u)  sera  au  plus  du  second  degre,/",  {u)  au 
plus  du  quatrieme  degre,  .  • .  ,^(m)  au  plus  du  degre  am. 

Afin  de  rendre  u  infinie,  faisons  1^  =  0.  Si,  pour  i^  =  o,  T^quation  (9) 
n^admet  que  des  racines  simples,  la  fonction  (^  sera  monodrome  et,  par  conse- 
quent, la  fonction  u\e  sera  egalement.  Si  Tequation admet  des  racines  mul- 
tiples, on  leur  appliquera  les  caracteres  donnes  prec^demment. 

112.  En  resumant  ce  qui  precede,  nous  pouvons  enoncer  le  theoreme 
suivant : 

Th^orIime  XXII.  —  Pour  quune  Equation  diffiirentieUe  du  premier 
ordre  de  la  forme 

admette  une  integrale  monodrome  :   i^  les  coefficients  f\u)^  fA^)^  •  •  •> 

f^  (u)  doipent  etre  despolynomes  entiers  en  u  et,  au  plus,  le  premier  du  second 

degr^,  le  second  du  quatrieme  degre, ...,  le  dernier  du  degrS  2m;  2?  quand, 

pour  une  certaine  a)aleur  de  u,  liquation  a  une  rax^ine  multiple  differente 

de  zero,  -^  doit  rester  monodrome  par  rapport  a  u;  3®  quand,  pour  une 

certaine  valeur  u^  de  u,  t equation  a  une  racine  multiple  Sgale  a  zero,  le 

premier  terme  du  di^eloppement  de  -^y  suivant  les  puissances  croissantes  de 

t 
(u  —  w,)",  doit  avoir  Uexposant    ~   >  sicet  exposant  est  plus  petit  que  tur 

niti;  4^  enfin  Equation  diffi&rentieUe  que  ton  diduit  de  la  premiere  enpo- 

sunt  a  =  - ,  doit  ojffrir,  pour  1;  ==  o,  fe^  memes  caracteres. 

n  est  evident  que  ces  conditions  sont  suffisantes. 

III. 

1 13.  Nous  avons  donne  les  caracteres  auxquels  on  reconnatt  si  Tintegrale 
est  monodrome.  Nous  savons  d'ailleurs  que,  lorsqu'elle  est  monodrome,  I'in- 
tegrale  est,  ou  rationnelle,  ou  simplement  periodique,  ou  doublement  perio- 
dique.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  comment  on  distingue  a  laquelle 
de  ces  trois  categories  appartient  la  fonction  integrale. 
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tl  peut  arriver  que,  u  etant  consideree  comme  la  variable  et  z  comme  la 
fonction,  z  devienne  infinie  quand  u  tend  vers  une  certaine  valeur.  Si,  pour 
une  valeur  finie  u^  de  u,  T equation  (8)  admet  une  racine  nulle,  et  si  le  pre- 
mier terme  du  developpement 

a  un  exposant  -  egal  ou  superieur  a  T unite,  il  est  evident  que,  lorsque  u 

tendra  vers  la  valeur  u^^  z  augmentera  indefiniment.  De  m^me,  si,  pour 
p  =  o,  I'equation  (9)  admet  une  racine  nuUe  d'un  degre  egal  ou  superieur 
a  Tunite  par  rapport  h.  p,  quand  v  tendra  vers  zero,  ou  u  vers  Tinfini,  z  aug-- 
mentera  indefiniment. 

114.  Quand  aucune  de  ces  circonstances  ne  se  presente,  e'est-a-dire quand , 
dans  les  equations  (8)  et  (g),  les  racines  nulles  sont,  par  rapport  a  1^  ou  a  (^, 
d'un  degre  inferieur  aTunite,  z  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  finie  ou 
infinie  de  u.  II  est  aise  de  voir  que,  dans  ce  cas,  la  fonction  integrale  u  est 
doublement  periodique.  Concevons,  en  effet,  que  la  variable  u  se  meuve 
dans  toute  Tetendue  du  plan,  partant  de  Vorigine  u  =  u^^  suivant  des  che- 
mins  rectilignes,  et  aussi  en  decrivant  les  m  —  i  contours  qui  font  acquerir 

a  ^  les  m  valeurs  qu'il  peut  avoir  en  chaque  point.  Puisque  la  foncticHfi  z 

conserve  une  valeur  finie,  elle  decrira  une  portion  limitee  du  plan  {Jig.  1 3). 

Fig.tZ. 


Prenons  un  point  M'  en  dehors  de  cette  portion  du  plan ;  z  etant  cOnsidere 
comme  la  variable  et  u  comme  la  fonction,  quand  z  arrivera  au  point  M^  la 

fonction  11  aura  une  valeur  determinee,  ainsi  que  sa  derivee  ^-  A  ces  valeurs 
de  u  et  de  n^  correspond,  dans  la  portion  limitee  du  plan,  un  certain 
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point  M;  la  quantite  geometrique  MM^  que  nous  designerons  par  co,  est 
line  premiere  periode.  Gar,  aux  deux  points  M  et  M^  la  fonction  i^  et  sa 

derivee  -j^  ayant  les  memes  valeurs,  il  est  clair  que,  si  la  variable  z,  partant 

de  chacun  de  ces  deux  points,  decrit  des  lignes  egales  et  paralleles,  telles  que 
MN,  M'N',  la  fonction  u  aura  sur  ces  deux  lignes,  aux  points  correspon- 
dants  N,  N',  la  meme  valeur.  Ainsi  la  portion  finie  du  plan  abed  se  repro- 
duit  a  cote  une  premiere  fois,  puis  une  seconde  fois,  et  indefiniment.  On 
obtient^de  la  sorte  une  bande  indefinie*  Prenons,  en  dehors  de  cette  bande, 
un  point  M^^;  a  ce  point  M^^  correspond  un  point  M  dans  la  portion  finie  du 
plan  abed,  et  Ton  verra  de  meme  que  la  quantite  geometrique  MM^',  que 
nous  designerons  par  ea\  est  une  seconde  periode.  Grace  a  ces  deux  pe- 
riodes  ea  et  a>\  la  portion  limitee  du  plan  abed,  se  reproduisant  dans  les 
deux  sens,  couvrira  tout  le  plan.  Ainsi,  dans  le  cas  que  nous  considerons, 
la  fonction  integrale  u  est  doublement  periodique. 

II  est  evident  d*ailleurs  que  cette  condition  est  necessaire ;  car  une  fonc- 
tion doublement  periodique  prend  toutes  les  valeurs,  quand  la»variable  z  se 
meut  dans  un  parallelogramme  des  periodes,  et  elle  decrit  un  nombre  infini 
de  contours  quand  z  augmente  indefiniment.  Reciproquement,  z  ne  pent 
devenir  infinie  que  si  u  decrit  un  nombre  infini  de  contours. 

lis.  Gonsiderons  maintenant  le  cas  qii  Tintegrale  est  rationnelle,  et  sup- 
posons  d'abord  que  le  degre  du  numerateur  ne  surpasse  pas  celui  du  deno- 
minateur.  Quand  z  augmentera  indefiniment,  u  tendra  vers  une  valeur  finie 
et  determinee  w,.  Si  Ton  pose 

u^  se  developpera  suivant  les  puissances  entieres  croissantes  de  t  pour  toutes 
les  valeurs  de  t  inferieures  a  un  certain  module,  ou  pour  toutes  les  valeurs 
de  z  superieures  a  un  certain  module,  et  Ton  aura 

u  =  at" -h  bf^' -h 

On  en  deduit 

I  a  3 
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les  nouveauK  coefBci^nts  etant  lies  aux  premiers  par  les  relations 


a'"=-»         ba^^nah^=z  o,. . . 

a 


En  differentiant,  on  a 


si  Ton  remplace  t  par  sa  valeur  en  fonction  de  u\  il  vient 

W-+-I  n -+-  3  ii-h 4 

—  A  ,/ 

dz 


(lo)  ^=Aw'   "    +Gtt'   «    +Dw'" 


II  est  a  remarquer  que,  en  vertu  des  relations  qui  existent  entre  les  coeffi- 

cients,  le  coefficient  du  terme  en  u'  "  est  nul.  Ainsi,  a  une  valeur  finie  w, 
correspond,  dans  I'equation  differentielle,  un  groupe  de  n  racines  egales  a 
zero,  tellesque  le  premier  terme  du  developpement  a  un  exposant  irreductible 

superieur  a  I'unite  et  de  la  forme  - — ^  oil  i  -h  ->  le  second  terme  manquant. 

Si  le  numerateur  de  la  fraction  rationnelle  est  d'un  degre  plus  eleve  que 

le  denominateur,  u  augmentera  indefiniment  avec  z ;  mais  i^  =  -  tendra  vers 

zero,  et,  pour  i^  =  o,  I'equation  (9)  offrira  un  groupe  de  n  racines  egales  a 
zero  satisfaisant  aux  conditions  enoncees  plus  haut. 

Reciproquement,  si  I'equation  (8)  pour  une  valeur  finie  u^  de  w,  ou  Te- 
quation  (9)  pour  i;  =  o,  presente  un  groupe  de  n  racines  egales  a  zero  satis- 
faisant a  ces  conditions,  c'est-a-dire  ayant  un  developpement  de  la  forme  (i  o) , 
la  fonction  integrale  est  algebrique.  Gar,  si  Ton  pose  «'=«''''',  I'equa- 
tion (10)  devient 

ndu"  , 
=  cfe, 


Aa''*H-Ctt''*-hDii''»-h 


ai6  INTEGRATION    DBS    EQUATIONS    DIFPiBENTIELLES 

en  integrant  et  ajoutant  une  constante  arbitraire  B',  on  a 

-  ^, -f- B'-i- C'm"+ ^V»-h  . . .  =  z, 

—  A^-f-B'tt'^+Cu'>*-4-...  _ 


=  i=^ 


—  A'4-B'u"4-CV'»H-...  ~  z 

On  conclut  de  la  que  u"  est  une  fonction  monodrome  pour  toute$  les  valeurs 
de  t  inferieures  a  un  certain  module  « ?  et  qui  se  developpe  en  serie  conver- 
gente  suivant  les  puissances  entieres  croissantes  de  t^ 

w''=a^-h/3f^  +  7«'-f-  .  .  .; 
on  a  done 

u^—a^^hf^'-^- 

II  en  resulte  que  la  fonction  u  conserve  une  valeur  finie  pour  toutes  les  va- 
leurs de  z  exterieures  au  cercle  decrit  de  Torigine  comme  centre  avec  un 
rayon  egal  a  R ;  c*est  done  une  fonction  rationnelle. 

Lorsque  la  fonction  integrale  n'est  ni  doublement  periodique,  ni  ration- 
nelle, elle  est  simplement  periodique.  C'est  d'ailleurs  ce  que  Ton  reconnait 
directement,  lorsque  1' equation  differentielle,  pour  une  valeur  finie  de  a,  ou 
I'equation  (9)  pour  (^  =  o,  admet  une  racine  nuUe  qui  ne  presente  pas  les 
caracteres  enonces  plus  haut,  et  en  ineme  temps  on  trouve  la  peri  ode. 

116,  En  resumant  ce  qui  precede,  nous  avons  le  theoreme  suivant : 

Theoreme  XXIIL  —  Lorsque  V equation  diffSrentieUe  remplit  les  condi-- 
tions  qui  rendent  I' integrale  monodrome^  1°  VintSgrah  est  douhlement  pi- 
riodique,  si  I'equation  proposSe,  pour  aucune  valeur  finie  de  u,  et  fa  trans- 
formee  pour  P  =  Q,  nadmettent  de  racine  nulle  d'un  degri  egal  ou  supe-- 
rieur  a  VuniJti  par  rapport  a  u  ou  a  v;  2®  Vintegrale  est  rationnelle,  si 
V  Equation  proposie  pour  une  valeur  finie  u^,  ou  la  transformie  pour  p  =  o, 
admet  un  groupe  de  n  racines  egales  a  zero,  dont  le  dis^eloppement,  sui- 


I  I 

vant  les  puissances  croissantes  de  {u  —  w,)"  ou  de  v""^  commence  par 


un 
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terme  du  degri  - — ^  j  le  terme  suwant  du  degre  ^ — -  Stant  nul;  3°  autre- 

meat  lafonction  est  simplement  periodique. 

Quand  on  a  ainsi  reconnu  la  nature  de  Tintegrale,  on  pent  se  proposer 
de  la  determiner  a  Taide  des  elements  connus.  Si  elle  est  rationnelle,  on 
trouvera  les  deux  polynomes  qui  la  composent.  Si  elle  est  simplement  perio- 
dique, on  Texprimera,  en  general,  rationnellement  par  la  tangente.  Si  elle 
est  doublement  periodique,  on  Texprimera  rationnellement  a  Taide  de  la 
/onction  elliptique  et  de  sa  derivee ;  ce  qui  constitue  une  veritable  integra- 
tion au  moyen  des  Tables  des  fonctions  elliptiques. 

IV. 

117.  Nous  allons  appliquer  les  principes  que  nous  venons  d'etablir  a 
Tetude  de  Tequation  binome 

(s)"=/(»).' 

dans  laquelle/(  u)  designe  un  polynome^ntier  en  u  et  au  plus  du  degre  2m. 
Posons 

I'equation  resolue  se  mettra  sous  la  forme 

les  exposants  etant  reduits  a  leur  plus  simple  expression .  Nous  remarquons 
d'abord  que,  pour  que  Fintegrale  soit  monodrome,  tons  les  exposants  infe- 

rieurs  a  I'unite  doivent  etre  de  la  forme  i :  ehacun  d'eux  est  au  moins 

egal  a  —  La  transformee  est 


la  somme  des  exposants  fractionnaires  -  h-  ^,  -(-  .  .  .  ne  surpassant  pas  2, 
puisque  le  degre  du  polyn6mey(M)  est  au  plus  egal  a  2  m,  I'exposant  de  v  sera 
positif ;  s'il  est  inferieur  a  I'unite,  il  devra  ^tre  nul  ou  de  la  forme  i 

XXXFP  Cahier.  28 
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118.  Considerons  d'abord  le  cas  tres-simple  oil  \e  second  membre  ne  con- 

tient  qu'un  seul  facteur  {u  —  a)".  Si  I'exposant  ^  est  inferieur  a  Tunite,  il 

doit  etre  de  la  forme  i ;  mais  alors  I'exposant  de  t',  dans  la  transformee, 

est  I  -+-  -;  done  Fintegrale  est  rationnelTe  et  ne  devicnt  infinie  que  pour  z = oo ; 
c'est  une  fonction  entiere  du  degre  n  (n®  115).  Si  Texposant  -  est  superieur 
a  Tunite,  celui  de  i^  etant  inferieur  a  Tunite  ct  devant  etre  de  la  fonne  i  —  -  > 
il  faut  que  ^  soit  egal  a  i  +  -;  la  fonction  est  rationnelle  et  tend  vers  a 
quand  z  augmente  indefiniment.  Si  Texposant  -  est  egal  a  runite,  celui  de  ^ 
est  aussi  egal  a  I'unite ,  Tintegrale  est  monodrome  et  simplement  periodique. 

119.  Supposons  maiutenant  que  le  second  membre  contienne  au  moins 
deux  facteurs. 

Si  le  premier  exposant  ^  est  plus  grand  que  T unite,  il  n'y  aura  que  deux 

facteurs,  sans  quoi  la  somme  des  expomnts  surpasserait  deux,  puisque 
ehaque  exposant  est  au  moins  egal  a  -•  Le  second  exposant  ^  etant  infe- 
rieur a  I'unite  et  de  la  forme  i ^  >  Texposant  de  p  est  i  -h  —  —  - ;  etant 

plus  petit  que  I'unite,  il  doit  etre  de  la  forme  i »  d'ou 

II  faut  que  la  somme  des  deux  fractions  A  +  —  aurpasse  I'unite;  il  n'y  a 
qu'une  maniere  d'arriver  k  ce  resultat,  c'est  de  prendre  /J|  =  i,  alors 
^  =  I  -+-  4-  L'integrale  est  rationnelle.  On  I'obtient  aisement  par  une  in- 
tegralebinome.  Ainsi  I'equation  differentielle 

admet  une  integrate  rationnelle,  quel  que  soit  n. 

120.  Quand  le  premier  exposant  -  est  egal  a  Tunite,  il  ne  pent  y  avoir  que 
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trois  facteurs  au  plus.  S'il  y  en  a  trois,  pour  que  la  somme  des  deux  autres 

exposants  ne  surpasse  pas  I'unite,  il  faut  prendre^  =  ti^,  =  -.    S'il  n  y  a 

que  deux  facteurs,  le  second  exposant  pent  aussi  etre  egal  a  T unite ;  s'il  est 

plus  petit  que  Tunite  et  de  la  forme  i ^  >  pour  que  Texposant  -7  de  c^ 

soit  de  la  meme  forme,  il  £iut  prencke  a'=  2.  Nous  trouvons  ainsi  trois 
equations  differentielles* 

^  =  5^  («^  —  «)  Sli^^  —  h)  {u  —  c) , 

^^g[u  —  a)[u  —  h), 

^  =  g{u  —  a)\fu  —  b, 

qui  admettent  des  integrates  monodromes  'et  simplement  periodiques.  On 
sait  integrer  oes  equations. 

121 .  II  nous  reste  maintenant  a  examiner  Ie<^s  oil  tous  les  exposants  sont 
inferieurs  a  I'unite.  Nous  remarquons  d'abord  que  ehacun  des  exposants 

etant  de  la  forme  i et,  par  consequasit,  egal  ou  superieur  a  -  ^  il  est 

impossible  que  le  second  membre  renferme  plus  <k  quatre  facteurs,  sans  quoi 
la  somme  des  exposants  surpasserait  deux.  II  n'existe  meme  qu'une  seule 
combinaison  de  quatre  facteurs :  on  I'obtient  en  p«*enaiit  les  quatre  exposants 

egaux  a  - ;  on  a  ainsi  I'equation  dif£erentielle 

qui  admet  poor  integrale  une  fonction  monodrome  doublement  periodique« 
L'exposantdei^,  dans  la  transformee,  etant  egal  a  zero,  la  fonction  a  deux 
infinis  siniples  dans  ehaque  parallelogramme  des  p^riodes.  C'est  la  fonction 
elliptique  ordinaire. 

Voyons  les  combinaisons  de  trois  facteurs.  Les  trois  exposants -> -,y^ 

itant  de  la  forme  1  —  -  >  i  —  -^^  i j,^  I'exposant  de  v  est 


I        I.I 


98. 
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Poifr  que  cet  exposant  soit  positif,  il  faut  que  le  plus  petit  des  trois  nombres 
n^  n\  n"  ne  surpasse  pas  3.  Supposant  done  ces  nombres  ranges  par  ordre 
de  grandeur  croissante,  nous  ne  pouvons  faire  sur  le  premier  d'entre  eux  n 
que  deux  hypotheses,  savoir  :  n  =  2,  /i  =  3. 

i''.  Soit  /I  =  a;  Texposant  de  v  se  reduit  a  — ,  H-  ^,  —  -•  Pour  que  cet 

exposant  soit  positif,  il  faut  que  le  plus  petit  des  dfux  nombres  n'  et  n"  ne 
surpasse  pas  4;  nous  pourrons  done  faire  sur  n'  trois  hypotheses  :  /i'=  2, 

n! ^  3,  /i'=  4-  Si  /i'=  2,  pour  que  Texposant  de  (^,  qui  se  reduit  a  —„j 
ait  la  forme  convenable  i ^>  il  faut  prendre  /i''=  2.  Si  /i'=  3,  Texpo- 

sant  de  i^,  qui  est  ici  -7,  —  g>  doit  se  reduire  a  zero ;  il  faut  prendre  /i'^=  6- 
Si  /i'=  4j  Texposant  de  t',  qui  est  ici  -^^ —  ^t  devant  encore  se  reduire  a 
zero,  on  prendra  w''=  4- 

2**.  Soit  /I  =  3 ;  Fexposant  de  <;  est  — ,  -+-  -^  —  ^ ;  pour  que  cet  exposant 

soit  positif y  il  &ut  prendre  /j'  =  3,  /i"  =  3> 

Nous  trouyons  ainsi  les  quatre  equations  differentielles 


^y  =  G(M  — a)  {u  —  h)  (w-c), 


( 

qui  admettent  pour  integrales  des  fonctions  monodromes  doublement  perio- 
diques. 

122.  Examinons  enfin  les  combinaisons  de  deux  facteurs.  L'exposant 
de  (^  devient  -  H — n  ^^  exposant^  ne  pouvant  dans  le  cas  actuel  surpasser 

Tunite,  sera  egal  a  Tunite  ou  de  la  forme  i Pour  qu*il  soit  egal  a  Tu- 

nite,  il  faut  prendre  a  =  /»^=  2 ;  on  obtient  ainsi  Tequation  differentielle 


da 


'^^  =  g^^-a){u--h), 
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qui  admet  une  integrate  monodrome  simplement  periodique.  Si  Texposant 

de  if  est  inferieura  Tunite  et  de  la  forme  i >  il  sera  egal  ou  superieiir 

a  - ;  il  faut  pour  cela  que  le  plus  petit  des  deux  nombres  n  et  n^  ne  surpasse 
pas  4;  nous  ne  pouvons  done  faire  sur  n  que  les  trois  hypotheses  /i  =  2, 

1°.  Soit  /I  =  2,  I'exposant  de  p  devant  etre  de  la  forme  1 ^  >  les  deux 

nombres  n'  et  n,  verifieront  Tegalite  -H — r  =  i >  ou-y-h— ==i.  On 

peut  satisfaire  a  cette  egalite  de  trois  manieres:  en  prenant  /i'=.3,  /i,  =  6, 
ou  w'=  6,  n^=  3,  ou  /i'=  4>  ^1  =  4- 

2**.  Soit  rt  =  3.  Les  deux  nombres  n^  et  /i,  doivent  verifier  I'egalite 

-7  H =  1'  ^"^  admet  deux  solutions  nouvelles,  ou  n'  =3,  n^=  3,  ou 

/I  =  6,  /I,  =  2. 

3"*.  Enfin  soit  n  =  4-  Les  deux  nombres  /i'  et  /i,  doivent  verifier  Tega- 

lite -7  H =  jj  qui  n'admet  qu'une  solution  nouvelle  »'=  4>  ««  =  2. 

Nous  trouvons  ainsi  les  six  equations  differentielles 

{^y  =  G{u-ay{u-5)\ 
{^y  =  G{u-ay{u-b)\ 
{^y  =  G{u-ar{u-b)\ 

{^y=G{u-ay{u-by, 
{^y=G{u-ay{u-by, 

qui  admettent  pour  integrales  des  fonctions  doublement  periodiques. 

123.  II  resulte  de  ce  qui  precede  que,  parmi  les  equations  differentielles 
de  la  forme 
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outre  les  cas  particuliers  dans  lesquels  I'integrale  est  rationnelle  ou  simple- 
ment  periodique,  il  y  en  a  onze  qui  donnent  naissance  a  des  fonctions  mo- 
nodromes  doublement  periodiques,  et  il  n'y  en  a  que  onze.  Nous  rangerons 
ces  onze  equations  dans  Tordre  suivant : 


(0 

(^) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 
(lo) 

(II) 


(^y=G(w  — o)  {u  —  b){u^c){u  —  d), 

(sy=^(«-«) 
(sy=^("-«) 

(gy=G(.-a) 
(^y=G(.-a) 

{^y==G{u^ar{u-by{u-cy. 


{u-b)\ 

{u  -  by  [u  -  cy, 

{u-by, 

{u-by, 

(«  —  by  {u  —  cy, 

{u-by, 

{u-by, 

[u-by. 


Ces  fonctions  se  disdnguent  les  unes  des  autres  par  les  infinis.  La  valeur 
de  I'exposant  de  v  dans  1' equation  transformee  montre  que,  dans  chaque 
parallelogramme  des  periodes,  les  deux  fonctions,  definies  par  les  deux 
equations  du  second  degre,  admettent :  la  premiere,  un  infini  double;  la 
seconde,  deux  infinis  simples.  Les  fonctions,  donnees  par  les  deux  equations 
du  troisieme  degre,  admettent  :  la  premiere,  un  infini  triple ;  la  seconde, 
trois  infinis  simples.  Les  trois  fiDnctions  du  quatrieme  degre  ont  :  la  pre- 
miere, un  infini  quadruple;  la  seconde,^  deux  infinis  doubles ;  la  troisieme, 


AO   MOTEN   0ES   rONCTIOirs   ELLIPTIQtJES.  223 

quatre  infinis  simples.  Enfin,  les  quatre  fonctions  du  sixieme  degre  admet- 
tent:  la  premiere,  un  infini  sextuple;  laseconde,  deux  infinis  triples;  la 
troisieme,  trois  infinis  doubles;  la  quatrieme,  six  infinis  simples. 

124.  Dans  le  cas  actuel,  il  est  facile  de  verifier  les  consequences  aux- 
quelles  nous  sommes  arrives;  car,  la  fonction  inverse  ^tant  donnee  par  une 
quadrature 

on  reconnait  aisement  Texistence  des  periodes  en  suirant  la  methode  em- 
ployee par  M.  Puisenx  pour  les  deux  fonctions  elliptiques  (i)  et  (2).  Prenons 
comme  exeniple  I'equation  (ii);  si,  pour  fixer  les  id^,  on  suppose  qu'a 
z  =  o  correspond  la  valeur  initiate  uz=,o^  on  aura  k  etudier  I'int^grale 

definie 

_    r" du 

^~i    yG{u-ay{u--bY(u-cy' 


■)" 


2ni 


Marqaons  dans  le  plan  les  trois  points  a,  b,  c,  et  appelonsy  la  quantite 

e  ^  oue^ .  Quand  u  decrit  une  petite  courbe  fermee  autour  du  point  a,  la 

valeur  de  ^  est multipliee  pary' ;  de  meme,  quand  u  tourne  autour  du  point 

b  ou  du  point  c,  la  valeur  de^  est  multipliee  par  j^  ou  pary . 

Desiguons  par  (A)  le  contour  elementaire  que  Ton  a  a  considerer  lorsque 
la  variable  u  va  en  ligne  droite  de  Torigine  o  a  un  point  voisin  du  point  o, 
puis  decrit  un  petit  cercle  autour  du  point  a,  et  revient  a  Torigine  par  la 
meme  ligne  droite.  Nous  designerons  de  meme  par  (B)  et  (C)  les  contours 
elemenCaires  qui  se  rapportent  aux  points  b  etc.  Enfin  nous  representerons 
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par  A,  B,  C,  les  valeurs  de  rintegrale  definie,  quand  u  decrit  chacuii  de  ces 
tiois  contours,  U  ayant  a  Torigine  la  valeur  initiale  U^^. 

Si  la  variable  u  decrit  successivement,  et  dans  un  ordre  quelconque,  k  fois 

le  contour  (A),  A:'  fois  le  contour  (B) ,  ^''  fois  le  contour  (C),  la  valeur  de^ 

sera  multipliee  par  y^*"^**  "*"*".  Pour  avoir  les  periodes,  il  faut  prendre  les 
combinaisons  qui  ramenent  la  valeur  initiale  U^^  (n**  105),  et  par  conse- 
quent celles  pour  lesquelles  Texposant  3^  -h  ^^'4-  ^''  est  un  multiple  de  6. 
On  pourrait  prendre  deux  fois  le  contour  (A),  ou  trois  fois  le  contour 
(B),  ou  six  fois  le  contour  (C),  mais  dans  ce  cas  la  valeur  de  T integrate  de- 
finie est  nulle*  Par  exemple,  decrire  six  fois  le  contour  (C)  revient  a  marcher 
d'abord  suivant  le  chemin  rectiligne  oc^  puis  faire  six  fois  le  tour  du  point  c, 

ce  qui  ramene  la  valeur  primitive  de  ^^  et  enfin  rev^nir  ^  Torigine  suivant 

la  droite  co.  L'integrale  definie  le  long  des  petits  cercles  etant  infiniment 
petite,  et  les  deux  chemins  rectilignes  parcourus  en  sens  inverse  avec  la 

meme  valeur  de  ^  se  detruisant,  il  est  clair  que  Tintegrale  totale  est  nulle. 

On  revient  aussi  a  la  valeur  initiale,  quand  on  parcourt  successivement 
les  trois  contours  (A),  (6),  (C),  ce  qui  correspond  a  la  solution 

mais  rintegrale  definie  est  encore  nulle.  En  effet,  de  Torigine  comme  centre 
avec  un  rayon  tres-grand,  decrivons  un  cercle  et  supposons  que  Iji  variable 
parcoure  d'abord  un  rayon,  puis  la  circonference,  et  revienne  a  Vorigine 
par  le  meme  rayon.  Ce  contour  equivaut  a  la  sorame  des  trois  contours  ^- 

mentaires  pris  dans  un  ordre  convenable,  et^reprend  sa  valeur  primitive; 
rintegrale  le  long  de  la  circonference  infiniment  grande  etant  infiniment 
petite  puisque  ^  est  un  infiniment  petit  du  second  degre,  et  les  deux  che- 
mins rectilignes  se  detruisant,  Tintegrale  totale  est  nulle.  On  a  done,  en 
supposant  les  trois  points  a,  &,  c,  disposes  comme  Tindique  la  figure, 

A4-By^4-Cy*=o. 
Commey'  =  —  i ,  il  resulte  de  la 

A  =  B4-Gy% 
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et  le  contour  elementaire  (A)  peut  etre  remplace  par  la  somme  des  deux 
contours  (B)  et  (C).  II  sufBt  done,  pour  avoir  toutesles  periodes,  de  com- 
biner les  deux  contours  (B)  et  (C),  de  maniere  que  i^k' -^k"  soit  egal  a  6. 
Gette  equation  admet  les  deux  solutions 

r=i,r=4      et      ;t'=2,r=2. 

Consid^rons  d'abord  la  solution  ^'  =  i ,  ^^=  4>  qui  indique  une  fois  le 
contour  (B)  et  quatre  fois  le  contour  (G).  On  peut  parcourir  ces  contours 
dans  differents  ordres  : 

I  ^.  D'abord  le  contour  (B) ,  puis  quatre  fois  successivement  le  contour  (C) , 
ce  qui  donne  Tintegrale  definie,  ou  la  premiere  periode 

B-hCy»-f-Gy*-hCy*-+-Cy'^  =  B  — G  — Cy  =  ai; 

2**.  D'abord  une  fois  le  contour  (C),  puis  (B),  et  ensuite  trois  fois  (G), 
ce  qui  donne  la  seconde  periode 

G-+-By  +  Cy*  +  Gy*  +  G/  =  a.y; 

3**.  D'abord  deux  fois  (G),  puis  (B),  et  ensuite  deux  fois  (C),  ce  qui 
donne  Tintegrale 

G-hCy  +  By^  +  Cy*  +  Gy»  =  aiy«=a,y-«; 

4**.  B'abord  trois  fois  (G),  puis  (B)  et  ensuite  (G),  ce  qui  donne 

C-+-Gy-f-G/+B/  +  Gy»  =  a,y  =  -a,; 

5**.  D'abord  quatre  fois  (G),  puis  (B),  ce  qui  donne 

CH-Cy  +  C/+C/H-By*  =  «y*  =  -«y. 

On  voit  que  toutes  les  periodes  se  ramenent  aux  deux  premieres. 
Considerons  maintenantla  solution  k'  =iik"  =^7^.  Les  trois  combinaisons 

C-hCy  +By'H-By*  =  C-i-Cy  — B=  — «, 
BH-C/+C/  +  By*  =  -a,/, 
BH-By»+Cy*-hC/  =  ~«y*, 

XXXri'  Cahier.  29 
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donnent  encore  des  periodes  qui  se  rameneat  aux  precedentes.  Ainsi  il  n'y  a 
que  deux  periodes  distinctes,  (a  et  <aj. 

A  chaque  valeur  de  a  correspondent  six  valeurs  de  2, 

C  -+-  Cy  +  Gy»  H-y' z  =  2Cy  —  s, 
C+  Cy  +  Gy^4- Cy'-hy^z  =  aCy  -  z', 
CH-Cy  +  Gy^  +  G/  +  Gy^+y*2  =  aGy-z^ 

125.  Par  des  transformations  convenables,  il  est  possible  de  ramener  les 
onze  fonctions  doublement  periodiques  dont  nous  avons  reconnu  Texistence 
a  la  premiere  d'entre  elles. 

Si  Ton  pose 

w  =  &-h->         ou        W=z=C  +  -» 

on  voit  d'abord  que  Fequation  (4)  se  ramene  a  Tequation  (3),  les  equations 

(6)  et  (7)  a  Vequation  (5),  les  equations  (g),  (10),  (i  i)  a  I'equation  (8). 

Mais  on  ramene  les  equations  (5)  et  (8)  a  I'equation  (i),  en  posant,  dans 

le  premier  cas, 

«  =  &  +  //'; 
dans  le  second  cas,  • 

II  nous  reste  a  faire  voir  comment  on  pent  effectuer  la  transformation  de 
I'equation  (3). 

126.  Nous  savons  que  la  fonction  doublement  periodique  definie  par 
Tequation 

g  =  ^'(«-ar(«-&)' 

admet  un  infini  triple  z,.  Supposons  que  les  constantes  oc,  ^,  y  aient  des 
valeurs  telles,  que  la  fonction  doublement  periodique  definie  par  I'equation 


J  =  V^(._«)(._^)(._0.) 
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admette  les  memes  periodes  et  la  meme  quantite  z^  pour  son  infini  double. 
Nous  allons  chercher  d'abord  la  forme  de  I'expression  de  u  en  fonction  de  c, 
en  suivant  la  methode  employee  par  M.  Liouville  dans  la  demonstration  de 
sontheoreme  sur  les  fonctions  doublement  periodiques  (n^  51).  Goncevons 
les  deux  fonctions  w  et  ^  developpees  de  la  maniere  suivante  : 


les  deux  fonctions  (p  (2)  et  4  (z)  etant  monodromes  et  conservant  des  valeurs 
finies  dans  le  parallelogramme  qui  renferme  le  point  z,  {*).  Si  Ton  differentie 
la  derni^re  equation,  on  a 

dv  2G' 


dz  {z  —  z,)' 


4{z). 


On  pent  determiner  deux  constantes  A  et  B  telles,  que  la  fonction  doublement 

periodique  u  —  Ac^  —  B  ^^  ne  renferme  plus  les  termes  en  (z  —  z,  )""*  et  en 

(z  —  ^i)"^'  Cette  fonction,  n'ayant  plus  d'infini  dans  le  parallelogramme, 
sera  necessairement  une  constante.  On  aura  done 

(12)     w  =  Ap  +  B^-hG  =  Ai;H-B  ^  {u  ~  a)  {i^  —  ^)  {^  —  y)  +  G. 

Telle  est  la  forme  de  T  expression  cherchee. 

n  s'agit  maintenant  de  determiner  les  six  constantes  a,/3,7,  A,  B,G. 
Developpons  le  produit 

et  substituonsaux  trois  constantesa,  j3, 7,  les  troisnouvelles  constantes  g,  A,  k. 
Gomme  w  et  p  s'evanouissent  pour  z  =  o,  il  faut  d'abord  que  Ton  ait 

C=—B\/k. 
On  ecrira  done 

tt  =  Ai;-hB(v/P  — v/^). 

(*)  Les  dcveloppements  n^ont  pas  de  terme  du  premier  degre,  parce  que  le  residu  integral  relatif 
il  un  parallelogramme  est  nul  (n^  45). 
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du 

dz  ^*'  dz 


Si  Ton  differentie  les  deux  membres  et  si  Vonremplace  ;j-  ^t  ^  par  leurs 


valeurs,  il  vient 

\l{u  —  aY{u  —  bY=  A  v^P  -+-  ?  (3i;*-+-  iigv  -+-  k). 

On  determinera  les  constantes  en  mettant  dans  cette  equation  a  la  place 
de  e^  sa  valeur  et  identifiant.  On  a 

a  —  a  =  By/P  H-  (  Ap  —  a  —  B  \Jk), 
u  —  b  =  By^  +  (Ai;  —  i  —  B  \/k), 
d'oii 

{u  —  a)  (m  —  *)  =  B'Ph-  {Av  —  a  —  By^)  [Ai^  —  b  —  B \/k) 

H- B  v/P  (2  Ai^  —  a  —  ft  —  2B  y/*)  =  B'P -h  Q  +  BR  v/P, 

en  posanty  pour  abreger, 

Q=(Ai;  —  a  —  Ti\/k)  {Ai^  —  b  —  B\ft). 
R  =  aAt^  —  a  —  b —  aB^. 

L'equation,  qui  doit  etre  identique,  est  done 

(B»P-+-  Q  +  BR  v^)'=  [A  v/Ph-  f  (3t;^^-  2^^^  4-  A)]^ 

Comme  le  polygone  P  n'est  pas  carre,  cette  equation  se  decompose  dans 
les  deux  suivantes : 

(B»p  +  Q)«+B»R»P  =  5!(3i;»-h2g^(;^-A)' 

-h^BA'P(3i^'+2^i;+A), 

2  (B*P+  Q)  BR  =  A'P  +  ^  AB»  (3i^^+  2gi^  -+-  hf. 
En  egalant  les  coefficients  de  v^  dans  la  premiere  equation,  on  trouve 

En  egalant  les  coefficients  de  p*  dans  la  seconde,  on  trouve  A  =  o,  ce  qui 
reduit  cette  seconde  equation  a 

R=o, 
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d'oii 

La  premiere  equation  devient  alors 

ou 

On  en  deduit,  en  identifiant, 


d'oii 


3  '^  27 


4  »yTr  A  _  *6  ?/ 


S'  =  5V«^>       h  =  ^^U^b\ 


On  obtient  ainsi  Texpression  de  la  fonction  u  (*), 

(•3)»=¥(v/-"+|V^»-"'+r'*^'-H-[^]'+^(„+i)j. 

Les  trois  constantes  a,  |3,  7  sont  les  racines  de  Tequation 

3  a?  L       ^7       J 

Si  Ton  pose 


cette  equation  devient 


9 


ou 


^a:-Mj  —I  ^^^     —  ^^^ 


On  en  deduit 


— -v^'^- 


{*)  On  arrive  k  Tintegrale  de  Tequation  difTerentielle  proposee  d'une  maniere  beaucoup  plus 
rapide  par  une  autre  methode  que  nous  expliqueroos  plus  tard. 


23o  INTEGRATION    DBS    EQUATIONS    DIFPiRENTIELLES 

et  les  trois  constantes  a,  p,  7  sont  donnees  par  la  formule 

(.4)  .        ,  =  -ic3[.^v/^]. 

Chacune  des  transformations  que  nous  avons  efTectuees.  donne  1 'integra- 
tion d'une  equation  difF^rentielle.  Par  exemple,  I'equa^ion  finie  (i3)  est 
I'integrale  de  T equation  differentielle 

du  d\^ 

dans  laquelle  a,  ^,  7  ont  des  vaieurs  convenables. 

V. 

127.  Re venons  a  r equation  generale 

(i)  ¥{u,\})  =  o. 

Soit  u^  une  valeur  de  u  pour  laquelle  I'equation  admet  une  racine  double  U, 
differente  de  zero ;  on  aura 

(2)  FK,U,)  =  o, 

et  si  Ton  elimine  U^  entre  ces  deux  equations,  on  obtiendra  une  equation 

(4)  (P(m,)  =  o, 

a  laquelle  devront  satisfaire  les  vaieurs  de  u  pour  lesquelles  U  prend  des 
vaieurs  multiples. 

Posons  w  =  M,4-w',  U  =  U,+  U';  I'equation  differentielle  devient 

rf«FU'«  dY    ,^£i»Fu'«  _ 

Comme  U'  doit  rester  monodrome  par  rapport  a  «'  (n**  109),  il  est  nece*- 

saire  que 

d¥ 

-T-  =0. 
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L' equation  (4)  n'est  autre  chose  que  1' equation  (2),  dans  laquelle  on  re- 
garde  U,  comme  une  fonction  de  u^  donnee  par  T equation  (3) ;  on  a  done 

d^  _dF        dF  dV,  _ 
dui         dui         rfU|    dui 

Ainsi  I'equation  (4)  n'aura  que  des  racines  doubles;  (p{u)  sera,  en  general, 
un  carre  parfait. 

128.  Appliquons  a  Tequation  du  troisieme  degre 

(5)  U^+PU»  +  Q=:o, 

dans  laquelle  P  et  Q  designent  des  polynomes  entiers  en  w,  le  premier  au 
plus  du  second  degre,  le  deuxieme  du  sixieme  degre.  Gette  equation  com- 
prend  toutes  les  fonctions  monodromes  doublement  periodiques  du  troi- 
sieme degre;  car  on  sait  que,  dans  une  fonction  doublement  periodique,  la 
somme  des  m  valeurs  de  z  qui,  dans  chaque  parallelogramme,  correspondent 
a  une  meme  valeur  de  u  est  constante,  et,  par  suite,  la  somme  des  m  valeurs 

de  -^  qui  correspondent  a  une  meme  valeur  de  u  est  nulle ;  ainsi  le  terme  du 

degre  m  —  i  en  ^  ou  du  premier  degre  en  -j-  manque  dans  Tequation. 

On  a  ici 

ce  qui  donne 


U  — — ^P 


?K)  =  lpj-hQ,  =  o. 


Cette  equation  n'aura  que  des  racines  doubles  si  le  polynome  du  sixieme 
i 

'  p»  +  Q  =  R^, 


degre  —  P'  -+-  Q  est  un  carre  parfait.  Nous  poserons  done 


27 


en  appelant  R  un  polynome  du  troisieme  degre  au  plus.  Telle  est  la  condi- 
tion generale  a  laquelle  doit  satisfaire  Tequation  du  troisieme  degre,  pour 
que  I'int^grale  soit  monodrome  et  doublement  periodique.  • 

129.  Gonsiderons  maintenant  une  valeur  de  u  annulant  Q ;  a  cette  va- 
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leur  Uf  correspondent,  dans  Tequation  (5),  des  racines  egales  a  zpro.  Posons 
r  equation  devient 

Si  u^  est  racine  simple  de  Q  et  n'annule  pas  P,  U  a  deux  valeurs  infiniment 
petites;  ie  groupe  des  termes  du  degre  le  moins  eleve  ^tant  P^U^H-  Q'^w', 

le  premier  terme  du  developpement  de  U  suivant  les  puissances  de  u'^  a 

Texposant  ->  lequel  est  de  la  forme  voulue  i (n**  110).  Si  u^  est  racine 

double  de  Q  et  annule  P,  U  a  trois  valeurs  infiniment  petites ;  le  premier 

groupe  etant  U'  +  Q*"  —  >  le  premier  terme  du  developpement  a  Texpo- 

sant  ^  qui  est  encore  de  la  forme  voulue,  Ainsi,  poiir  que  la  fonction  inte- 

grale  soit  monodrome  et  doublement  periodique,  il  faut  que  les  racines  sim- 
ples de  Q  n'annulent  pas  P,  et  que, les  racines  doubles  de  Q  annulent  P. 
D'ailleurs  Q  ne  doit  pas  avoir  de  racine  triple. 

Si  une  racine  simple  de  Q  annulait  P,  Tintegrale  cesserait  d'etre  mono- 
drome. Si  une  racine  double  de  Q  n'annulait  pas  P,  le  premier  groupe  etant 

P,  U*-4-  Q'j  — >  U  se  developperait  suivant  les  puissances  entieres  de  u'\  le 

premier  terme  etant  du  premier  degr^,  Tintegrale  resterait  monodrome,  mais 
serait  simplement  periodique.  Si  Q  avait  une  racine  triple  n'annulant  pas  P, 

le  premier  groupe  etant  P,  U^-f-  Q*]! «  et  le  premier  terme  du  develop- 

3  / 

pement  ayant  Texposant  -?  Tintegrale  serait  rationnelle  (n*"  115). 

ISO.  II  reste  a  examiner  de  la  meme  maniere,  pour  p  =  o,  la  transforraee 

v'-(^  +  P.-'+P.''-)v'-(T:^6+7:Sb''+-+Q.'")=  ' 

Pour  que  Tintegrale  soit  doublement  periodique,  le  dernier  terme  ne  de- 
vant  pas  voir  de  racine  triple  pour  ^  =  o,  il  faut  que  le  polynome  Q  soit 
au  moins  du  quatrieme  degre.  Designons  par  p  le  degre  du  polynome  P, 
et  par  q  celui  de  Q.  II  y  a  trois  cas  a  consid^rer :  i"*  gr  =  6;  Tequationi 
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pour  v=zo^  admet  trois  racines  differentes  de  zero;  dans  ce  cas,  la  fonc- 
lion  doublement  periodique  a  trois  infinis  simples  dans  chaque  parallelo- 
gramme ;  2®  ^f  =  5;  la  valeur  if  =  o  etant  racine  simple  du  dernier  terme  et 
ne  devant  pas  annuler  le  coefficient  de  V^,  le  polynome  P  sera  du  second 
degre ;  comme  a  i'  =  o  correspondent  pour  V  une  racine  simple  differente 
de  zero  et  deux  racines  egales  a  zero,  la  fonction  doublement  periodique 
aura  un  infini  simple  et  un  infini  double ;  3°  ^  =  4 ;  la  valeur  1^  =  0  etant 
racine  double  du  dernier  terme  et  devant  annuler  le  coefficient  de  V*,  le 
polynome  P  sera  au  plus  du  premier  degre ;  V  ayant  trois  racines  egales  a 
zero,  la  fonction  doublement  periodique  aura  un  infini  triple. 

131.  Exemple  I.  —  Soit  T  equation  differentielle 

U»+3U^— 27w^— 4  =  0; 

nous  supposons  que  la  variable  part  de  z  =r:  o,  la  fonction  ayant  la  valeur 
initiate  w  =  o,  et  la  derivee  la  valeur  correspondante  U  =  i . 

Le  polynome  Q  n'a  que  des  racines  simples  qui  n'annulent  pas  P.  Le  po- 
lynome —  P'  -f-  Q  =  —  27  w*  est  carre  parfait.  La  transform^e 

V*— 3p^V^+27i^*-+-4^'=o, 

pour  (^  =  o,  admet  une  racine  triple  infiniment  petite  et  du  degre  |  •  Ainsi, 

en  vertu  du  theoreme  XXIII  (n°  116),  Tintegrale  est  monodrome  et  ration- 
nelle ;  a  p  =  o  correspond  seulement  z  =r  cx)  :  c'est  done  une  fonction 
entiere  du  troisieme  degre. 

La  variable  a  n  entrant  dans  Tequation  qu'a  des  puissances  paires,  si  Ton 
fait  marcher  u  a  partir  de  Torigine,  suivant  deux  chemins  opposes,  il  est 

evident  que  -j-  aura  la  meme  valeur  le  long  de  ces  deux  chemins,  ce  qui 

donnera  pour  z  des  valeurs  egales  et  de  signes  contraires.  On  en  conclut 
que,  reciproquement,  a  des  valeurs  de  z  egales  et  de  signes  contraires  cor- 
respondent des  valeurs  de  u  egales  et  de  signes  contraires.  Ainsi  la  fonction 
entiere  ne  contient  que  des  puissances  impaires  ;  elle  est  de  la  forme 

u  =  A2^4-  Bz. 

XJCXri'  Cahicr.  3o 
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Pour  z  =  o,  U  =  1 ;  done  B  r=  i .  iQuant  au  coefficient  A,  on  le  deter- 
minera  aisement  k  Taide  de  la  transformee.  Le  premier  groupe  V  +  27  p* = o 

donne  v  =  ^;  done  A  =  i .  Ainsi T equation  proposee  admet  pour  integrale 

132.  Exemple  II .  —  Soit  Tequation  differentielle 

U«_3U»—2{w— 1)^4- 4  =  0. 

Nous  supposons  encore  que  la  variable  z  part  de  z  =  o,  u  ayant  la  valeur 
^  initiale  w  =  o  et  U  la  valeur  correspondante  U  =  i . 

On  reconnaitra,  comme  dans  Fexemple  precedent,  que  I'integrale  est  une 
fonction  entiere  du  troisieme  degre, 

^^  =  Az  + Bz^  +  Cz'. 

Si,  au  moyen  de  Tequation  proposee,  on  developpe  la  fonction  U, 

U  =  1  +  I  £^  4-  .  .  , , 

en  s'arretant  aux  deux  premiers  termes,  on  en  d^duit 

w  =  z-h|z'H-,.., 

OU 

A=i,       B=^ 


3 


La  transformee  donne  immediatement  C  =  —  •  Ainsi  Tintegrale  est 

W  =  Z-h7Z"H z\ 

o         .    27 

Ges  deux  equations  differentielles  peuvent  etre  integrees  &cilement  par 
les  procedes  ordinaires ;  on  v^rifiera  ainsi  les  resultats  que  nous  venous  de 
trouver. 

155.  Exemple  III.  —  Soit  Tequation 
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La  variable  z  part  toujours  de  z  =  o,  la  fonction  ayant  la  variable  initiale 
tt  =  o  et  la  derivee  la  valeur  U  =  i . 

Le  polynome  Q  a  ici  une  racine  triple  w  =  o,  a  laquelle  correspond 

3 
pour  U  une  racine  double  infiniment  petite  et  du  degre  -  par  rapport  a  u. 

Le  polynome 

estun  carre  parfait.  La  transform(^e 

V»-h(;^V^ -+-27  —  4^^  =  0 

n'admet,  pour  f  =  o,  que  des  racines  simples  differentes  de  zero.  On  conclut 
de  la  que  Tintegrale  est  monodrome  et  rationnelle- 

Comme  elle  devient  infinie  pour  trois  valeurs  finies  de  z,  et  infiniment  petite 
du  second  degre  pour  z  =  oo  ,  son  denominateur  est  du  troisieme  degre, 
son  numerateur  du  premier  degre.  L' equation  difFerentielle  ne  contient  que 
des  puissances  de  u  multiples  de  trois.  Car  si  Ton  fait  marcher  u  a  partir  de 
I'origine,  suivant  un  chemin  quelconque,  puis  suivant  iin  autre  que  Ton 

deduit  du  premier,  en  multipliant  u  pary  =  e  **   ?  ^  ayant  la  meme  valeur 

le  long  de  ces  deux  chemins,  z  deviendra  jz.  Reciproquement,  quand  on 
remplace  z  par  jz,  u  devient  ja.  Ainsi  la  fraction  rationnelle  est  de  la 
forme 

z 

Pour  M  =  o,  U  a  une  racine  double  infiniment  petite;  le  premier  groupe 
—  U*  H-  4w'  =  o  donne  w  =  — ,•  Done  A  =  i ,  et  Tintegrale  cherchee  est 


u 


134.  Exemple  IV.  —  Soit  Tequation 

U'+  3  (w  —  2)^  U^+  i^  (m  _  1)^  {u  —  2)*  —  4  {u  —  2)»  =  o. 

I^a  variable  part  de  z  ==  o,  la  fonction  ayant  la  valeur  initiale  w  =  o  et  la 
derivee  la  valeur  U  =  i . 

3o. 


236  INTI^GRATION    DES    EQUATIONS    DIFF^RENTIELLES 

Le  polynome  Q  a  une  racine  qaadruple  a  =  2 ,  qui  entre  deux  fois  dans  P ; 
U  admettrois  valeurs  infiniment  petites  dont  le  premier  terme  du  develop- 

pement  a  pour  exposant  ^*  Les  auti^es  racines  de  Q  sont  simples.  Le  poly- 
nome —  P'  H-  Q  est  carre  parfait.  La  transformee 

V»— 3(i  — 2i;)'V»+4(i  — ai')*  — -^(i  — i')M»  — »^r=o 

a  trois  racines  simples  pour  i^=  o.  On  en  conclut  que  Tintegrale  est  une 
fraction  rationnelle  du  troisieme  degre 


u 


C2»+D«'4-Ez4-i 


Quand  z  augmente  indefiniment,  u  tend  vers  la  valeur  2 ;  done  A  =  2C* 
Si  Ton  pose  w  =  2  +  w',  I'equation,  bomee  au  premier  groupe 


donne 

Comme 

il  en  resulte 


U»4-^«'*  =  o, 


I       16   I 
9   ^* 


,_  (B  —  2D)  z*-f-  (i  —  aE)  .8  —  a 


B  =  2D,       E  =  -,       G=  — |. 

a  8 


Si  Ton  developpe  la  fonction  U  dont  la  valeur  initiale  est  i ,  suivant  les 
puissances  croissantes  de  w,  on  a,  pour  les  deux  premiers  termes, 

U  =  n-8w,       d'oii       tt  =  z-h4z% 
ce  qui  donne 

B  — E  =  4. 

Nous  connaissons  maintenant  toutes  les  constantes;  I'integrale  cherchee 
est 

^  4 


,+  i,4-9^._|^. 
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155-  Exemple  V.  —  Soit  Tequation 

U^  — U^— 4w'-  27w*  =  o. 

La  variable  part  de  z  =  o,  la  fonction  ayant  la  valeur  initiale  w  =  o,  et  la 
derivee  la  valeur  U  =  i . 

Le  polyiiome  Q  admet  la  racine  double  w  =  o,  qui  n'annule  pas  P,  et  a 
laquelle  correspondent  pour  U  deux  racines  infiniment  petites,  monodromes 
et  du  premier  degre.  Le  polynome 

est  carre  parfait.  La  transformee 

V  +  (;*  V  H-  271^'  -4-  4i^*  =  O, 

pour  P  =  o,  admet  trois  racines  infiniment  petites  du  degre  |-  On  conclut 

de  la  que  I'integrale  est  une  fonction  monodrome  simplement  periodique, 
ayant  un  infini  triple  dans  chaque  periode  (theoreme  XXIII,  n°  116). 

La  periode  se  produit  quand  u  toume  autour  de  I'origine,  U  ayant  une 
valeur  infiniment  petite.  L'eqiiation,  bomee  au  premier  groupe 

U'-f-/lw^=o,       ou       —  =  ±2w/z, 

*         u 

montre  que  la  periode  est  tt. 

L' equation  ne  contenant  que  des  puissances  paires  de  u^  comme  dans 
Texemple  I,  la  fonction  u  change  de  signe  avec  z.  Done 


/(:)=-/(-'-)=-/(^). 


Ceci  ne  pent  avoir  lieu  que  si  z  =  -  est  un  zero  ou  un  infini ;  mais  la  fonc- 
tion ne  devient  nulle  que  pour  z  =  o  et  z  =:  cx)  ;  il  en  resulte  que  z  =  - 
est  rinfini  triple. 

La  fonction  simplement  periodique  u  s'exprime  rationnellement  au  moyen 
de  la  fonction  tangz  qui  a  la  meme  periode  tt  (n^  44).  L'infini  etant  aussi 
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le  meme,  rexpression  est  entiere,  et  I'on  a 

w  =  A  tang  s  +  B  tang^z. 

Pour  z  =  o,  U  =  I ;  done  A  =  i  •  Pour  les  petites  valeurs  de  w,  le  develop- 
pement  dela  fonction  U,  dont  la  valeur  initiale  est  i ,  borne  aux  deux  pre- 
miers termes,  est 

U  =  iH-4w%       d'oii       w  =  z4-|2'; 
done  B  =  I .  La  fonction  integrale  a  pour  expression 

u  =  tangz  H-  tang'z. 
136.  Exemple  VI.  —  Soit  1' equation 

U^_  U*_  A  (i  _  2W^+  2aM^+  ^  =  o. 

La  variable  part  de  z  =  o,  la  fonction  ayant  la  valeur  initiale  w  ==  o,  et  la 

derivee  la  valeur  U  =  i . 

Le  polynome  Q  adniet  la  racine  double  a = o  qui  n'annule  pas  P ;  \&^  deux 

valeurs  infiniment  petites  de  U  sont  du  premier degre.  Quand  u  tend  vers  zero , 

3  ^     . 
z  augmente  indefiniment,  et  Ton  a  la  periode  fi^  = ttI.  Le  polynome 

—  P'  -h  Q  est  car  re  parfait.  La  transformee 

V»-h  i;^V^+  1  (2  —  2i;  +  p')^—  A  (;•=  o, 
27  \  ^27  ' 

pour  i^  =  o,  admet  trois  racines  simples, 

/  VLi\ 

\y  =  e  ^  y ,  ce  qui  fait  trois  infinis  simples.  Ainsi  Tintegrale  est  mono- 
drome  et  simplement  periodique.  Cette  fonction  s'exprimera  rationnelle- 

ment  au  moyen  de  tang  —  • 

Si  I'on  remarque  que  u  ne  devient  nuUe  que  pour  z  =  o  et  z  =  00  ,  et 
que  les  valeurs  de  V^,  V^,  V,  sont  les  facines  d'une  equation  binome,  on 
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voit  que  T  expression  a  la  forme 

U  = ^ ^' 

It  z 
A  tang' hi 

^       CO 

Pour  trouver  le  coefficient  A,  developpons  la  fonction  U,  dont  la  valeur 
initiale  est  i,  pour  les  tres-petites  valeurs  de  «.  On  a,  en  se  bornant  aux 
trois  premiers  termes, 


d'ou  Ton  deduit 


FT  16        2      .       l6        5 

27  27 


81  27 


En  developpant  de  mSme  Texpression  de  u  et  identifiant,  on  trouve 


71 


Ainsi  I'integrale  cherchee  est 

U  =    ^ ^  J  CO  =  TTl. 

ft)  _7rz  2 

I  H-  -  lane'  — 

TT  ^      CO 

157-  Exemple  Vll.  —  Soit  1' equation 

U»-h3U'-hw»-4  =  o. 

La  variable  part  de  z  =  o,  la  fonction  ayant  la  valeur  a  =  o  et  la  derivee 
la  valeur  U  =  i . 

Le  polynome  Q  n'a  que  des  racines  simples  qui  n'annulent  pas  P.  Le 

polynome  —  P'+  Q  est  carre  parfait.  La  transformee 

pour  (;  ==  o,  se  r^duit  a  V  —  i  =  o  et  a  trois  racines  simples  differentes  de 
zero.  On  en  conclut  que  I'integrale  est  monodrome  et  doublement  perio- 
dique(n**tl4). 
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a7r» 

Posonsy  =  c  ^  .  Si  I'on  remplace  z  par  yz,  u  devientyw,  et  la  derivee  ne 
change  pas;  la  fonction  change  de  signe  avec  z.  Les  deux  periodes  sont a>  et 
ja>.  La  fonction  a  trois  infinis  simples , 


et  trois  zeros  simples, 


-  1  —  ?  1 

2  2  2 


0) 

O,  -— -T» 


Nous  nous  proposons  d'exprimer  cefte  fonction  doublement  periodique 
au  moyen  de  la  fonction  elliptique  definie  par  1' equation  differentielle 


5.^2. 


g^Ml-A^)(l-^^A^), 


dans  laquelle  on  suppose  que  pour  z  =  o  la  fonction  a  la  valeur  initiate 
A  =  o,  et  la  derivee  la  valeur  A'  =  g^.  Nous  supposons  en  outre  que  les 
deux  constantes  g'  et  A:  soient  telles,  que  cette  fonction  admette  les  deux  pe- 
riodes oietyo).  On  sait  que  les  deux  zeros  de  la  fonction  elliptique  sont  o 

et  —  J  et  les  deux  infinis  —  et  - — • 

2  2  2 

La  fonction  u}<  n'a  plus  Tinfini  —9  mais  elle  a  les  deux  infinis  doubles 
^—  et  — ;  elle  s'exprime  done  de  la  maniere  suivante  : 

(a)  wA  =  Aa*-4-B-+-Ca'; 

le  polynome  du  second  degre  en  A  ne  contient  pas  de  terme  du  premier 
degre,  puisque  la  fonction  wA  ne  change  pas  quand  on  change  le  signe  de  A. 

II  faut  determiner  les  cinq  constantes  A,  B,  C,  g^,  A:. 

Le  developpement  de  la  fonction  elliptique  suivant  les  puissances  crois- 
safites  de  z  est 


d'oi 


ou 


^  1 .2.0    ^  1.2.3.4.5         ^ 


^  =  ^  -  --7:7-  s^^  +  —  iT^xr-  ^ "  - 
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D'autre  part,  la  fonction  implicite  U,  dont  la  valeur  initiale  est  runite,  a 
pour  developpement 


d'oi 


ou 


u  =  .-^V 


En  siibstituant  dans  Tequation  {a)  et  egalant  les  coefficients  des  memes 
puissances  de  z  jusqu'a  la  quatrieme  inclusivement,  il  vient 

(I)  B-hCg'^o, 

L' equation  transformee,  pour  v;  =  o,  se  reduit  a  V^ —  i  =  o ;  les  troid  ra- 
cines  sont  i ,  y  * ,  j* .  On  pent  supposer  que  la  premiere  se  rapporte  a  z  =  —  > 
la  seconde  a  z  =  —  et  la  troisieme  a  ^ —  Posons  d'abord  z  =  — h  z',  on 
aura,  en  se  bornant  au  premier  terme, 

i;=z  z  .  d  ou         W  =  — . 

'  z' 

Mais  on  sail  que  ^l^-^-z^j  =  —  A  (z')  =  —  g^z',  et  que  AW  ^  j  =  —  g. 
Si  Ton  substitue  dans  I'equation  (a),  il  viendra 

(4)  B-Cg  =  -g. 

Posons  maintenant  z  =  —  H-  z',  et  remarquons  que 

^[-^^^  )-kl(7)-gkz^'^ 
on  a  d'ailleurs 

if=Pz\  d'oil  W  :z=:  H/. 

•'  Z 

XXXn'  Cahier.  3i 
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Ell  substituant  dans  requation  (a),  ii  vient 

(5)  A-Cgk  =  -gkj. 
Si  Ton  pose  z  =  ^ h  z',  en  remarquant  que 

on  aura 

(6)  A  +  Csk  =  -gk/. 

Mais  nous  veirons  que  cette  relation  rentre  dans  les  precedentes. 
Les  equations  (i)  et  (4)  donnent 

B  =  -Cg,      C={. 

Les  equations  (5)   et  (6),   par  soustraction,  donnent  de  memf*  C=    • 
Ainsi  la  relation  (6)  rentre  dans  les  premieres. 
De  Tequation  (5)  on  deduit 

Si,  pourabreger^  on  pose 

les  equations  (2)  et  (3)  donnent 
d'oii 

Si  Ton  prend  les  signes  superieurs,  on  a  finalement 
A  =  t(a  +  i/3),      ^=3-+-2v/3,      G  =  -,      B  =  -^,       A  =  -, 
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et  Tintegrale  a  pour  expression 

^g  2  2 

u  = ^ 

138.   Exemple  VllL  —  Soit  I'equation 

U '  —  3  U '  —  2  ( ;/ ^  —  I )  ^  4- 4  =  o . 

La  variable  part  de  2  =  o,  la  fonction  ayant  la  valeur  initiale  «  =  o,  et  la 
derivee  la  valeur  U  =  1 . 

Cette  equation  presente  tous  les  caracteres  qui  font  reconnaitre  une  inte- 
grale  monodrome  et  doublement  periodique.  Le  polynome  Q  n'etant  que  du 
quatrieme  degre,  cette  fonction  admet  un  infini  triple.  Designons  par  ca^Xca' 
les  deux  periodes.  La  fonction  changeant  de  signe  avec^  z^  ses  trois  zeros 

seront  o,  — ,  —  j-et  son  innni  triple 


Nous  exprimerons  encore  cette  integrale  au  nioyen  de  la  fonction  ellip- 
tique  A.  La  fonction  ^>  n'admettant  plus  qu'un  infini  double  ^ — ^>  aura  une 
expression  de  la  forme 

On  aura  done 

II  faut  determiner  les  cinq  constant es  A,  B,  C,  g^,  X\ 

Pour  les  valeurs  tres-petites  de  z,  en  se  bornant  au  premier  terme,  on  a 
^^  =z=  z,  ce  qui  dorine  la  relation 

(I)  Bg-  +  Cg^^=i. 

Pour  «  =  o,  ['equation  difterentielle  devient 

U'— 3U=-i-2  =  o; 

si  Ton  supprime  la  solution  U  =  i  qui  correspond  a  z  =  o,  elle  se  rednit  a 

U^—aU—  2  =  0; 
d'oii 

U  =  izpv/3. 

3i. 
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Faisons  correspondre  la  premiere  racine  a  z  =  —  >  la  second e  a  z  =  — 
Posons  z  =  — h  z\  nous  aurons 

u  =  [\  —  v/3)z'; 
d'oii  Ton  deduit,  en  substituant  dans  Tequation  {(x)y 

(2)  Bg-Cff*=^-i. 

Posons  de  ineme  z  = h  z\  nous  aurons 

et,  en  substituant  dans  I'equation  (a)^  nous  obtiendrons  les  deux  relations 

(3)  .  A  =  Cffk, 

(4)  B*-hC^i^  =  o. 
La  traiisformee 

V'+3(^»V»H-2(i— (;»)»f^— 4i'»  =  o 
donne,  pour  le  premier  terme  du  developpement, 

.  =  -^z'% 

^7 


la  relation 


en  posant  z  = h  z'.  Si  Ton  substitue  dans  ['equation  (a),  on  trouve 


(5)  A-^Csk  =  ^-2g^k 


3 


Nous  avons  maintenant  un  nombre  d'equations  sufiisant  pour  la  determi- 
nation des  constantes.  Les  equations  (i),  (2),  (3),  donnent 

Substituant  ces  v'aTeurs  dans  les  equations  (4)  et  (5),  on  obtientles  deux 


AV 
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equations 

H-A' 
A 

=  -2(3h-2v/3), 

d'ou  Ton  (leduit 

-          .7           ' 

kg^  = 

k  =  —{3- 

±aV^5-f-3v/3, 

3  — \/J 
9 

Cg^=' 

-J'^       A^-^- 

18       ' 

et  I'integrale  cherchee  a  pour  expression 

m  =  a(Aa'  +  B-+-Ca'). 
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139.  Nous  allons  verifier  que  cette  fonction  satisfait  bien  a  I'equation 
difFerentielle  proposee.  Voici  le  calcul  de  verification.  On  a,  en  differentiant, 

U  =  (3  AA*  +  B)  / H-  G  (a"  +  M") , 

U  =  3C^»*»A'-h4B^^-V  +  C^'-h(3AV4-B)A'; 

d'ou  Ton  dednit 

U'=i8CV***^*  +  48B»Cg-'A'V+(29B'g-'F4-i5C»g'*P)V 
-h[j4BC^'*-B^g-'(i  +  F)]A'-t-^'(B»+C'g'*) 
-haA'[9CV**'^'+i5BGg-»FV+(3C'g''*+4BV^)A'-hBG^*|, 

U'=io8GV''*'A"'+43aBGV**'A"'-t-(549B'Cg'*A*+i35C'g'U*)A" 
H-  (238B»^'A'+  3o6BGV'*')A•' 
-l- [  36G  V" '^•" -+- » ('8  B^C^'' /•' —  I -^  B' ( I -^ /•' )  ^' A- J  A' 
-h  (3oBG^g''*^ -+- i8B'g''*)A*-h  (GV+ 3B»C^'*) 
/       io8G'^'A'A''+324BG*^V*A« 
^(279B*Cg•'F+8lG'g•=/t')A• 
y  (  +  (67BV'*"'  +  I  i7BG^S''A')A^ 

+-  [33B*Gg-'X-  -h  gG'g-'*  —  h'g'  (i  +  ;t*)  |a* 
^(3BGV'  +  B'g'') 
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On  a,  d' autre  part 

+  (i6B^C^A-  +  i6BG»^^*  —  ^C'g'k')^' 

-h  [(B^+  C^^)'—  8AB+  4B^Cg--^jV  -  a(B^-f-  G^^^)A^+  i 

^     (       2A'^A«+6A^BA*+fA(B*+C'g^')  +  4AB^]V  | 
+  4CA  A  j  _^^g(g.^(.,^.j_^^j^,_j3  |- 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Tequation  differentielle  proposee  et 
tenant  compte  des  relations  qui  existent  en  tie  les  cinq  constantes,  on  volt 
que  I'equation  est  verifiee. 

140.   K^vemple  IX.  —  Soit  I'equation 

U»  +  3w^ U^  _  (w^  _  i)»  _  4  2,«  =  o. 

r^a  variable  part  de  z  =  o,  la  fonction  ayant  la  valeur  initiate  ^^  =  o,  et  la 
derivee  la  valeur  U  =  i .  • 

L'integrale  est  nionodrome  et  doublement  periodique;  elle  change  de 

signeavec  z;  elle  admet  trois  zeros  simples  o,  -,  — ,  et  trois  infinis  simples 

'^\^  ^  -+-  a,  —a.  La  fonction  —-^^ —  S  dans  laquelle  ^  =  A'^  (a),  n  ad- 

mettant  plus  que  rinfini  double ^  aura  une  expression  de  la  forme 

Aa'  -h  B  +  Ga'.  On  a  done 

(a)  ^  (i  —  A^ A^)  =  A  (AV -h  B  +  Ga'). 

II  s'agit  de  determiner  les  six  constantes  A,  B,  G,  A,  g^  k. 

Pour  // =  o,  Tequation  differentielle  se  reduit  all' — i  =  o,  ce  qui 
donne  les  trois  solutions  U  =  i ,  U  =j^,  V  =  —  j\  en  representant  toujours 

pary  la  quantite  e  ^  .  La  premiere  valeur  correspond  a  r.  =  o;  en  se  bor- 
nant  au  deux  premiers  termes,  on  a 

U  =  I — tM%        d'oiz       w  =  2— -2': 
'^  9 
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en  substituant  dans  I'equation  (a),  on  obtient  les  denx  relations 

(I)  Bg^Cg'=i,       ^ 

(-2)  A^'-Bi±^g'»-cM'  +  *^)g.»  =  __5_/,«g,«. 

Si  nous  faisons  correspondre  a  z  =  -  la  seconde  solution  U  =y%  nous 
aurons  u  =j^z\  d'ou 

(3)  Bg-Gg'  =  -j\ 

La  troisieme  solution  U  =  — j  convient  a  z  =  — •  II  en  resulte  u  =  — jz; 
en  substituant  dans  Teqnation  (a),  on  obtient  les  deux  relations 

(4)  A  =  Cg-*, 

(5)  AV  =  B#  +  A^i±±'. 
La  transformee 

pour  v  =  o,  se  reduit  a  V*  —  3  V^  +  4  =  o.  Cette  equation  admet  la  racine 
simple  V  =  —  i  et  la  racine  double  V=  2.  La  racine  simple  correspond  a 

rinfini  z  = »  la  racine  double  aux  deux  infinis  z  =-h  aet  z  =  —  a. 

7. 

S.     I,                                                      (1)  -f-  Ol>  /        •!  *  . 

1  I  on  pose  z  = h  2  ,  il  vient 

/  I 

V  =  —  2,        w  = ,j 

'  z 

ce  qui  donne  la  relation 

(6)  A  +  Cgk  =  -gkh\ 

Des  equations  (1),  (3),  (4),  (6),  on  deduit 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  equations  (5)  et  (2),  et  posant,  pom* 
abreger, 

kg'  =  p,         {l-^k^)g*=q, 
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on  obtient  deux  equations  du  premier  degre  en/?  et  y,  d'oii  Ton  deduit 

3  — 2iV3           .         —  2  — 4iV3 
;,  =  ___,  g  = 

Ainsi  les  coefficients  sont  detennines,  et  I'integrale  a  pour  expression 

X{AX'-i-B-f-CX') 

141.   Exemple  A\  —  Soit  T  equation 

U'— 3U^— 2(i  — w')^+4  =  o. 

La  variable  part  de  z  =  o,  la  fonetion  ayant  la  valeur  w  =  o,  et  la  derivee  la 
valeur  U  =  i . 

L'integrale  est  une  fonetion  monodiome  doublement  periodique.  Posons 

j  =z  e  ^  ;  quand  on  remplace  z  paryz,  la  fonetion  u  devient  ju.   Ainsi  les 
deux  periodes  sont  ca  et  jco.   La  fonetion  admet  trois  zeros  simples  o, 


W  Ci) 


_  — — .?  et  trois  infinis. simples  a, ya,y* a. 

Nous  integrerons  Tequation  dilferentielle  proposee  au  nioyen,  non  pas 
de  la  fonetion  elliptique  ordinaire,  mais  de  la  fonetion  elliptique  definie  par 
Tequation 

On  pent  determiner  la  constante  k,  de  maniere  que  cette  fonetion  admette 
les  memes  periodes  co  etjeo;  elle  aura  alors  les  deux  zeros  o  et  — — .  et  Tin- 

fini  double —- .•  Cette  fonetion  se  developpe  en  serie  de  la  maniere 

suivante  : 

La  fonetion  u  {i  —  A* A')  dans  laquelle  /^'  ==  jrr-\ '  "^  ^^^  Tinfini  quin- 
tuple   ;— :•  La  fonetion  A  contenant  ce  meme  infini  au  second  degre  et 

A^  au  troisieme  degre,  le  produit  AA^  le  contiendra  au  cinquieme  degre,  et 
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Ton  pourra  determiner  la  constante  A,  de  maniere  que  la  fonction 

w(l  — A^A')  — AAA' 

ne  contienne  plus  cet  infini  qu'au  quatrieme  degre ;  puis  la  constante  B,  de 
maniere  que  la  fonction 

i^(i_A»V)  — AAA'— Ba^ 

ne  le  contienne  plus  qu'au  troisieme  degre ;  puis  la  constante  C,  de  maniere 
que  la  fonction 

„  (i  _  A' A')  —  AAA'—  Ba*  —  Ca' 

ne  le  contienne  plus  qu'au  second  degre;  puis  la  constante  D,  de  maniere 
que  la  fonction 

u{i  —  A' A')  —  AAA'—  Ba*—  Ga'—  Da 

ne  le  contienne  plus  qu'au  premier  degre.  Cette  derniere  fonction,  n'ayant 
quun  infini,  est  une  constante  E.  On  a  done 

u{i  —  A' A')  =  AAA'  +  Ba*  +  Ga'+  Da  +  E. 

Mais  la  fonction  ^^  s'annulant  pour  z  =  o,  et  devenantyw  quand  on  rem- 
place  z  paryz,  les  constantes  B,  C,  E  soht  nuUes.  On  a  done  finalement 

(a)  w(l  — A'A')  =AAA'+Da. 

II  faut  determiner  les  quatre  constantes  A,  D,  A,  ^. 
Pour  u  =  Oj  Tequation  differentielle  se  reduit  a 

U»—3U^  4-2  =  0, 

et  admet  les  trois  solutions 

U  =  i,       U  =  i— v/3,       U  =  i  +  v/3. 

La  premiere  correspond  k  2  =  o ;  si  Ton  developpe  en  se  bornant  aux  deux 
premiers  termes,  on  a 

U  =  n-^a%       u  —  z-h^z'i 

JCXXrV  Cahier.  32 
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ce  qui  donne  les  deux  conditions 

(i)  A+D  =  i, 

(a)  5A^*-+-D**=|  — 8A\ 

Nous  ferons  correspondre  la  seconde  racine  a  z  =  -^— .•  On  a  ainsi 

w=  (i  —  y/S)  z', 

oil  obtient  la  relation 

(aj  A  — D  =  i— v/3. 

La  troisieme  racine  correspond  a  z  = ^— :  ?  et  donne  la  condition 

(4)  ^'  =  A'('  +  n/3). 

Des  equations  (i),  (3),  (4),  on  deduit 


et  5  comme 


Snbstituant  dans  T equation  (2)9  il  vient 


A»  =  ^ 


—  5\/3 


9       ' 
d'ou 

9 
On  connait  ainsi  la  fonction  integrate 

AXX'-i-DX 


u  = 


I  —  A«X« 


142.  Exemple  XI.  —  Prenons  pour  dernier  exeinple  1 'equation  du  cin- 
i}uieme  degre 

U»+(a»_i)U*  — |^m»(m»— i)*  =  o, 
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dans  laquelle  la  variable  part  de  z  ?=  o,  la  fbnction  ayaiit  la  valeur  initiale 
£f  =  o,  et  la  derivee  la  valeur  U  =  i . 

Pour  M  =  ±i,  r equation  admet  cinq  racines  egales  a  zero;  ces  cinq 
racines  forment  un  groupe  circulaire,  tel  que,  si  Ton  pose  u  =dzi  -i-  u\ 

le  premier  terme  du  developpement  de  U,  suivant  les  puissances  croissantes 

I  , 

de  a'^,  a  I'exposant  |- 

Pour  w  =  o,  outre  la  racine  U  =  i,  T Equation  admet  quatre  racines 
egales  a  zero  qiii  forment  deux  groupes  circulaires  comprenant  chacun 
deux  racines,  et  tels,  que  le  premier  terme  du  developpement  de  chacun 

d'eux  a  pour  exposant  — 

Les  racines  multiples  difFerentes  de  zero  sont  donnees  pari' equation 

U  =  -|(u«-i), 

obtenue  en  egalant  la  derivee  a  zero.  En  substituant  cette  valeur  dans  I'e- 
quation  proposee,  on  a  Tequation  {u^  —  0*=  ^?  quin'a  pas  d' autre  solu- 
tion que  w  =  ±  I .  Ainsi  Tequation  diflferentielle  n'admet  pas  de  racines 
multiples  differentes  de  zero. 
La  transformee 

V'^_(l_i;«)V*  +  |;(l-t;^r=0, 

pour  t^  =  o,  se  reduit  a  V  —  V^  -f-  ?^  r=  o ;    elle  admet  la  racine  double 
V  =  ^  et  trois  racines  inegales  donnees  par  I'equation  du  troisieme  degre 


v'+|v'+«v+|;=o. 

La  racine  double  presente  seiile  quelque  difficulte;  si  Ton  pose 

on  voit  que  le  premier  groupe  comprenant  un  terme  en  V*  et  un  terme  en 
i^^  J  V  est  monodrome  par  rapport  a  if, 

L' equation  differentielle  presente  done  tous  les  caractCTes  qui  distinguent 

32. 
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les  integrales  monodromes  doublement  periodiques.  Gette  fonction  change 
de  signe  avec  z.  Elle  admet  un  zero  simple  et  deux  zeros  doubles  -+•  a  et 

—  a,  et  cinq  infinis  simples,  -  >  -  ?  - — ^>  H-  &  et  —  b.  Pour  Fexprimer  au 

moyen  de  la  fonction  elliptique  ordinaire,  definie  par  T equation 

A'»=g'»(l-A'')(l-*V), 

on  remarque  que  la  fonction  wA  (i  —  A*  A*),  dans  laquelle  r  =  A(&)  n'admet- 
tant  plus  que  les  deux  infinis  quadruples  —  et  - — —y  on  aura 

{«)  ux{i  -  A^A^)  =  Aa*  +  Ba^  +  G  +  (Da*+  E)a'. 

U  faut  determiner  les  huit  constantes 

A,  B,  G,  D,  E,  A,  g,  k. 

Si  Ton  developpe  en  serie  pour  les  petites  valeurs  de  z,  on  a,  en  se  bor- 
nant  aux  deux  premiers  termes, 

en  sobstituant dans  Tequation  (a),  on  obdent  les  deux  relations 
(I)  C  +  Eg=o, 

(a)  Bg  +  Dg'-E^g'=i. 

Servons-nous  maintenant  des  infinis.  La  racine  double  V  =  |  de  la  trans^ 

fbrmee  donne  les  deux  infinis  H-  &  et  —  ^ ;  les  trois  racines  simples  de  F  equa- 
tion 

donnent  les  trois  infinis  ->  —  > •  Appelons  V,,  V^,  V,  les  trois  racines 

1^  de  Tequation  (p)  que  nous faisons  correspondre  respectivement  a  -  ?  — >  Ji.-^. 


a     a 


i 
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Soit  z  =  -  -h  2';  nous  aurons  pour  ks  deux  premiers  ternies  du  developpe- 
ment, 

d'ou 

en  posant,  pour  abreger, 

V  = --— • 

'       3(5V;-4V,)' 

on  en  deduit 

Si  Ton  substitue  dans  Tequation  («),  on  obtient  les  deux  relations 

(3)  Cg-Eg'  =  -1., 

(4)  |l(C-Eg')+Bg'«-Dg^'-+-Ei±iV'=(^'  +  *')^. 
Faisons  maintenant  z  =;  — h  z\  nous  aurons 

(5)  A-D*^  =  ~^, 

(6)  _^A»+B%-hDi±iV*-E^'^'=(*'-Hi^)A'f;. 
En  posant  ?  =  - — ^  -h  z',  on  trouvera  de  meme 

(7)  A  +  DAs:=^', 

(8)  ||A«4-B%-Di±*-V*+V^'  =  -(*'-h^*A«)f^ 
Les  equations  (i)  et  (3),  (5)  et  (7),  (2),  donnent 


5 

a '"  i      v.     v; 
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Pour  determiner  les  trois  constantes  A,  g^  A-,  nous  poserom 

(i-hA')<^«=/^,       ks-  =  q.       h^g'  =  r. 
De  r equation  (4)  on  deduit 

(9)  /'  =  3V,(|i-i-^r). 

Les  deux  equations  (6)  et  (8),  combinees  par  soustraction  et  par  addi- 
tion, conduisent  aux  deux  equations  suivantes : 

5  Ky*      V J  \s\  ^  v;  ^  \j  ^  4  V.      ^ ) 

Cette  equation  a  une  seule  inconnue  r  est  du  troisieme  degre.  La  question 
est  done  ramenee  a  la  resolution  de  deux  equations  du  troisieme  degre  (j3) 
et(ii). 

143.  Exemple  XII.  —  La  methode  que  nous  avons  suivie  dans  les 
exemples  precedents  pent  etre  appliquee  avec  avantage  a  Tequation  diffe- 
rentielle  que  nous  avons  deja  integree  par  une  autre  methode  au  n°  126. 
Gette  equation,  ramenee  a  la  forme 

(£)■=(—•)■. 

admet  pour  integrate 

tt  =  Aa'h-Ba  +  Cm', 

les  constantes  ayant  des  valeurs  faciles  a  determiner  (^). 

(*)  Un  Rapport  sur  ce  Memoire  a  ete  lu  par  M.  Cauchy,  au  nom  d*une  Commission  composee  dr 
MM.  Cauchy,  Liouville  et  Bertrand  y  dans  la  seance  da  7  juillet  i856. 

*■  ■■oos^     


NOTE 

SUR  DES  THEORMES  DE  SCHOOTEN  ET  DE  LA  HIRE, 

Par  M.  DE  LA  GOIIBNERIE, 

Inginieur  des  PonU  dt  ChauBs^,  Professeur  k  TEcole  ImperUIe  Polytochnique. 


Dans  son  TraitS  de  la  Description  organique  des  Sections  coniques, 
Schooten  a  montre  que  quand  deux  points  se  meuvent  dans  un  plan, 
chacun  en  ligne  droite,  tout  point  du  plan  suppose  lie  aux  premiers  et  en- 
traine  avec  eux  decrit  une  ellipse ;  un  seul  point  decrit  un  cercle. 

La  Hire  a  demontre,  dans  son  Traite  des  ^picychides  {MSmoires  de 
[  A cadSmie  des  Sciences,  t.  IX),  que  quand  un  cercle  roule  dans  la  con- 
cavite  d'un  autre  cercle  de  rayon  double,  les  points  de  sa  circonference 
se  meuvent  sur  les  diametres  du  grand  cercle. 

Ges  deux  theoremes,  qui  sont  reproduits  dans  les  ouvrages  didactiques, 
se  rapportent  au  meme  mouvement;  ils  se  completent  Tun  T autre.  Leur 
relation,  quoiqu'elle  semble  evidente,  n'a  pas  eteremarquee  immediatement 
et  elle  n'a  meme  peut-etre  jamais  ete  signalee  d*une  maniere  formelle. 

M.  Davaine,  ingenieur  en  chef  des  Fonts  et  Chaussees,  a  envoye  a 
TExposition  de  i855  le  modele  d'un  pont-levis  sans  contre-poids,  dans 
lequel  il  assure  Thorizontalite  du  mouvement  du  centre  de  gravite,  en 
assujettissant  un  point  sur  un  cercle  et  un  autre  sur  une  droite  (i) ;  c'est  une 
application  du  theoreme  de  Schooten.  Rapporteur  pour  les  travaux  publics 
a  r Exposition,  j'ai  du  etudier  ce  mouvement;  je  m'en  etais  deja  occupe  en 
1 849  a  I'occasion  d'une  autre  question  de  cinematique  [Journal  de  Math^^ 
matiques^  deM.  Liouville,  t.  XlV). 

(1)  Le  Jury  a  accorde  une  medaille  de  premiere  classe  a  M.  Davaine.  ( Foir^  pour  la  description  de 
son  pont-le\iSy  les  Rapports  officiels,  XlV*  classe. ) 
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Les  theoremes  de  Schooten  et  de  La  Hire  ont  conduit  a  plusieurs  com- 
binaisons  mecaniques,  et  je  crois  qu'ils  sont  susceptibles  de  nouvelles  appli- 
cations. J'ai  pense,  en  consequence,  qu'il  pourrait  etre  utile  de  les  exposer 
d'une  maniere  elementaire  avec  leurs  consequences  immediates.  On  trouvera, 
de  plus,  dans  cette  Note,  des  propositions  nouvelles  qui  me  semblei^t  meriter 
quelque  inter^t. 

1.  Je  suppose  que  les  points  P  et  Q  [fig>  i),  situes  a  une  distance  inva- 
riable Tun^de  I'autre,  se  meuvent  sur  des  droites  qui  se  coupent  en  A, 

Je  fais  passer  un  cercle  par  les  points  P,  Qet  A,  et  je  le  suppose  assujetti 
aux  deux  premiers  et  entraine  avec  eux ;  il  passera  toujours  par  le  point  A, 
car  Tangle  PAQ,  ayant  pour  mesurela  moitiedel'arc  invariable  PQ  compris 
entre  ses  cotes,  ne  pent  pas  cesser  d'etre  inscrit. 

Fig.  I. 


Un  point  quelconque  R  du  cercle  se  meut  sur  une  droite  dirigee  vers  le 
point  A,  car  Tangle  RAQ  etant  toujours  inscrit,  la  grandeur  de  Tare  RQ, 
compris  entre  ses  cotes,  ne  pent  pas  varier. 

2.  Le  cercle  PAQ  passant  toujours  par  le  point  A,  son  centre  decrit  un 
cercle  et  il  ne  cesse  pas  d'etre  tangent  a  un  cercle  de  rayon  double  ayant 
son  centre  en  A.  II  toume  sur  ce  cercle  sans  glisser,  car  le  point  R  va  en  R', 
et  Tare  RH  est  egal  a  R^H  comme  mesurant  un  angle  double  dans  un  cercle 
dont  le  diametre  est  le  rayon  du  grand. 

3.  Je  suppose  que  deux  points  C  et  B  d'une  droite  mobile  LV  {Jig.  a 
et  3)  soient  assujettis  a  rester  sur  deux  droites  rectangulaires  AX  et  AY 
situees  dans  un  meme  plan. 

Je  mene  par  le  point  A  une  parallele  a  LV,  et  je  prends  des  longueurs 
egales  sur  cette  ligne  a  partir  de  A,  et  sur  LV  a  parti r  de  B.  Les  points  N 
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et  M  ainsi  determines  ont  la  meme  abscissa  AG;  ieurs  ordonnees  sont  dans 
le  rapport  des  longueurs  constantes  BM  et  CM.  Or  le  point  N  se  meut  sur 
un  cerde,  done  le  point  quelconque  M  de  la  droite  LV  decrit  une  ellipse 
dont  les  demi-axes  AD  €t  A£  sont  egaux  a  BM  et  CM  et  diriges  sur  les 
directrices  rectangulaires. 


Fiff.7. 


ng.z. 


4.  Je  suppose  que  deux  points  P  et  Q  {fig.  4)  se  meuvent  sur  des  droites 

Fig./i. 
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qui  se  coupent  en  A.  On  demande  quelle  courbe  decrira  le  point  M  situe 
dans  le  plan  du  mouvement  et  lie  aux  points  assujettis  P  et  Q,  de  maniere 
a  former  avec  eux  un  triangle  invariable. 

Je  fais  passer  un  cercle  par  les  points-P,  Q  et  A ;  son  centre  est  en  O.  Je 
trace  une  droite  par  les  points  M  et  O ;  les  points  B  et  G,  oil  elle  rencontre 
le  cercle,  se  meuvent  sur  des  droites  rectangulaires  AB  et  AG;  done  le 
point  M  decrit  une  ellipse  dont  les  axes  sont  en  direction  AB  et  AC,  et  en 
grandeur  les  doubles  de  CM  et  de  BM. 

Le  diametre  du  cercle,  dont  les  points  se  meuvent  en  ligne  droite,  est  la 
difference  des  demi-axes  de  toutes  les  ellipses  decrites  par  les  points  sitties 

XXXrV  Cahier.  33 


258  NOTE    sua    DES   THEOREME5    DE    SCROOTEN    ET    DE    LA  HIRE. 

en  dehors  de  sa  circonference,  et  la  somme  des  demi-axes  des  ellipses  decrites 
par  les  points  interieurs. 

Les  points  situes  sur  une  meme  droite  passant  par  le  centre  du  cerele 
decrivent  des  ellipses  dont  les  axes  ont  les  memes  directions. 

Les  points  situes  sur  une  circonference  concentrique  avec  le  cerele  de- 
crivent des  ellipses  identiques. 

Le  centre  du  cerele  decrit  seul  un  cerele. 

Le  point  de  concours  des  directrices  rectilignes  est  le  centre  commun  de 
toutes  les  ellipses. 

5.  Les  demi*axes  AD,  AE  {Jig.  5)  d'une  ellipse  etant  connus,  on  demafnde 


de  determiner  les  diflferents  systemes  de  diametres,  tels  qu'elle  puisse  etre 
decrite  par  un  point  d'une  secante  qui  aurait  sur  eux  deux  points  assujettis. 

Je  porte  Tun  des  demi-axes  AE  en  Dc  a  la  suite  de  I'autre,  et  je  decris  un 
cerele  sur  A<?  comme  diametre.  Si  je  fais  mouvoir  ce  cerele  de  maniere  que 
chacun  de  ses  points  se  meuve  sur  une  ligne  dirigee  vers  le  point  A,  le 
point  D  decrira  I'ellipse  donnee ;  menons  done  par  le  point  D  une  secante 
quelconque  PQ,  les  cordes  AP  et  AQ  formeront  dans  TeUipse  un  systeme  de 
diametres  qui  satisfera  a  la  question.  Cette  construction  etait  connue;  mais 
je  crois  que  Ton  n'en  avait  donne  que  des  demonstrations  algebriques  assez 
compliquees. 

Quand  le  point  Q  de  la  secante  PQ  se  trouve  en  A,  le  point  D  est  en  T; 
DQ  est  done  egal  a  AT,  et  de  meme  AU  a  PD.  De  la  resulte  un  moyen 
tres-simple  de  construire  Fellipse  par  points,  en  menant  par  le  sommet  D 
une  serie  de  cordes  dans  le  cerele. 

Les  lignes  dont  on  prend  \e&  interseetions  se  eoupent  generalement  sous 
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des  angles  convenables,  et  toute  la  construction  me  parait  presenter  beau- 
coup  de  precision.  Je  crois  qu'elle  doit  etre  adoptee  toutes  les  fois  que  le 
cercle  decrit  sur  la  demi-somme  des  axes  comme  diametre  n'est  pas  d'une 
grandeur  incommode.  J'ajouterai  qu'une  reduction  d'echelle,  si  elle  etait 
necessaire,  compliquerait  peu  le  trace.  Enfin,  cette  methode  donne  imme- 
diatement  les  intersections  de  T ellipse  avec  les  droites  qui  divergent  du 
centre,  et  ces  points  sont  quelquefois  utiles. 

Les  demi-diametres  AT  et  AU  d'un  meme  systeme  etant  egaux  aux  seg- 
ments DQ,  DP  des  cordes  du  cercle  passant  par  un  meme  point,  on  \oit  que 
leur  produit  est  egal  au  rectangle  des  demi^axes. 

6.  Le  lieu  des  foyers  des  ellipses  decrites  par  les  divers  points  d'une 
droite  forment  une  hyperbole  equilatere  (i). 

Soit  A  le  centre  commun  des  ellipses  {fig.  6),  O  le  centre  du  cercle  dont 


les  points  se  meuvent  en  ligne  droite,  LV  la  droite  consideree  dans  la  posi- 
tion ou  elle  est  perpendiculaire  a  AO.  Je  prends  pour  axes  les  lignes  AX,  AY 
inclinees  a  45  degres  sur  AO. 

Je  determine  les  axes  de  1' ellipse  decrite  par  le  point  quelconque  M  de  la 
droite.  Je  trouve  que  Tun  des  foyers  est  en  F;  projetant  ce  point  en  G  sur 

AX,  on  a 

AG  =  AF  cos  FAG,       FG  =  AF  sinFAG, 

AG  X  FG  =  I AF'sina .FAG; 
daillemrs 

FAG  =  45^  —  FAO,       2 .  FAG  =  90^  —  KOM, 

(1)  J'ai  demontre  algebriquement  ce  theoreme  dans  ma  Note  de  1849,  ™*^*  seulement  pour  le  cas 
oCi  deux  points  de  la  droite  se  meuyent  en  ligne  droite,  et  oii,  par  suite,  elle  rencontre  le  cercle 
dont  le  diametre  est  AI. 

33. 
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done 

AG  X  FG  =  {  AF  cosKOM. 

Mais  les  demi-axes  de  T ellipse  etant  MO  -+■  AO  et  MO  —  AO,  on  a 

AF  =  4.M0x  AO; 
done  enfin 

AGxFG  =  !^.AOxOK. 

Les  longueurs  AO  et  OK  etant  constantes  pour  tous  les  points  de  la  droite^ 
on  voit  que  le  lieu  des  foyers  est  une  hyperbole  comme  je  I'ai  annonee. 
On  aura  pour  le  demi-axe  transverse, 

'   AS  =  4.AOxOK. 

II  est  faeile  d' avoir  les  asymptotes  de  Thyperbole,  m^e  quand  la  droite 
LV  {fig.  y)  a  une  position  queleonque  par  rapport  a  la  ligne  AO  qui  Joint 


le  centre  commun  des  ellipses  au  centre  du  cerde  dont  les  points  se  meuvent 
en  ligne  droite.  J'abaisse  du  point  O  une  perpendiculaire  OK  sur  la  droite; 
elle  coupe  le  cercle  en  I;  la  ligne  AI  est  Taxe  transverse  de  I'hyperbole, 
car  quand  le  point  O  viendra  en  O',  le  point  1  du  cercle  s'eloignera  sur  la 
ligne  AO',  et  la  ligne  LV  sera  perpendiculaire  a  AL  La  disposition  du  sys- 
teme  sera  alors  exactement  celfe  de  la/%.  6.  Les  asymptotes  font  des  angles 
de  45  degres  avec  AI,  el  la  longueur  du  demi-axe  transverse  est 

ay/AOxOK. 

Si  la  droite  mobile  passe  par  le  centre  O  du  cercle  dont  les  points  derivent 
des  lignes  droites,  Thyperbole  des  foyers  se  transforme  en  deux  droites  rec- 
tangulaires. 
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7.  Soit  ABB^  {fig.  8)  le  cercle  dont  les  points  se  meuvent  en  ligne  droite. 
Quand  il  a  pris  la  position  AB'B^ ,  si  la  figure  s'etait  transpoitee  parallele- 
ment  a  elle-meme,  le  point  B  aurait  ete  en  B|,  mais  il  est  venu  en  B'  et  les 
angles  BAO',  B,  O'B'  sont  egaux ;  done,  quand  le  point  O  tourne  autour  du 
point  A,  tons  les  points  entratnes  tournent  autour  de  lui  avec  une  vitesse 
egale  et  de  sens  contraire. 


L' ellipse  peut  done  etre  consideree  comme  engendree  par  nn  point  qui  se 
meut  sur  un  epicycle  avec  une  vitesse  angulaire  egale  et  de  sens  contraire  a 
ceJle  du  centre  de  Tepicycle,  les  angles  etant  mesures  a  partir  d'un  axe  fixe. 
C'est  sur  cette  propriete  qu'est  etabfi  le  compas  a  ellipse  de  MM.  Hamann 
et  Hempel.  \Foir  le  Rapport  de  M.  Vmssaji%  {Comptes  rendus  de  I'Aca- 
demie  des  Sciences,  tome  XIV,  page  6o2.y  J'ajouterai  aux  observations  du 
savant  geometre  que  ce  compas  n'est  qu'une  modification  de  la  plume  geo- 
metrique  de  Suardi.j 

Appelant  aetb  les  demi-axes  de  T ellipse,  jp  et  ^r  les  rayons  du  cercle  de- 
ferent et  de  I'epicycle,  on  a 

• 

a^p  +  qy  h—±{p  —  q)y 

^  a-4-  6  /  a  —  b 

\P  = »  \P  =  -^ » 

I-*  2  )'  2 

a  —  o  I  a-h  b 

ear  il  est  evident  que  les  rayons  du  cercle  d^A^rent  et  de  Tepieyde  peuvent 
etre  pris  Fun  pour  Tautre. 

L' ellipse  peut  encore  etre  decrite  par  un  point  situe  a  la  distance  q  du 
centre  d'un  cercle  de  rayon/?  roulant  dans  un  cercle  de  rayon  ip.  C'est  une 
epicycloide  rallongee  ou  raccourcie,  suivant  qu'on  prend  pour  q  la  demi-- 
somme  ou  la  demi-difFerence  des  demi-axes. 
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8.  Ces  deux  modes  de  description  de  I'ellipse  donnent  des  solutions 
faciles  pour  plusieurs  des  problemes  que  Ton  pent  se  proposer  sur  cette 
courbe. 

M.  Bresse  a  applique  son  ingenieuse  methode  pour  la  determination  des 
rayons  de  courbure  a  Tellipse,  en  la  considerant  comme  engendree  par  un 
point  d'une  droite  suivant  le  theoreme  de  Schooten  {Doir  le  XXXV*  cahier 
du  Journal  de  I' E  cole  Poly  technique).  On  arrive  egalement  a  un  resultat 
tres-simple  par  la  consideration  de  1' epicycle. 

A  est  le  centre  d'une  ellipse  {fig*  9)  dont  les  axes  sont  donnes  en  gran- 
deur; on  demande  le  rayon  de  courbure  au  point  quelconque  M. 

Fig'  9- 


y,'       \ 


Je  determine  le  centre  O  de  T epicycle;  je  trace  le  cercle  dont  les  points  se 
meuvent  en  ligne  droite  et  ont  par  consequent  une  acceleration  normale 
nulle.  Le  centre  instantane  de  rotation  est  en  H,  la  normale  est  MH,  et  le 

rayon  de  courbure  ^^* 

Un  theoreme  de  M.  Chasles  montre  directement  que  la  normale  estbien  MH. 

J*aurais  pu*placer  le  centre  de  Tepicycle  en  O'  et  j'aurais  trouve  une  autre 
normale  et  un  rayon  de  meme  grandeur :  ce  qui  se  comprend  facilement,  car 
on  peutsupposer  a  T  ellipse  deux  positions  differentes. 

n  n'est  pas  necessaire  du  reste  de  recourir  au  theoreme  de  M.  Bresse; 
on  arrive  au  meme  resultat  par  celui  de  Savary,  en  considerant  I'ellipse 
comme  une  epicycloide.  [P^oir  le  Memoire  de  M.  Chasles  sur  la  Construe- 
tion  des  rayons  de  courbure  des  courbes  decrites  dans  le  mouvemerU  d'une 
figure  plane  qui  gUsse  sur  son  plan  {Journal  de  Mathematiques,  tome  X,^] 
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nEmoire 

SUR  LE 

DfiVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  EN  SfiRIES  ORDONN^ES 

SDIVANT  LES  DfiNOMINATEUBS  DES  RfiDDITES  DIJNE  FRACTION  CONTINUE; 
Par  M.  Edg^ne  ROUGHE, 

Ancien  elkre  de  llfecole  Polytechnique,  profesAour  au  Lyc^e  Charleraa^e. 


Introduction. 
I .  Soit  la  fraction  rationnelle 

F(x) 
oh/{x)  et  F  (x)  sont  deux  polynomes  entiers  de  degres  net  m-j-i^ 

f{x)  =  aoff'-h  ..., 
F{x)  =  Aaf''^'  H- 

Supposons  m  superieur  ou  au  moins  egal  a  /i ,  et  designoiis  par 

les  mH-  I  racines  (supposees  inegales)  de  T equation 

F(^)  =  o. 
Posons 

fM    —  T> 
XXXnV  Cahitn 


2  SUR    LE    D^VELOPPBMENT    DES    FONCTIONS    EN    SILKIES    ORDONNl^ES 

de  fa^on  qu*on  ait 

F(*)       ^ix  —  Xi 

La  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  F(a?)  et/{x)y  effectuee 
en  changeant  le  signe  du  reste  dans  chaque  operation  partielle  (comme  cela 
se  pratique  dans  le  theoreme  de  Sturm) ,  conduit  aux  relations 

r;-^»-r;' 

Ri      rk        ^» 


(0 


(2) 


5 —  ~  ^"R — ' 
R„  ^"*' ' 


Q.- 


£»+l 


F  etant  du  degre  /n+  i  et/du  degre  «,  les  restes 

tfont  de  degres 

n  — I,      «— 2,..,,     /I— Xr,..,,      1,     o. 
Le  quotient  Q,  est  du  degre  m-hi  —  n,  ou  c  H- 1 ,  en  posant 

m  —  n  =  c; 
les  autres  quotients  Q, , . . . ,  Q„^,  sont  lineaires.  Nous  ecrirons  done 
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Enfin,  si  Ton  designe  par 
la  reduite  de  rang  k 


Q,-- ^ 


dans  la  fraction  continue  (2),  N^  sera  un  polynome  du  degre  k  —  i ,  et  D^ 
un  polynome  du  degre 

m-f-i  —  n-\-k  —  i=e-f-A, 

degre  que  nous  designerons,  pour  plus  de  commodite,  par  ea. 

2;  Ges  preliminaires  etablis,  voici  la  question  que  je  me  propose  de 
traiter  : 

Connaissant  les  m  -f-  i  Daleurs 

d' une  fonction  entiere  et'  du  degre  m,  ^(o?),  developper  cette  fonction  en 
une  suite  ordonnee  suwant  les  dinominateurs  D^(ar)  des  rddukes  de  la 
fraction  continue  (2),  et  Studier  les proprietes  de  ce  d^veloppement. 

Lorsqu'on  cherche  a  resoudre  ce  probleme,  on  est  conduit  a  distinguer 
deux  cas,  suivant  que  dans  la  fraction  • 

/(^) 
¥(x) 

le  degre  n  du  numerateur  est  inferieur  A'une  ou  de  plusieurs  unites  au 
degre  /w  -h  i  du  denominateur. 

Dans  le  premier  cas,  le  probleme  est  possible  et  determine;  il  est  resolu 
par  la  formule 

k-=m  r-  i=m  -i 

(3)  <P(^)  =  2     9*..  D,(a:)  2  V,B,{x;)  <p{x,)  I 

oil  Ton  suppose  D^  {x)  =  i. 


4  SUR    LE    D^VELOPPEMENT    DES    FOXCTIONS    EN    S^EIES    ORDONNEES 

Dans  le  second  cas,  les  coefficients  inconnus  de 

D,{x),     T),{x),...;     D„{x) 

dependent  d'un  systeme  lineaire  surabondant,  et  la  question  proposee  est 
impossible.  Le  meilleur  parti  a  prendre  consiste  a  traiter  ce  systeme  par  la 
methode  des  moindres  carres,  en  supposant  aux  valeurs  donnees  de 

le  meme  degre  de  precision ;  on  obtient  de  cette  maniere  une  valeur  appro- 
chee  de  (p  (a?)  sous  la  forme  d'une  fonction  entiere  ordonnee  suivant 

D.(a:),     D.(a;),,...,     D„(a:). 

JEn  exaniinant  alors  de  pres  la  composition  des  coefficients  ainsi  trouves,  ' 
puis  se  reportant  au  premier  cas,  on  voit  que,  parmi  toutes  les  fractiom 
rationnelles  susceptibles  de  conduire  a  une  representation  exalte  de  (p  [x) , 
9  c'est-a-dire  parmi  les  fractions  tlont  le  mimerateur  a  un  degre  d'une  unite 
inferieur  au  degre  du  denominateur,  la  fraction 

l¥'(x) 
F(x)   ' 

oil  A  est  unfacleur  constant^  jouit  de  cette  propriety  importante  :  si  dans 
le  dSveloppement  correspondant 

(4)      •  <P(^)  =  .2     A9,,.D,(a:)  2  I>*(^.)<P(-^.)    . 

Ar=o    L  '=0  J 

on  ne  prend  que  les  premiers  termes,  en  nombre  d'aiUeurs  quelconque 
/?  H-  I ,  on  obtient  une  valeur  approchie  de  (p  (x) 


l=0  1=0 
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avec  les  coefficients  indiques  par  la  methode  des  moindres  carres,  dans 
Vhypothese  oil  les  Daleurs  donnees  de 

sont  Sgalement  precises;  en  d'autres  termes,  cette  valeur  est,  de  tous  les 
polynomes  z  entiers  et  rationnels  du  meme  degre,  celui  qui  rend  minimum 
la  somme  des  carres  des  erreurs 


3.  Pour  A  =  1 5  c'est-a-dire  dans  le  cas  de  la  fraction 

F  (x)         ^i  x  —  x' 
on  a  la  formule 

(5)  <P  C-^)  =  2  y*^.  D*  (^)  2  D*  (^,)  <P  {^h 

k=o   L  *=<^  J 

qui  avait  ete  indiquee  a  priori  et  sans  demonstration  par  M,  Tchebichef 
dans  une  Note  lue  a  TAcademie  de  Saint-Petersbourg  et  inseree  dans  le 
tome  LIII  du  Journal  de  CreUe  (*). 

4.  Enfin,  en  adoptant  pour 


des  nombres  croissants  par  degres  egaux  et  insensibles  —  5  depuis  —  i  jus- 
qu'a  -hi,  on  trouve  comme  cas  particulier  de  la  formule  {^)  le  developpe- 


ment  connu 


(6)  <P(^)  =  2  ^  (2«  -f- 1)  X„  £"'  <P  {x')  X'„dx', 


C^)  J*ai  appris  depuis,  par  M.  Liouville,  que  M.  Tchebichef  avait  public  sa  demonstration  en 
rnsse.  M.  Bienayme  traduit  le  Memoire  en  ce  moment. 
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mwant  les  fonctions  X„  de  Legendre.  Ces  fonctions  s'introduisent  ici  par 
la  reduction  en  fraction  continue  de  Texpression 


limite  de  ^^,   .   =  lim  5! =  -  log 

r  [x)  ^^i  m  X  —  Xi         a      ^x — i 

que  Ton  pent  mettre  sous  la  forme  remarquable 

I  1        X  +  l  I  I  I  I 

2*^&x-i  ""X.  "^  2X,X.  "^3X,X,  "^"•"*"  (n-hi)XnX^ 


n-^n+l 


II  resulte  d'ailleurs  de  la  proposition  enoncee  au  n®  2,  que  la  somme  des 
p  H-  I  premiers  termes  du  d^s^eloppement  (6)  est,  par  mi  toutes  les  fonc- 
tions entieres  z  du  meme  degre  p,  celle  qui  rend  minimum  la  "valeur 
moyenne 

[(p(a;)  —  zY  dx 


/: 


de  I'erreur  (p{x)  —  z  prise  depuis  x=  —  i  jusqu'a  x=  -+- 1 ;  propriete 
qu'on  pent  d'ailleurs  deraontrer  directement,  comma  Ta  fait  M.  Plarr  dans 
una  Note  presentee  a  T  Academic  des  Sciences  le  1 1  mai  1867. 

S.  Tels  sont  les  principaux  resultats  demontres  dans  ceMemoire,  oil  Ton 
tiouvera  en  outre  une  etude  da  la  fraction  continue  (2),  les  proprietes  les 
plus  importantes  da  la  serie  de  quatre  elements 

a^  a(a-hi).6(6-h»)    ,        a  (a+i)  (a  +  2)  6(6-hi)  (6+ 2)    , 

'^i.y^-^       1.2.7.(74-1)      '  "^  i.si.3.7.(7-hi).(7-h2)         ^^"•••' 

< onsideree  par  Gauss  dans  le  IP  volume  des  Memoires  de  Gottingue,  at 
pnfin  un  proc^de  nouveau  at  general  da  recherche  des  proprietes  des  fonc- 
tions X„.  Pour  plus  de  clarte,  je  diviserai  ce  travail  en  cinq  paragraphes 
tlont  voici  les  titres  : 

I-   Reduction  d* une  fra/:tion  rationnelie  en  frojction  continue. 

II.  Representation  dunefonction  entiere  et  du  degri  m  par  un  polynome 
du  meme  degrS  ordonne  suivant  les  denominateurs  des  riduites  ctunefra^- 
lion  continue. 

III.  Etude  dune  serie  de  quatre  elements y  dapres  Gauss. 


SUIVANT  LES  Dl^NOHINATEURS  DES  REDUITES  d'uNE  FBACTION  CONTINUE. 

IV.   Reduction  de 


log 


x  —  i 


en  fraction  continue. 
V.   Dhehppement  sui^ant  lesfonctions  X^ 


Reduction  d' une  fraction  raiionneUe  enjraction  continue. 
6.   Lemme.  —  Si,  en  consen^ant  les  notations  du  n°  1,  on  pose 


^ 

-^ 

So  s^ S^ 

s»s, s„^. 

S«Sj,^_,.  .  .Sa^ 

le  polynome  du  degr4  a>  = 

=  e-hk 

T*(ar) 

-^ 

S„__,S^. .  .Saj,_, 

I        X.  .  .x"^ 

satis/ait  aux  relations 

2.P.-^T,(ar,)  =  A„ 

I 

oil  e  designe  tun  quelconque  des  nomhres  i,  2,  3,.-,  «• 

En  effet,  en  developpant,  par  rapport  a  la  derniere  ligne,  le  determi- 
nant T;t(j7),  on  a 


//A. 


rfA, 


„,    rfA, 


A  \     7  _/c —  "i     '^  "^c "i"  *^    "Uc 


X'' 
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d'ou,  enremplacantJ?par  x^,  multipliant  par  P^ff  et  sommant, 


d^i 


>-*-"  dS, 


s. 

s,    . 

..s„ 

s. 

s.    . 

.  .  Sfi,_^., 

s„_ 

.s.    . 

.  .  S^jj^, 

s. 

S^-4-i    • 

•   •    ^/i-Ha 

ou  enfin,  en  recomposant  le  determinant, 


2^P,<T,{x,)  = 


Pour  iu  =  coj  cette  egalite  devient 

Pour  fz  inferieur  k  a>  et  egal  a  o) —  g,  le  determinant  qui  precede  conlient 
deux  fois  la  Ijgne 

il  est  done  nul,  et  Ton  a 

Ce  qu'il  fallait  demontrer. 

7.  Theoreme  I.  —  Les  fonctvons 

Y{x),    f{x),     N,(4,     D,(^),     R,{x), 
dijinies  aw  /i°  1 ,  sont  unies  par  la  relation 
(7)  R,=/.D,-F.N,. 

En  efFet,  les  equations  (i)  peuvent  s'ecrire 
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On  verifie  d'abord,  sans  difficulte,  la  loi  (7)  pour  ^  =  i  et  A  =  2.  II  reste 
done  a  prouver  que  la  loi  est  generale,  c'est-a-dire  que  si  Ton  a 

Ra-^2  =/•  ^k^2  —  F  •  ^A-2 1 

on  aura  encore 

R,=/.D,-F.N,. 

Or,  en  substituant  ces  valeurs  de  R^a,  Ra„,  dans 

Ra  =  Ra-|Qa  —  Ra-2> 

on  trouve 

relation  qui  ne  differe  pas  de  (7),  puisque,  d'apres  la  loi  de  formation  des 
reduiteSy  on  a 

D*  =  D*-.  Q*-D*-., 

'  N,  =  N,_,.Q,-N,_,. 

8.  Corollaire.  —  Pour  .r  =  a:,,   F(r)  s'annule,  et  la  relation  (7)   se 
reduit  a 

(8)  R,{ar,)=/(a;,>D,{a:,), 
formule  importante  qui  nous  sera  souvent  utile. 

9.  Theorems  II.  —  Les  polynomes  D^  (a?j,  T^(ar)  ne  different  que  par 
unfacteur  constant,  et  Von  a 

(9)  D,{x)={^T,{x). 

En  eifet,  un  theoreme  bien  connu  de  la  theorie  des  fractions  rationnelles 
donne 


M^_«  V  ^M£i)_ 


o, 


A-   '■  Pj^  —  o , .  .  . ,      2,^x.  p^^ J  —  ^ , 

XXXFW  Cafdfr. 
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ouy  a  cause  de  la  relation  (8), 

2^P,D,(^,)  =  o,  2,P.  J?.D,{x,)  =  o, 

^P,x:  D,  {X,)  =^  o, . . . ,     2,  P.<  D*  i^i)  =  r 

Ces  e^  -h  I  relations  suflisent  pour  determier  D^  (x)  qui  est  du  degre  a>; 
et  Ton  pourrait,  a  Fexemple  de  M.  Sylvester  (On  a  theory  of  the  sysi- 
geticy  etc...)^  ecrire  le  polynome  D^(a?)  avee  ft>-hi  coefficients  indeter- 
mines,  exprimer  qu'il  satisfait  aux  equations  precedentes,  et  calculer  ces 
coefficients  a  Taide  des  co  +  i  equations  lineaires  ainsi  trouvees. 

On  arrive  d'une  facon  plus  elegante  et  plus  rapide,  en  observant  que  le 
polynome  T^  (.r)  du  degre  6»  satisfait,  en  vertu  du  lemme  du  n^  6,  aux  condi- 
tions analogues 

^P,xfT,{x,)  =  o,...,      2,P.<T,(a:,)  =  A,. 

Da  (x)  est  done  le  produit  de  T^  (x)  par  un  facteur  constant  que  la  compa- 
raison  des  deux  dernieres  equations  des  deux  groupes  precedents  montre 
etre  egal  a 

1  H 

A  A/  . 

Ge  qu'il  fallait  demontrer. 

10.   CoroUaire.  —  On  a,  par  consequent, 

(lo)  D,(^)  =  ^r,^a;-  +  .... 

H.  Theorem E  III.  —  Les  nombres  q,  r,  A  sont  itnis  par  la  relation 

(")  ^*-  =  ;T'5r;- 

En  effet,  la  formnle  (7)  donne 

R,=/.D,-F.N„ 

On  deduit  de  la 
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ou,  en  observant  que  le  nunierateur  de  la  difference  de  deux  reduites  conse- 
cutives  est  toujours  egal  a  -f-  i , 

Des  lors  si  Ton  remplace  D^  et  D^_,  par  leurs  valeurs  tirees  de  la  for- 
mule  (lo)  et  qu'on  egale  les  coefficients  de  la  plus  haute  puissance  de  x^  qui 
est  ici  or^"^* ,  on  trouve 

et  il  suffit  de  comparer  cette  egalite  avec  la  suivante 

qk.^  —  —  —  -^ 

(qui  resulte  de  ce  que  Q^^.^  est  le  quotient  de  R^^^,  par  R^^),  pour  avoir  la 
formule  (ii). 

12.  En  particulier,  pour  Q^,  qui  est  le  quotient  de  F  par/",  op  a 

(«^)  5^1  =  ^ 

13.  Th^oreme  IV.  —  Si  ton  designe  par  h  et  k  deux  nombres  entiers 
differents  choisis parmi  i,  2,  3,..-,  m,  o/i  a 

(.3)  2,P,D.'W  =  ^. 

En  effety  en  supposant  que  h  soit  le  plus  petit  des  deux  nombres  h  et  k^  et 
ayant  egard  aux  valeurs 

K,{x)  =  r,ar'  +  ,.., 
on  a,  par  un  theoreme  deja  cite  de  la  theorie  des  fractions  rationnelles, 

Hit  [Xj)    _      I  2    A;i_, 
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formules  qui,  en  vertu  des  relations  (8)  et  (ii) 
(8)  R,(x,)=/K)D*(^.), 

prennent  les  formes  (i3)  et  (i4). 

14.  Remarque.  —  L'egalite  (i4)  subsiste  pour  A  =  o,  puisque  D^  (a:) 
est  par  definition  egal  a  i ;  elle  se  reduit,  en  effet,  a  la  formule 

2^P,D,(«,)  =  o, 

demontree  au  n**  9. 

Quant  a  la  relation  (i3),  pour  A  =  o,  son  premier  membre  devient 

II  est  done  nul  tant  que  n  est  inferieur  a  /w,  et  egal  a  -jr  pour  n=^m^  c  est- 

a-dire  pour  e  =  o.  Done,  dans  Fhypothese  ^  =  o,  la  formule  (i3)  subsiste 
pour  n=m,  et  lorsque  n  est  moindre  que  m,  son  second  membre  doit  etre 
remplace  par  zero. 

II. 

Representation  dunefonction  entiere  par  unpofynome  ordonne  suwantles 
dSnominateurs  des  reduites  dune  fraction  continue. 

15.  Soit  (^{x)  une  fonction  entiere,  du  degre  m,  dont  on  eonnait  les 
m  -f-  I  valeurs 

<P(^o)»     <pK),...,     <p(a:,.)....,     (p(a:J 
pour 

X  =  0?^,       .Z^f ,  .  .  .  ,       X^y  •  •  •  >       ^m* 

Considerons    le   polynome   du    degre    m    [car  D„(a?)   est    du   degre 
r  =  «•  Do  (^)  +  W|  D,  (a?)  -h  . .  .  +  w„  D„  {x) , 
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ouu^^  u^J. .  .y  u„  sont  des coefficients  numeriques  indetermines.  Designons 
par y^  la  valeur  de  ce  polynorae  pour  x=^  x^;  et  proposons-nous  de  deter- 
miner ses  /n  -+-  I  coefficients  w^,  w,, .  .  . ,  w„,  par  les  m  h-  i  conditions 

II  y  a  deux  cas  a  distinguer,  suivant  que  n  est  egal  ou  inferieur  a  m. 
16.  Premier  cas  (w  =  m).  —  Le  polynome  propose  est  alors 
J  =  w,  D,  (a?)  +  w^  D,  (a:)  4-  .  .  .  +  w,,D^  {x) ; 
si  Ton  ajoute  les  equations 

apres  les  avoir  multipliees  respectivement  par 

P.D,(ar.),     P.D,(.r,),...,     P„D,K), 

le  second  membre  de  la  somme  sera 

2.P,D,(ar,)<p(^,), 
et  le  multiplicateur  de  Tinconnue  w^'  aura  pour  expression 

2:P,D,(^,)Dv(a:,); 

ce  multiplicateur  est  done  nul,  en  vertu  de  la  formule  (i4)>  tant  que  k  etk' 
different,  et  il  se  reduit  a 

I 

en  vertu  de  la  formule  (i3),  pour  k^  =  k.  II  n'y  a  pas  meme  exception  pour 
k  =  o^  car  on  sait  (n®  14)  que  les  deux  formules  (tS)  et  (i4)  subsistent  dans 
le  cas  oil  n  est  egal  a  m. 

On  a  done 
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et,  par  suite,      * 

r  =  q.  D,  (x)  2.  P,  D,  {X,)  <p  {X,)  +  9,  D.  {X)  2.  p.-  D,  (^,)  <p  {X,)  H- . . . 

+  9™..  D.  {^)  2.  P.- D„  (x.Xa:,) , 

I 


r 


=  2U*..D*(^)2P*D*{^<)'P(^.)    • 


Des  lors  les  deux  fonctions  entieres  et  du  degre  m,  j  et  ^  {x) ,  etant  egales 
pour  les  m  H-  I  valeurs  a?^,  a;^ , .  .  . ,  x^j  de  la  variable  ;r,  sont  identiqiies, 
et  Ton  a 

A=mr"  i  =  m  — ■ 

(3)  <P{^)  =  2    ^*..D*{^)2P.D*(^/)<P(^.)    • 

17.  Deuxieme  cos  (w  <  m),  —  Lorsque  /i  est  inferieur  a  /n,  on  a,  pour 
determiner  les  coefficients  u^y  u^^.  .  .^  u^  du  polynome 

(i5)  x  =  u,B,  {x)  H-  M,  D,  (a;)  +  .  .  .  H-  w„D„  {x), 

le  systerae  lineaire  surabondant 

Wo  Do  K)  4-  w.  D,  (:r,)  H- .  .  .  4-  tt^ D„  (Xo)  =  ?  (x,), 
«pDo  (^.)  H-  w,  D,  (a;,)  -j- .  .  .+  w„D,  (a?J  =  (p  {x,), 

en  sorte  qu'il  est  impossible  d'etablir  I'identite  des  fonctions  j  et  ^  (x). 

Traitons  des  lors  ce  systeme  par  la  mSthode  des  moindres  carres,  en  sup- 
posant  aux  valeurs  donnees  de 

le  meme  degre  de  precision;  end'autres  termes,  determinons  u^,  u^j...j  u^ 
par  la  condition  que  la  fonction 

(,6)      Q=^[<p{x,)-u,D,{x,)-u,D,{x,)-...—u„T)„{x,)] 
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qui  exprime  la  aomme  des  carres  dies  erreurs,  soit  minimum.  En  portant 
ensuite  les  valeurs  de  u^^u^j.  .  .^  u„  ainsi  trouv^es  dans  la  formule  (i 5) , 
nous  obtiendrons  la  plus  plausible  des  valeurs  approchees  de  (p  (x) . 
Pour  que  0  soit  minimum ,  il  faut  qu'on  ait 


(^7) 


I  dil I  dil 


=  O  , . .  .  ,       --7—  =  O. 


I  da 

2  dui^ 


Or  i^  est  de  la  forme 

fir 
i  =  o 

oil  k'  est  Tun  quelconque  des  noitibres  0,1,2,...,  k  —  1,  A:h-i,...,  w, 
et  L  la  partie  de  la  parenthese  independante  de  u,^. 
On  a  done 


j^  =  «*2,d*(^.)-h2,,«*'2,i>*K)DvK)-2,»*(^.)^(-^.). 


ou 


dCl 


(18) 


en  posant ,  pour  plus  de  facilite , 

2D,(a;,).Dv(*,)  =  Si^ 

2D*(x.)<p{a?,)  =  T^. 
Les  conditions  (17)  reviennent  done  au  systeme  lineaire, 


d'oii  Ton  deduit 

(19)  8^.  S^.  •••8^.  •••«^. 


^n     ^n     •  •   •  On     •   •   •  ^^ 


X  w.= 


8n      8n      .    .    .  TTft  .    .    .  6, 


0  •   •  •  ^o 
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18.  Retour  au  premier  cas  [n  =  m),  —  Revenons  actuellement  au  pre- 
mier caSy  et  reprenons  le  polynome 

(20)  j  =  WoD,(a:)  +  w,D,  (j?)4-...4-w„,D^(a:), 

dans  lequel  on  a 

(a  I)  ^a  =  5^a.-.2,P|1>a('^i)?K). 

En  se  bomant  aux  p  H-  i  premiers  termes ,  on  obtient  un  nouveau  poly- 
nome 

w,  D,  [x)  +  u,  D,  (x)  -h .  .  .  -f-  w^  D^  {x)  y 

du  degre  p  (puisque  e  =  m  —  n  =  o)  et  dont  les  coefficients  u^ ,  w^ ,... , 
u^  renferment  toutes  les  m  -f- 1  valeurs  donnees 

Ce  polynome  est  une  valeur  approchee  de  ^  (^ar) ;  mais  les  coefficients  de 
oette  valeur  approchee  ne  satisfont  pas  a  la  hi  des  moindres  carr^s;  en 
d'autres  termes,  cette  valeur  n'est  pas  de  tous  les  polynomes  z  entiers  et 
rationnels  du  meme  degre  celui  qui  rend  minimum  la  somme  des  carres  des 
erreurs 

2,[<p(^.)-^.]'- 

II  faudrait,  pour  cela,  qu'on  eut 


122)  9*H..2P/D*{^/)<P(^.)  = 


.91-,... 

.8^.") 

B';'8';\. 

.TT,... 

4"^ 

. . Oq      • • 

i^'^^K 

..««.. 

j';^ 

comme  on  le  voit/  sans  nouveaux  calculs,  en  comparant  les  formules  (19} 
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et  ( 2 1 ) ,  et  observant  que  tout  polynome  z  entier  et  rationnel  du  degre/?  peut, 
par  un  choix  eonvenable  des  coeflGcients  i^^,,  i^, , . . . ,  p^,  etre  mis  sous  la  forme 

z  =  p,D,  (a;)-j-.  .  .  +(;^D^(a:). 

Or  c'est  ce  qui  arrive  lorsqu'on  prend 

/(ar>  =  AF'(j?), 

A  etant  un  fecteur  constant.  <:'est-a-dire  lorsque  Ton  considere  la  fraction 
continue  qui  provient  de  la  fraction  rationnelle 

XF(x) 


F(x) 


En  effet,  on  a,  dans  ce  cas  (n°  I), 


et,  par  suite  (n"*  13  et  17), 


P.  =  A, 

<r(*')  =  o; 


en  sorte  que  la  condition  (aa)  se  reduit  a 


A-^a+i-'Ta 


I'U 

O.  .  .  .TT^. 

.  .o 

o  8^;) 

O.  .  .  .77^  . 

.  .o 

o     o 

.  .o 

o     o 

O  ....  77"^  . 

..si") 

S(°)  o 

O. . . .O. . 

.  .o 

o     S(0 

O. . . .O. . 

.  .o 

o     o 

SW...O.. 

.  .o 

O       0 

o. . . .o. . 

ou,  en  vertu  des  propriet^s  les  plus  simples  des  determinants, 


XXXFIP  Cahier 
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c|in  est  identique,  puisque  (n***  15  et  17) 
Le  coefficient  general  est  alors 

i 

et  t*an  pent  enoncer  ce  double  theoreme  : 
I**.  Si  ton  reduit  la  fraction  rationnelle 

i  =m 

^^    X  —  Xi 
i  =  o 

oh  A  designe  unfacteur  constant^  en  une  fraction  continue  de  la  forme 


o 

I 

I 

Q,- 

• 

I 

Q».+.' 

et  si  ton  designe  par  q^  le  coefficient  de  x  dans  le  quotient  lineaire  Q^  et 
par  I\  (x)  le  denominateur  de  la  riduite  de  rang  k,  toutefonction  entiere, 
du  degrS  m,  ^(.r),  dont  on  connatt  les  m-hi  valeurs 

pourra  etre  representee  par  laformule 


(4) 


A=TO  r~  /=m  T 


9/'.  iS*/,  rfa/2^  /^  second  membre  de  cette  formule^  on  ne  prend  que 
Us  premiers  termes,  en  nombre  dailleurs  quelconque  /?  -h  i ,  on  obtient 
une  valeur  approch4e  de  ^{x)  sous  la  forme  dun  pofynome  du  degre  p 
avec  les  coefficients  indiqu^s  par  la  m^thode  des   moindres  carres,  dans 
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I'hypotliese  oil  les  valeurs  donnees  de 

sont  egalement  precises . 

19.  Voici  d'ailleurs  une  demonstration  direete  et  fort  simple  de  cette  pro- 
priete  precieuse  dont  jouit  la  formule  precedente  : 

Laissons  a  c^^  sa  signification 

et  posons 

U,=  Wo  Do  (^1)  -+-  "1  D,  {a:,)  -h .  .  .  -h  u^B^  {x,)  —  (p  {x,), 
V,=  i;,D,(a;,)+  (;^D,(a?,)+...^.  i^^B^(x,)  —  (p  {x,), 

oil  ^0^  ^ii'    '  J  ^pj  sont  indetermines.  Uexpression 

2  (V,  -  u,) .  u, = 2  «*  (•'*  -  «*)  2.  D*^  (^.•) 

+  X,«A'  (<'*  —  "*)  2.  D*  i^i)  D,'  (x.) 

A'  * 

—  2  (<'*  —  "*)  2  d*k)<pK) 

A  I 

est  identiquement  nuUe  a  cause  des  relations 
On  a  done 

2  v?  =  2uf  +  2(v,-u,)% 

en  sorte  que  2.^«*  ^^^  minimum  pour  V^=  U,,  c'est-a-dire  pour  Vf^=^  u^. 

20.  Enfin,  pour  A  =  i ,  la  proposition  precedente  donne  le  theoreme 
enonce  par  M.  Tchebichef ;  la  fraction  rationnelle  consideree  est  alois 

F(x)        ^iX  —  X, 

3. 
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et  la  formule  destinee  a  representer  (p  (x)  prend  la  forme 

(^)  •  <p(^)  =  2[9*..D*(^)2,D*(^.)<P(^.)]- 

III. 

Etude  dune  serie  de  quatre  elements. 

21.  Gauss  a  donne  dans  le  volume  II  des  Memoires  de  Gottingue  le 
tleveloppement  en  fraction  continue  de  Texpression 

F(a, 6-4-1, y+i,/) 
F(«,  6,7,0        ' 

ou  F  (flt,  6,  7,  t)  designe  la  serie 

(23)       I    I    ""'^t    1    ^•(^-^')'g(g-^')^»    .    «(«-f-l)(a-Ha).6(6^+■^)(6-^a)^, 
^     ^  >-7  '•-^•7(7-^0  1.2.3.7(74-1)  (7 -ha) 

II  n'entre  pas  dans  notre  plan  de  faire  une  etude  complete  de  cette  serie ; 
aussi,  au  lieu  de  suivre  pas  a  pas  la  marche  de  Gauss,  nous  contenterons-nous 
de  Tiniiter,  de  maniere  a  arriver  le  plus  tot  possible^  et  sans  passer  par  les 
equations  intermedial  res,  aux  resultats  que  nous  avons  en  vue. 

22.  Lorsqu'on  substitue  aux  elements  a,  €,  7  des  valeurs  determinees,  la 
serie  F  (a,  6,  7,  t)  devient  une  fonction  d'une  seule  variable  t\  le  terme  de 
rang/j  a  pour  expression 

a(a-hi)...(g-hp— a).6(6Hf-i)...(6-h;>  — a)^^^ 
i.2...(p  — i).7.(7-hi)...(7-+-/?  — 2)  ' 

vw  sorte  que  si  a  —  i  ou  €  —  i  est  un  nombre  entier  negatif,  la  serie  s'arrete 
evidemment  apres  le  terme  de  rang  i  —  a  ou  1  —  &  :  sinon  la  serie  est  illi- 
luitee.  Elle  represente,  dans  le  premier  cas,  une  fraction  algebrique  ration- 
iielle;  dans  le  second,  une  fonction  transcendante.  D'ailleurs,  pour  que  les 
ternies  ne  croissent  pas  indefiniment,  il  faut  que  le  troisieme  element  y  ne 
salt  ni  zero,  ni  un  nombre  entier  negatif. 
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Exemple :  on  a 


i  1   3 

I  -•-. I .2 


I     3  2p 


2  2     2 


2    2 


I  .2.  .  .;? 


I  .2.  .  .p.-*- 
'22 


3    5  2/?  -h  I 


oil 


K^ 

,,?,,.)  =  ,H.^,.^,i,*4,I,.H_ 

22        ^   I— ^ 

et  enfin 

(24) 

'»gS=='F(-;".!' 

^p-hl 


ep 


25.   Le  rapport  des  coefficients  de  t  dans  deux  termes  consecntifs  a  pour 
expression 


P  P" 

Comme  il  tend  vers  i  a  mesure  que  le  rang  p  du  terme  croit  indefiniment , 
on  voit  que,  les  elements  a,  S,  7,  une  fois  fixes,  la  serie  pouria  etre  con- 
vergente  ou  divergente,  suivant  que  la  variable  t  sera  comprise  entre  telles  on 
telles  limites.  La  serie  sera  convergente  pour  toutes  valeurs  de  t  de  la  forme 
a  -h  h\j —  I  dont  le  module  -h  \ja?  4-  6*  est  inferieur  a  Tunite,  et  diver- 
gente pour  toute  valeur  dont  le  module  surpasse  T unite.  Lorsque  le 
module  est  egal  a  i ,  la  convergence  ou  la  divergence  dependent  des  valeurs 
particulieres  de  a,  €,  7.  Nous  nous  placerons  toujours  dans  le  cas  de  con- 
vergence. 

24.  II  importe  de  remarquer : 

1^.    Qu  on  pent  intervertir  I'ordre  des  deux  premiers  elements  a.  et  Q, 
c'est-a-dire  qu'on  a 

(25)  F(«,  e,  7s  0  =  F(^'«^7>0- 
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^"^  Que  les  derw^es  de  F  par  rapport  a  la  variable  t  sont  des  fonctions 
de  meme  forme  que  F;  on  a,  en  efFet, 


2d.  Th^oreme.  —  Les  trois  fonctions 

F(«,         e,         y,         t)  =  F, 
F{a,         €-hi,y-hi,t)  =  F,,     . 
F(aH-i,  e-hi,  7-h2,  <)  =  F,, 

satufont  a  la  relation 

(26)  F,-F  =  ^^^<F,. 

II  suffit  de  montrer  que  le  coefficient  d'une  meme  puissance  quelconque  f 
de  la  variable  t  est  le  meme  dans  les  deux  membres,  ou  bienque  le  coeffi- 
cient de  f  dans  F,  —  F  est  egal  au  produit  de 

«(7  — 6) 
7(7+0 
pai'  le  coefficient 

(g-H)...(«+p  — 0.(6  4-i)...(6  +  p  — i) 
i.2...(/;  — i).(7-(-2)...(7-l-p) 

de  f^'  dans  F,. 

Or,  en  designant  ce  dernier  coefficient  par  M,  on  a  respectivement 

;'(7  +  0'       py{y  +  ^)' 
pour  les  coefficients  de  f  dans  F,  et  F,  et,  par  suite, 

7  (7  -+- 1 ) 

pour  le  coefficient  de  f  dans  F,  —  F.  Ge  qu'il  fallait  demontrer. 

26.  Cela  etabli,  si  Ton  pose 

/ft7l  F(a,  6  +  1,7  +  1,  f)_^,       £    ^    t\ 

\^7}  F  (a,  S,  7,  t)  —  ^la,  6,  >,  (;, 
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on  trouve 

F(a  +  i, 6,7+1,0  _  F(6,  g  +  i,  y  +  i,  <)  _  p  ,^    ^    ^      .. 
F(«,  6,  7,  0  ~  F  («,  6,  7,  0  -  ^  ^^'  ""^  >'  ^^ 

et,  par  suite,  en  divisant  I'egalite  (26)  par  F  (a,  6  +  i ,  7  4-  i ,  0» 

ou 

(28)  G(«,g,'y,<)  = 


•-n7TT|'-^(^  +  ''«'>'-^-''') 


En  appliquant  de  nouveau  cette  formule,  on  a 


-'^i^iil-t±=^),.G,.+„6+„,+  ,,,)' 


et,  en  continuant  ainsi,  on  obtient  pour  G  (a,  €,  y,  t)  la  fraction  continue 


(29) 


F(g, 6  +  1.7  +  1,0 
F(«,6,y,r)        — 


^0^ 


I 


K^ 


a,  1^ 


b,t 


att 


bt  I 


les  quantitesa,,  i„,  «,,  6,,  a,,  6,,...  sont  d'ailleurs  donnees  par  les formules 


«» 


«(y-6) 

7(7+.)' 


_(a  +  i)(7  +  i-6) 
•~      (7  +  .)(7  +  3)     ' 


_(6  +  i)(7  +  i-«) 
•"""   (7  +  ,)(7  +  ,)   -' 

,     _(6+a)(y+2— g) 
'~        (y  +  3)(7+4)       ' 


(3o)        /^  _(a+a)(7  +  s>-g)  .    _(6  +  3)(7+3-«) 


''  (7+2/7)  (7+  2^3+  l)'  Z*  (7+2P  +  1)  (7+2/7+2)' 


! 
# 
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27.  La  formule  (29)  ofTre  un  cas  particulier  remarquable ;  c'est  celui  oil 
g  =:  o ;  la  fonction  F  (a,  €,  7,  ^)  est  alors  Tunite,  et  en  changeant  7  —  i  en 
7,  on  trouve 

j^    \      n/  \  «^         a(a-l-i)  ^2         « (a  4-1)  (a -h  2)  ^2 

3i)     F(a,  1,7,  0  =  i+-^H 7 — r-(  ^   +    )   T  w    . — r^  •+■••• 

\      /  \    ?     9 /?    /  I    y  7(7-1-0  7 (7 -+"0(7-*-^) 


I 


•      bat 
1 


I 


bit 


Oft 


b^t 


<^^i  ^0?  ^o>  ^o  ^0  ^2?  ^2v>  o'^^  pour  expressions 

'     7.  7(7^-0 

(g-+-i)y  1     2(y-hi— g) 

(32^       //I    —  («+^)(y -*-'),  A    _    3(y-h2-«) 


^   ^     («-hp)(7+A^  — ')    ^        J    ^     (/^  +  ')(7  +  P  — ^) 


IV. 

Reduction  de  log en  fraction  continue. 

28.  En  partant  des  principes  exposes  dans  le  paragraphe  precedent, 
nous  allons  montrer  que  les  denoininateurs  des  reduites  de  la  fraction 
continue 

^  X I 


Q. '- 


Q.-— ^ — 
ne  different  que  par  un  facteur  constant  des  fonctions  X„  de  Legendre. 


SUIVANT  LES  DENOMINATBURS  DES  REDUITES  d'uNE  FRACTION  CONTINUE.    25 

Rappelons  d'abord  la  definition  de  ces  fonctions  qui  avec  Ics  fonctions  Y„ 
sont  d'un  si  grand  secours  dans  plusieurs  theories  importantes,  telles  que  le 
developpement  des  fonctions,  Tattraction  des  spheroides,  etc. 

L'expression 


I 

21       2 


[i —  'lOLX  H-  a^] 

ou  X  est  un  nombre  compris  entre  —  \  et  -\-i^  et  a  un  nombre  positif 
moindre  que  i ,  est  dSveloppable  en  serie  cowergente  ordonn^e  suwant  les 
puissances  entieres  et  positives  de  a. 

On  appeUe  X„  le  coefficient 

/qo\     V    i.3.5...(2/^— i)  1  a(2n  — i) 

^       ^         --         ,.a.3...n         j         n(n-i)[n-'.)(n-Z) 

\  "^     2.4.(a/i  — i)(2/i  — 3) 

de  a"  dans  ce  developpement. 

Les  trois  fonctions  consecutives  X„^,,  X^,  X„_,  satisfont  a  la  relation 

(34)  [n  -h  i)  X,,,  -  (2/i  +  i)  a;X„  +  nX,^,  =  o; 

et  cette  relation,  unie  a 

Xp  =  I,        X,  =  .r, 

determine  completement  les  fonctions  X„,  puisqu'elle  permet  de  les  former  de 
proche  en  proche. 

29.  Enoncons  encore  mie  proposition  preliminaire  sur  les  fractions  con- 
tinues algebriqu^s  : 

Soit  la  /ruction  continue  g^nerale 

(35)  4  = 


•'o 

IJU     -* 

^i 

w^  - 

11?     __.,. 

^1 

^i 

^v,  — . 
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a6       sua  le  developpement  des  fongtions  en  si^ries  ordonnebs 
si  ton  forme  les  deux  series 


(36) 


V.-o, 

•••• 1 

V   =  iv     V      —  (^     V 


W. 


w^.W^,  _(,^_,W^„ 


on  a,  en  g4n6ral,  pour  la  hi  deformation  des  r^duites. 


y* 


Wf 


(37) 
ou 

(38) 


V    w 


V  w 


^^t'a- 


^ii> 


^M-i 


W. 


n+l 


En  faisant  successivement  n=:  o,  ij  2j...,  n  et  sommant,  on  trouve 


et,  par  suite,  si  la  fraction  continue  4  ^^t  convergente,  on  a  en  s6rie  conifer- 
gente 


(39) 


'^  — wTi 


fo«'i 


^tVl^t 


w,w,  ^  w,w.  ^  w,w, 

En  particuUer,  pour  la  fraction 
(4o)  4,  = '■ : 


"-^S^. 
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N 
dont  nous  designerons  la  rSduite  de  rang  n  par  =r^,  on  a 

(4 1)  N,,,  =  N„Q^.  -  N_„       D,^,  =  D,Q„,,  -  D,^,, 

(42)  N,,,D,-N„D,,,=i, 

(43)  '^^  =  'k'^DrDl'^D7W,^ 

et  cette  serie  permettra  inversement  de  developper  4i  en  fraction  continue; 
car  elle  fournira  immediatement  les  denominateurs  D^,  D,,  D,,...  des 
reduites  successives ;  puis  on  aura  les  quotients  Q, ,  Qj ,  Q, » •  •  •  par  la  seconde 
des  formules  (4i)>  qui  s'ecrit 

(44)  Q„..  =  '""^'b''"-- 


30.  Cela  pose,  la  formule  (3i)  donne 


5" 


3.5' 


3.3  . 


4:4,. 

I  . 


d'ou,  en  posant  «  =  -j 


X  — 


X  — 


a. 2 
3.5 

T" 

3.3 

5.7 

X- 

4.4 

7-9 

X  — 

5 
9- 

.5 
II 

4- 
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Ici  Ton  a  (35) 

n.n 

^«  — ^'       ^''—  (2n—i)(2n-hry 

et,  par  suite  (36), 

W.  =x, 

w„+,  —  a;w„       (9«— i)(a/»  +  i)  *  «-«' 

Done ,  si  Ton  pose 

IT   _  t.3.5...(aw  — i)^,y 
*^"~~         i.a.3...n  "' 

on  aura  les  relations 

(«  H- 1) U„+.  —  {21 -t- i)a?  U„  + /»U„_,  =  o, 
qui,  d'apres  les  considerations  emises  au  n**  28,  prouvent  qu'on  a 

et ,  par  suite , 

de  la^  en  vertu  de  la  formule  (89) ,  la  serie  remarquable 

(47)     ^>ogf3i  =  ^H-i^,-H3^  +  ----H(„+,)'x„X.^,  +  ---- 

31.  Actuellement  9  il  est  aise  de  calculer  les  denominateurs  D„  et  les 
coefficients  q„  de  x  dans  les  quotients  lineaires  Q„  de  la  fraction  continue 

I  1         X-hl 


2        ^  X  —  I 


Q.-- — ^ 


Q ^ 


Q»- 


La  comparaison  des  fonnules  (43)  et  (47)  donne 

D,  =  X,,     D,=  iX,,     D,=li-^X.,     D,  =  i^X,..., 
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et ,  en  general , 

(48)  D„  =  G„X„, 

C^  etant  egal  a 

,.3.5.. .(»-i)    POu^'^Pa'i'. 
et  a 

a.4.6...(n-.)    pour  n impair. 
On  deduit  de  la  que  le  coefficient  de  x  dans  le  quotient 

dont  les  deux  termes  sont  respectivement  de  degres  n  +  i  et  /i ,  a  pour 
expression ,  dans  tons  les  cas ,  pour  n  pair  comme  pour  n  impair, 


an-hi 


c 


71 


Or  la  relation  (44) 


montre  que  ce  coefficient  de  x  est  pr easement  la  quantite  designee  par  q„^^ ; 
on  a  done  la  formule 

(49)  gn.^Cn  =  ^n^i 

qui,  avec  (48) ,  nous  sera  tres-utile  dans  le  paragraphe  suivant. 


Developpement  suwant  les  fonctions  X^ 
32.  Considerons  d'abord  la  somme 

i  =  0 
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dans  laquelle  on  donne  a  x^  les  valeurs 

^o  =  «>       ^i  =  «  +  ^(€  —  «)>       oo,  =  a  +  ^{C  —  a),..., 
...a;,  =  a-h^(e— a),...,       ^«  =  «  + ^{6  — «)  =  €, 

qui  croissent  par  degres  egaux  a  -  (€  —  a) ,  ea  sorte  qu'on  a 
Cette  somme  peut  s'ecrire 

et  il  resuke  de  la  definition  des  integrales  definies  qu'elle  a  pour  limite 

lorsque  m  croit  indefiniment. 

33.  Gela  pose,  reprenons  la  formule  (4) 

n  =  m 

(4)  <p(*)=,2N»..D«(^)2.»«(^.)'P(^0]- 


Faisons  A  =  —  ^  en  d'autres  termes,  considerons  les  quantites 9,  D,  A,  comme 
se  rapportant  a  la  fraction  rationnelle 


I      I 


La  formule  (4)  devient  alors 

(5i)  ^{^)  =  2  [9-..D«{^)2,^,l>«(^.)^(^/)]- 

11=0 

Faisons  croltre  la  variable  qui  est  sous  le  signe  2  ^t  ^^^  novA  appel- 
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lerons  a:',  par  degres  egaux  a  —  depuis  —  i  jusqu'a  + 1 ;  en  d'autres  termes, 
posons 

x^=  —  i,     a:,=— i-h->    a?„  =  — i-ha-vM    a?^=— i-h  m-= +i ; 

puis,  attribuons  a  m  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes ;  nous  aurons,  a  la 
limite,  en  vertu  des  observations  du  n^  32^ 

11  =  0 

Les  quantites  ^  et  D  se  rapportent  d'ailleursa  la  fraction  continue  qui  pro*- 
vient  de  la  limite  de  Texpression  (5o),  c'est-a-dire  de 

a  J__,    X  —  X  2      ^x — I 

Or  on  a,  dans  ee  cas,  comme  on  Ta  vu  au  n"*  31 , 

(48)  D„  =  C,X„, 

(49)  5r„,,C*=2/n-i. 

On  troupe  done  finalement 

(6)  ,p(a;)=2^(2«^-^)X„j^■^'x>(a/)rfa^'. 

n  =  o 

C'est  la  formule  bien  connue  par  laquelle  on  developpe  une  fonctiond'une 
variable  x  [x  restant  compris  entre  —  i  et  -+-  i)  en  serie  ordonnee  suivant 
les  fonctions  X„. 

34.  L'expression 

i2..[^(^.)-e.rv 


m ' 


dans  laquelle  ?  designe  la  somme  des  p  premiers  termes  de  la  formule  (5i), 
represente  la  moyenne  des  carres  des  erreurs  qui  correspondent  a  la  valeur 
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approchee  ^  de(p  {x).  Cette  expression  etant  un  minimum  (n**  18),  et  ayant 
pour  limite 

a. 


\£\<^i^)-^Ydx 


pour  m  =  00  ,  on  voit  que  la  formule  (6)  jouit  de  cette  propriete  precieuse: 

La  somme  f  des  p  H-  i  premiers  termes  da  dei^ehppement  (6)  est  parmi 
toutes  lesfonctions  z  entieres  et  rationnelles  de  x  celle  qui  rend  minimum  la 
valeur  moyenne 

X.    [^(^')  — 2]'^ 

de  I'erreur  ^(x)  —  z  prise  depuis  x  =  —  i  jusqua  x=  —  1 . 

55.  Pour  d^montrer  cette  proposition  directement,  remarquons  que 
la  condition  du  minimum  de 


£'[<p(x)-zYdx 


est 


X4-I 
[(p{x)  —  z]dzdx. 


Or  quelle  que  soit  la  fonction  z,  on  pent,  puisqu'elle  est  entiere  et  de  degre  /?, 
la  mettre  sous  la  forme 

en  sorte  qu'on  a 


et  comme  les  variations  de  A„  sont  supposees  arbitraires,  Tequation  du 
minimiiin  se  decompose  en  /?  H-  i  equations  de  la  forme 

(5a)  o  =  J^\<p{x)-z]X„dr. 
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En  mettant  pour  z  son  expression  2  A„  X„  et  appliquant  le^  theorenies 


connus 


(53)  £'x„X,dx  =  o, 

les  equations  (62)  deviennent 


ou 


en  sorte  que  la  fonction  z  propre  au  minimum  est 

^{{2n  +  i)X„£\{x)X„dx, 

n  =  o 

cest-a-dire  lasomme  ^  desp-+-i  premiers  termes  du  developpement  (6). 
Ce  qu'il  fallait  demontrer. 

36.  Les  deux  proprietes  elegantes  (53)  et  (54)  sur  lesquelles  la  demons- 
tration qui  precede  est  fondee,  et  que  Ton  trouve  ordinairement  a  I'aide 
de  rintegration  par  parties,  resultent  ^ussi  d'une  maniere  directe  et  fort 
simple  de  nos  principes. 

En  efFet,  relativement  &  la  fraction  rationnelle 

-^i  m  X  —  Xi 
dont  la  limite  est 

-  loff ? 

2       ^  X  —  I 

le  theoreme  IV  du  §  I  donne 

yiDMj',)  =  -^' 

2^.lD„{a:,)D„.(a:,)  =  o; 
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et  lorsqu'on  fait  croitre,  comme  au  n**  55,  a?,  d'line  nianiere  continue  et  par 
degres  egaux  de  — i  a  4-1,  ces  relations,  eu  egard  a 

se  transforment  immediatement  dans  les  forniules  (53)  et  (54). 

II  y  a  meme  dans  ce  mode  d'operer,  comme  on  le  comprend  aisement, 
un  procede  general  de  recherche  des  proprietes  des  fonctions  X^. 


MllNOIRE 


SUR  UNE 


THfiORIE   NOUVELLE  DE  LAGfiOMfiTRIE   DES  MASSES; 

PaB   M.    J.-N.    button   DE   LA   GoDPiLUiRE, 

Ingenieur  des  Mine», 
Repetiteur  de  Mecauique  k  r£cole  Polytechnique,  Doctenr  ^  Sciences  mathemaliques  {*]. 

(Premier  Memoire.) 


I. 

Preliminaires. 

1.  Lorsque  Ton  aborde  Tetude  de  la  Mecanique,  it  sUntroduit  trois  no- 
tions reellement  nouvelles  ;  celles  du  temps ,  de  la  force  et  de  la  masse. 
Mais  on  con^oit  que  certaines  questions  peuvent  ne  pas  etre  compliquees 
de  cette  triple  consideration ,  et  qu'il  y  a  des  lors  avantage  a  les  etudier  a 
part  et  des  le  principe.  G'est  ainsi  que  depuis  longtemps  la  Statique  forme 
une  theorie  speciale  ou  Ton  ne  combine  avec  la  notion  de  Tespace  que  celle 
de  force ;  et  que  dans  ces  dernieres  annees  on  a  definitivement  constitue  la 
Cinematique,  qui  n'introduit  que  Tidee  de  temps. 

II  serait  facile  de  former  un  troisieme  corps  de  doctrine,  qu'on  pourrait 
appeler  GSomStrie  des  masses ,  et  qui  aurait  pour  objet  la  distribution  des 
masses  dans  les  systemes  materiels ,  independamment  de  toute  notion  de 
force  ou  de  mouvement.  Les  questions  relatives  aux  centres  de  gravite  et 
aux  moments  d'inertie  constitueraient  aujourd'hui  cette  science. 

Je  me  propose  d'envisager  ici  une  theorie  analogue  a  ces  dernieres  qui 
me  parait  de  nature  a  completer  la  partie  de  la  science  que  je  viens  de 

(* )  Ce  Memoire  a  ele  presenle  le  3o  mars  1857  i  la  Faculte  de  Paris  comme  Tune  des  theses  du 
doctoral  es  Sciences  mathematiques. 

5. 
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caracteriser,  en  contribuant  a  nous  eclairer  sur  la  constitution  des  systenies 
materiels.  Je  developpe  ma  pensee. 

2.  Les  questions  relatives  aux  centres  de  gravite  et  aux  moments  d'inertie 
se  resolvent  a  Taide  d'integrales  que  Ton  etend  a  tout  I'ensemble  du  corps 

considere ,  et  qui  sont  de  la  forme  2  '^^  ^^  2  ^^^^^  designant  une  masse 
elementaire,  et  x  Tune  de  ses  coordonnees.  Je  m'occuperai  ici  des  inte- 
grates 2  ^^^^  q"i  se  presentent  naturellement  dans  la  recherche  des  axes 

d'inertie. 

Pour  qu*une  telle  integrate  soit  completement  definie,  il  faut  d'abord 
connaitre  le  systeme  materiel  auquel  elle  se  rapporte ;  puis  Taxe  (z)  et  les 
deux  plans  rectangulaires  {zx^  zj)  qui  servent  a  Tevaluer.  Le  choix  d'une 
origine  est  superflu.  II  en  est  de  mSme  des  sens  positifs  a  attribuer  aux  axes 
[x^y)^  si  nous  convenons,  pour  simplifier,  de  les  prendre  tels,  que  la 
valeur  de  Tintegrale  soit  positive. 

5.  Get  apercu  nous  permet  de  mesurer  tout  de  suite  I'etendue  de  la  ques- 
tion. Elle  comprend  evidemment  deux  recherches  distinctes  :  d'abord  reva- 
luation de  I'integrale  pour  un  systeme  defini  en  particulier,  et  ensuite  la 
variation  qu'elle  subit  pour  un  systeme  determine,  mais  quelconque,  lorsr 
qu  on  vient  a  changer  les  plans  de  comparaison. 

Pour  ce  qui  est  de  la  premiere  question ,  nous  savons  qu*on  evalue  les 

integrates  ^m^^mxy^mx^^  en  multipliant  par  p,  px,  po?^  (p  etant  la 

densite) ,  la  diiferentielle  geometrique  du  systeme  propose  (ligne ,  surface  ou 
solide) ,  et  integrant  entre  les  limites  qu'indique  la  geometric.  11  en  sera  de 
meme  ici  en  employant  le  facteur  pa?j,  et  cette  methode  conviendrait  encore 

a  toute  integrale  du  meme  genre  Zd^-fi^^X^^)^  ^^  quelque  autre  pouvait 

presenter  de  Tinteret.  II  serait  evidemment  superflu  de  transcrire  ici  avec  * 
cette  modification  les  formules  generates  que  Ton  trouve  dans  tons  les  traites. 
Je  ne  m'arreterai  pas  davantage  a  des  exemptes  particuliers. 

4.  La  seconde  question  doit  done  seule  nous  occuper,  et  il  est  bon  de 
reconnaitre,  des  a  present,  par  quels  intermediaires  nous  parviendrons  a  sa 
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solution  complete.  II  s'agit  de  passer  d'un  systeme  de  plans  a  un  autre  deBni 
de  position  par  rapport  au  premier.  Or  on  peut  le  faire  a  Taide  de  trois 
operations  distinctes  :  en  transportant  I'axe  de  la  premiere  position  a  un 
point  de  la  seconde,  en  le  faisant  pivoter  autour  dece  point  jusqu'a  sa  posi- 
tion definitive,  et  enfin  en  faisant  tourner  les  plans  autour  de  cet  axe,  jusqu'a 
cequ'ils  coincident  avec  le  nouveau  systeme-  Dela  trois  recherches  distinctes 
qui  nous  occuperont  dans  I'ordre  suivant : 

i"".  Influence  de  la  rotation  des  plans  autour  d*un  axe  ; 

2^.  Influence  de  la  translation  de  Taxe  parallelement  a  lui-meme; 

3*^.  Influence  de  la  rotation  de  Taxe  autour  d*un  point  fixe. 

DU    PARAM^TRB* 

5.  Avant  d'aborder  ces  questions,  il  est  bon   de    mettre    Tintegrale 

^mocy  sous  une  forme  qui  fasse  image  et  qui  en  simplifie  la  conception.' 

Cette  somme ,  que  j'appellerai  le  moment  de  I'axe  z ,  peut  etre  representee 
par  la  quantite  MXY  qui  lui  est  homogene ,  et  oil  M  represente  la  masse 
totale.  II  suffit  pour  cela  que  X  et  Y  satisfassent  a  la  condition 

Ces  quantites  ne  sont  done  pas  completement  determinees,  et  on  peut  pren- 
dre pour  ^lles  les  deux  coordonnees  d'un  point  quelconque  d'un  cylindre  a 
base  d'hyperbole  equilatere  asymptotique  aux  plans  coordonnes.  Ce  cy- 
lindre est  tel,  que  le  moment  ne  change  pas  lorsque  Ton  condense  toute  la 
masse  sur  sa  surface,  en  I'y  repartissant  du  reste  d'une  maniere  quel- 
conque. 

Mais  une  hyperbole  dont  on  a  les  asymptotes  est  entierement  connue  et 
de  la  maniere  la  plus  claire,  si  Ton  donne  en  outre  son  sommet  ou  son 
demi-axe  transverse.  En  le  designant  par  A,  I'equation  devra  prendre  la 
forme 


XY 

~  a' 

ce  qui 

donne , 

pour 

determiner  A, 

(«) 

A»  =  - 
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Cette  quantite  A,  qui  represente  une  longueur,  est  analogue  au  rayon  de 
gyration  des  moments  d'inertie.  Nous  I'appellerons  le  parametre  du  mo- 
ment, et  sa  consideration  simplifiera  beaucoup  nos  recherebes. 

11. 

Rotation  des  Plans. 

6.  Pour  comprendre  Tinfluence  de  la  rotation  des  plans ,  il  suffit  d'operer 
une  demi-re volution ,  car  on  retrouve  an  dela  les  memes  plans.  On  pent 
merae  se  contenter  d'un  quart  de  tour,  car  le  quadrant  suivant  ne  differe  du 
premier  que  par  le  cbangement  de  a:  en  —  j  et  de  j  en  x,  c'est-a-dire  par 
le  signe  du  moment.  Or  nous  faisons  abstraction  de  ce  signe  qui  se  tradui- 
rait  ici  par  des  parametres  imaginaires. 

FORMULE    FONDAMENTALE. 

7.  Adoptons  pour  cette  recherche  un  systeme  de  plans  fixes  (^,j),  du 
reste  indetermine ,  et  prenons-en  un  autre  quelconque  {x\  /)  qui  fasse  Tangle 


f  avec  le  premier.  On  passera  de  Tun  a  I'autre  a  Taide  des  formulas  : 

of  =  y  sin  (p-+'  X  cos  (p , 

y  =  y  co^  <p  —  j;  sin  ^ . 
On  en  tire 

a/y  =  (x^  —  x^)  sin  (pcos^-^-  xy  (cos*  ^  —  sin'  <p) ; 
multiplions  par  2  met  faisons  la  sohime  : 

2^mx^y=  s\n2q>.^m{y  —-x^)  -+-  2^mxy.cos%(p. 

Si  maintenant  nous  prenons  sur  Taxe  une  origine  arbitraire  O  pour  y  rap*- 
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porter  des  coordoiuiees  z  ^  nous  aurons  identiquement 

2m(j^  _ x')  =  ^m (7»  +  z')  -^-^mix'  +  z')  =  m{u'  -  p^), 

en  designant  par  w  et  t'  les  rayons  de  gyration  relatifs  aiix  axes  xety.  D'a- 
pres  cela,  en  divisant  par  M  et  appelant  A  et  A  les  parametres  des  deux 
syst^mes  de  plans,  il  viendra  (a) 

(b)  A*  =  (m*  —  P*)sin2^  -f-  A*.cos2(p. 

Cette  formule  perniet  de  deduire  un  parametre  quelconque  de  la  con- 
naissance  du  parametre  et  des  rayons  de  gyration  d'un  systfeme  particulier 
de  plans.  Elle  resout  done  la  question ;  mais  de  plus  elle  va  nous  permettre 
de  donner  une  forme  elegante  a  la  relation  qui  nous  oecupe. 

PLANS    NULS. 

8.  On  peat  annuler  T  expression  precedente  en  posant 

et  donnant  a  (p  la  valeur  —  a>.  Par  suite,  il  existe  toiyours  pour  un  axe 
quelconque  un  systeme  de  plans  et  un  seulqui  donne  un  moment  nuL  Nous 
les  appellerons,  pour  abreger,  plans  nuls. 

On  pourra  toujours  les  construire  pour  un  axe  donne  en  appliquant  la 
formule  precedente,  et  menant  un  plan  sous  Tinelinaison  ca  dans  Tangle 
(-f-  ;r,  —  y).  Mais  il  est  certains  cas  oil  Ton  n'a  besoin  pour  cette  determi- 
nation d'aucun  calcul. 

9.  Si  dahord  taxe  est  d'inertie  en  un  point  quelconque  de  sa  longueur, 
les  plans  nuls  passeront  par  les  deux  autres  axes  dUnertie  de  ce  point , 
puisque  le  moment  est  Tune  des  trois  integrales  qu'annule  ce  choix  d*axes 
coordonnes. 

En  second  lieu,  si  I' axe  est  compris  dans  Pun  des  trois  plans  dinertie  dun 
quelconque  de  ses points,  tun  des  plans  nuls  pa^se  par  I'a^e  dinertie  per- 
peruUculaire.  On  sait,  en  effet,  que  Tintegrale  oil  figure  la  coordonnee  re- 
lative a  un  axe  d'inertie  est  nulle,  quel  que  soit  Taxe  suivant  lequel  on 
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compte  I'autre  coordonnee  (*),  et,  par  suite,  ici  pour  la  droite  situee  dans 
le  plan  d'inertie  perpendiculairement  a  z. 

PARAMETRE    PRINCIPAL. 

to.  Prenons  les  plans  nuls  pour  plans  fixes  (X,  Y),  nous  simplifierons 
par  la  Tequation  {b)y  carle  dernier  terme  s'annule  comme  contenant  le  pa- 
rametre  des  plans  fixes,  et  il  reste 

A^  =  (U^_  V^)sin24^. 

La  plus  grande  valeur  de  cette  expression  correspond  a  $  =  45**-  Sa  va- 
leur  est 


(o) 


/^  =  u*  — v^ 


11  ne  faut  pas  oublier  que  ce  parametre  principal  correspond  aux  plans  bis- 
secteurs  des  plans  nuls,  tandis  que  U  et  V  sont  les  rayons  de  gyration  des 
axes  niils  eux-memes. 

.  En  introduisant  cette  valeur  dans  I'equation,  on  la  reduit  a  sa  forme  de- 
finitive 


id) 


A*  ==  ^sin2*. 


( '^ )  Je  rappelle  la  demonstration  de  cette  propriete.  On  a  ,  pour  une  direction  quelconque 


X  rapportee  aux  axes  d'inertie  Y  et  Z, 

^  =  T  cos  a  -H  Z  sin  a, 

V' mX/  :=  cosa  VmXT  4-  sin  a  ^^  mXZ  =  o, 
car  let  deux  sommes  sent  nulies  separemenL 
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REPRESENTATION    GEOMETRIQUE. 

H.  Gherchons  a  substitiier  a  cette  relation  une  image  geoinetrique  toii- 
jours  plus  propre  qu'une  formule  a  porter  la  clarte  dans  Tesprit.  Pour  cela 
prenons  sur  la  bissectrice  de  chaque  syst^me  d'axes  une  longueur  egale  au 
pardmetre  correspondant-  Le  lieu  de  leurs  extremites  sera  une  courbe  dont 
Tequation  polaire  entre  r  et  S,  rapportee  a  Taxe  bissecteur  des  plans  nuls  0, 
sera  {d) 

r  =  /  y/sinsfl. 

Par  suite,  le  parametre  varie  comme  le  rayon  "vecteur  dune  lemniscate 
equilatere  qui  a  pour  demi-axe  transs^erse  en  grandeur  et  en  direction  le 
parametre  principal  (*).  En  tracant  en  outre  dans  le  second  quadrant  la 


lemniscate  iiiiaginaire,  puisque  nous  faisons  abstraction  du  signe  de  A%  nous 
formons  la  figure  ci-jointe. 

(*}  J'appelle  en  general  lemniscate  la  courbe  telle,  que  le  produit  des  distances  de  chacun  de  ses 
points  u  deux  foyers  fixes  est  egal  a  un  carrc  donne,  et  en  particulier  lemniscate  equilatere,  cellc  ou 
le  cole  du  carre  est  la  demi-distance  focale.  On  a  pour  cette  derniere 


d'ou 


a*  =  p'p''  =  (r>  +  fl'  —  2arcos&>)(r'-f-  a"-  -f  2ar  cos^) 

=  (r=H-«')'  — 4''''''  cos'wrr  (r»-|-fl')'—  2a»H(i  -+-  C0S2w) 
=  r*  —  2fl'  /'  cos  2  w  -h  a% 


r'  =  2  fl'  cos  2<u. 

Si  nous  representons  par  /  le  demi-axe  transverse  a  ^2.  et  par  9  Tazimut  ra|)porte  a  la  tangente  au 

XXXrW  Cahier.  6 
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12.  Si  nous  employons,  au  contraire,  un  mode  de  representation  ana- 
logue a  celui  des  moments  d'inertie,  en  portant  sur  chaque  bissectrice  des 
longueurs  inversement  proportionnelles  aux  parametres  correspondlants,  la 
courbe  representatrice  aura  pour  equation  : 


V^sinad 


Ainsi  leparametre  varie  en  raison  inverse  du  rayon  vecteur  d'une  hyperbole 
equilutere  qui  a  pour  axes  les  axes  nuls  (^).  La  valeur  de  son  axe  est  du 


reste  indeterminee,  puisque  toutes  les  hyperboles  equilateres  sont 
blables. 


sem- 


III. 

Translation  de  I  axe.  (i"  Partie.) 

13.  II  s'agit  maintenant  de  trouver  la  relation  qui  existe  entre  tous  les 
axes  qui  composent  un  faisceau  de  droites  paralleles  dont  la  direction  est 
du  reste  quelconque.  Nous  distinguerons  sous  le  nom  d'^ure  central  celui 
qui  passe  par  le  centre  de  gravite  G,  et  pour  simplifier  nous  menerons  par 
ce  point  un  plan  perpendiculaire  sur  tout  le  faisceau  ;  en  nous  plaqant  dans 


centre  et  non  &  Taxe ,  d*ou  w  =  d  —  4^^,  nous  obtiendrons  Tequation  en  question 

r*  =  /*  sin  2  0. 


(*)  L'equation  donne  en  effet 


C  =  2.rsin9.rcos©=  2xy, 


equation  d'une  hyperbole  enu^e  ses  asymptotes.  Celles-ci  etanl  rectangulaires,  Thyperbole  est  equi- 
latere. 
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ce  plan,  nous  n'aurons  sou  vent  a  considerer  que  les  pieds  O  des  differents 


axes. 


MOMENTS    PARALLJ^LES. 


14.  Gomme  la  direction  des  plans  reste  arbitraire,  attendu  que  la  theo- 
rie  precedente  nous  permet  de  restreindre  la  recherche  a  une  seule  (6), 
nous  adopterons  pour  Taxe  central  une  direction  fixe  du  reste  arbitraire 
{^»  j)j  ct  nous  prendrons  pour  un  axe  quelconque  O  des  plans  paralleles 
{x\  y).  Nous  appellerons  simplement  moments  paralleles  les  sommes 
relatives  a  ces  deux  systemes. 


Le  passage  de  Tun  a  T autre  se  fiera  par  les  formules 

x'  =  x  —  ^,       y  =jr  —  «, 

^y = ^  —  ?  J — >»^  -t-  ?w, 


M^>i. 


Mais,  comme  le  centre  de  gravite  est  situe  a  la  fois  sur  les  axes  x  el  y^  les 
termes  intermediaires  disparaissent,  et  il  reste 


(«) 


2  mx' y  =  2  ''^^  "+"  ^^^^ 


Par  consequent,  on  obtient  un  moment  quelconque  en  ajoutant  au 
mx)ment  central  parallele  celui  de  la  masse  totale  reunie  au  centre  de 
gravite. 

15.  Cette  relation  peut  encore  etre  simplifiee  par  un  choix  convenable 
de  plans  fixes.  Si  nous  prenons  d'abord  les  plans  centraux  nuls,  le  premier 
terme  disparaissant,  on  voit  que  :  Un  moment  quelconque  parallele  aux 
plans  centraux  nuls  est  le  meme  que  si  toute  la  masse  etait  condensee  au 
centre  de  gravite. 

6. 
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Si,  au  contraire,  nous  choisissons  pour  Tun  des  plans  fixes  celui  qui  reu- 
nit  Taxe  considere  a  Taxe  central,  c'est  le  second  terme  qui  disparait,  car  ^ 
ou  fi  s'annulent;  de  sorte  que  les  moments  sont  egaux.  Ainsi,  le  moment  ne 
change  pas  si  I'axe  central  se  deplace  dans  un  de  ses  plans. 

16.  Si  Taxe  considere  est  situe  en  particulier  dans  Tun  des  plans  cen- 
traux  nuls,  Tun  quelconque  de  ces  deux  enonces  montre  que  son  moment  est 
nul.  Par  suite,  les  plans  centraux  nuls  sont  nuls  en  tous  leurs  points. 

Nous  aurions  pu  le  deduire  directement  (9)  de  ce  qu'un  axe  principal  est 
axe  d'inertie  en  tous  ses  points.  Maisau  fond  Tanalyse  qui  etablit  ces  deux 
propositions  est  absolument  la  meme. 

PROBLEME    INVERSE. 

17.  Si  Ton  cherche  a  resoudre  la  question  inverse,  c'est-a-dire  a  trouver 
nn  axe  dont  le  moment  parallele  ait  une  valeur  donnee,  le  probleme  est  inde- 
termine,  lors  meme  que  la  direction  des  plans  fixes  est  assignee.  On  n'a,  en 
efFet,  pour  trouver  ^  et  w,  que  Tequation  (e)  qui  prend  la  forme 

^    S  mx'y'  —  Ytmxy 

FiC  second  membre  etant  completement  determine,  on  voit  que  les  axes 
de  meme  moment  parallele  forment  un  cylindre  a  base  d' hyperbole  equila- 
tcre  asymptotique  aux  plans  centraucc  adoptes. 

18.  Pour  obtenir  Tequation  generale  de  ces  courbes,  rapportons-la  a  des 
ooordonnees  polaires,  en  prenant  poUr  droite  fixe  Taxe  nul  central  X. 


On  aura,  pour  transformer  les  coordonnees, 

^  =  r .  cos  (9  —  C>) ,        w  =  r .  sin  (fl  —  $) , 
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M       ~ 


L^  sin  2$, 


en  designant  par  L  le  parametre  principal  deTaxe  central.  11  vient  ainsi 

(/)  r^  sin2(fl  — $)  =  A'—  L'sin2$. 

On  doit  considerer,  dans  cette  equation,  r  et  fl  comme  les  coordonnees 
courantes,  L  comme  une  constante  fixe  qui  caracterise  le  faisceau  considere, 
A  et  $  comme  deux  constantes  arbitraires  relatives :  A  a  la  valeur  du  moment 
que  Ton  se  donne,  $  a  la  direction  fixe  que  Ton  a  adoptee. 

REPRESENTATION    G^OM^TRIQUE. 

19.  Pour  representer  geometriquement  la  relation  que  nous  venons  de 
decouvrir,  considerons  d'abord  la  direction  des  plans  comme  assignee,  ou  * 
comme  une  constante;  puis  portons  sur  chaque  axe,  a  partir  de  son  pied, 
une  longueur  egale  a  son  parametre,  ce  qui  revient  a  considerer  A  comme 
une  ordonnee.  Le  lieu  des  extremites  formera  une  surface  dont  nous  avons 
en  {/)  Tequation  enlre  r,  fl  et  A. 

Cherchons  a  discerner  la  nature  de  cette  surface.  Elle  est  du  second 
ordre,  et  comme  A  n'entre  qu'au  carre,  le  plan  perpendiculaire  au  faisceau 
est  un  de  ses  plans  desy metric.  Pour  avoir  s!i  trace  surce  plan,  faisons  A=o, 
il  vient 

{g)  r^  sin  2  (0  —  $)  =  —  L^  sin  2^; 

e'est  une  hyperbole  equilatere  entre  les  directions  fixes.  La  bissectrice  GA 


\V      T 
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de  ces  directions  est  done  un  des  axes  de  symetrie  de  la  surface.  Si  nous 
coupons  par  un  plan  perpendiculaire  GB,  en  faisant  fl  =  *  +  i35^,  il 
viendra 

A"  4-r"  =:L'sinii$, 

equation  d'un  cercle  situe  dans  ce  plan  vertical.  On  voit  par  la  que  les  deux 
autres  axes  de  symetrie  sont  indetermines  ou  que  la  surface  est  de  revolution 
autour  de  GA.  Gomme  sa  section  meridienne  est  des  lors  la  trace  que  nous 
avons  trouvee,  nous  arrivons  a  la  conclusion  suivante  : 

hepararmtre  des  moments  paraUeles  varie  comme  tordonnee  dun  hyper- 
boloide  equilatere  de  rewlution  a  une  nappe  qui  a  pour  axe  la  bissectrice 
des  directions  fixes  et  pour  rayon  de  gorge  le  parametre  central  qui  leur 
correspond. 

Ge  rayon  est  en  effet  celui  du  cercle  dont  nous  avons  Tequation.  II  varie 
avec  la  direction  adoptee  depuis  zero,  qui  donne  pour  les  plans  centraux 
nuls  un  cone  de  90  degres  d'ouverture,  jusqu'au  parametre  central  principal 
qui  correspond  aux  plans  bissecteurs. 

RESEAU    DBS    PLANS    NULS. 

20.  Nous  pouvons  facilement  nous  rendre  compte  de  la  disposition  des 
axes  nuls  dans  le  plan  perpendiculaire  au  faisceau.  Si  nous  en  considerons, 
en  effet,  tous  les  points  comme  repartis  le  long  d'une  serie  de  courbes  telles, 
qu'en  tous  les  points  de  chacune  d*elles  la  direction  des  plans  nuls  reste 
constante,  en  variant,  dii  reste,  d'une  courbe  a  Tautre;  nous  pourrons 
regarder  ces  courbes  comme  correspondant  a  un  moment  parallele  nul.  EUes 
sont  done  precisement  les  traces  des  divers  hyperboloides  representatifs. 
Ainsi  : 

Les  axes  qui  ont  des  plans  nuls  paraUeles  Jbrment  un  cylindre  a  base 
d hyperbole  equilatere  asymptotique  aux  plans  centraux  m£nes  dans  la 
direction  consider Se. 

21.  On  voit  par  la  que  dans  chaque  serie  il  existe  une  limite  de  rappro- 
chement du  centre.  Je  veux  dire  qu'en  de^a  d'une  certaine  distance  de  I'axe 


DE    LA    GEOM^TRIK    DES    MASSES.  4 7 

central,  il  n'est  pas  toujours  possible  de  trouver  un  axe  qui  ait  ses  plans 
nuls  dans  des  directions  donnees.  Ce  maximum  de  rapprochement  corres- 
pond dans  chaque  serie  au  sommet  de  Fhyperbole.  Or  celui-ci  se  trouve  (19) 
sur  la  bissectrice  a  une  distance  egale  au  parametre.  Le  lieu  des  sommets 
n'est  done  autre  que  la  lemniscate  equilatere  centrale  (II).  Par  suite  : 

La  s6rie  des  axes  le  plus  rapproclies  de  taxe  central  entre  tons  ceux  qui 
ont  des  plans  nuls  paraUeles  forme  un  cylindre  a  base  de  lemniscate  equi- 
latere  qui  a  pour  demi-axe  transverse  en  grandeur  et  en  direction  le  para- 
metre central  principal. 

DES    FOYERS, 

22.  Si  nous  faisons  dans  Tequation  generate  {g)  de  routes  ces  hyperboles 
fl  =  o,  il  vient  r  =  dz  L;  si  done  nous  portons  sur  GX,  de  part  et  d 'autre 
du  centre,  la  longueur  L,  nous  obtiendrons  deux  points  F,  F'  que  j'ap- 
ipeWe  foyers  et  oil  se  croisent  toutes  les  hyperboles.  lis  sont,  du  reste. 


uniques,  car  deux  hyperboles  de  meme  centre  ne  peuvent  se  couper  qu^en 
deux  points  symetriques.  La  propriete  caracteristique  de  ces  foyers  est  evi- 
demment  que  la  direction  des  plans  nuls  y  est  indeterminee,  puisque,  pour 
chaque  point,  elle  est  celle  des  asymptotes  de  Fhyperbole  qui  y  passe. 

Ainsi  done  */  existe  toujours  dans  un  faisceau  deux  axes,  et  rien  que 
deux,  pour  lesquels  les  plans  nuls  sont  quelconques;  de  telle  sorte  que  tous 
les  parojnetres,  etparmi  eux  le  parametre  principal,  y  sont  nuls,  ou  encore 
que  les  rayons  de  gyration  de  toutes  les  droites  menees  par  leur  pied  dans 
le  plan  sont  egaux  (c). 

Ces  axes  sont  situes  de  part  et  d' autre  de  I'axe  central  le  long  de  celui  des 
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axes  nuls  qui  a  le  plus  grand  rayon  de  gyration  (pour  que  L  soil  reel)  et  a 
une  distance  egale  au  parametre  central  principal. 

On  voit,  d'apres  cela,  que  les  foyers  sont  precisemervt  les  sommets  de  la 
lemniscate  dquilatere  centrale  (II). 

PROPRI^T^S    DES    AXES    PRINCIPAUX    d'iNERTIE. 

23.  Ces  considerations  nous  permettent  d'etablir  tres-simplement  quel- 
ques  proprietes  interessantes  des  axes  principaux  d'inertie.  On  sait  depuis 
longteinps  qu'un  axe  principal  est  axe  d*inertie  en  tons  ses  points.  Et  si  Ton 
veut  se  representer  la  serie  des  autres  axes  sur  tout  son  parcours,  rien  n'est 
plus  facile,  car  ils  sont  respectivement  paralleles  aux  deux  axes  principaux 
perpendiculaires.  Us  forment  done  par  leur  ensemble  les  deux  plans  princi- 
paux qui  passent  par  I'axe  considere,  et  ils  les  decrivent  en  restant  paralleles 
a  eux-menies. 

On  sait  de  plus  qu'un  plan  principal  est  plan  d'inertie  dans  toute  son 
etendue,  c'est-a-dire  qu'en  tons  ses  points  Tun  des  axes  d'inertie  lui  est 
perpendiculaire.  Mais  on  n'a  pas  encore,  a  ma  connaissance,  cherche  a  se 
representer  la  disposition  des  autres  axes  dans  le  plan  principal.  Nous  y 
arriverons  en  les  considerant  comme  les  axes  nuls  de  chaque  point  du 
plan,  et  appliquant  a  ce  cas  particulier  les  resultats  precedents,  qu'il  suffit 
d'enoncer  : 

La  serie  des  points  d'lin  plan  principal  pour  lesquels  les  axes  d  inertia 
ont  une  direction  fixe^  forme  une  hyperbole  equilatere  qui  a  pour  asymp- 
totes les  droites  menees  par  le  centre  de  grauitS  dans  ces  directions.  Toutes 
ces  hyperboles  se  croisent  aux  deux  foyers  principaux,  et  la  sirie  de  leurs 
sommets  forme  une  lemniscate  equilatere  qui  a  ses  propres  sommets  en  ces 
deux  foyers.  Pour  ces  derniers,  les  deux  axes  d'inertie  sont  quehonques,  et 
fellipsoide  d'inertie  est  de  revolution.  II  en  est  evidemment  de  meme  en  tous 
les  points  des  axes  focaux,  car  la  propriete  des  plans  nuls  ne  fait  point 
acception  d'origine  particuliere. 
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IV. 

Translation  de  I' axe.   (2*  Partie.) 

24.  Nous  pouvons  actuellement  prendre  pour  terme  de  comparaisoii,  au 
lieu  de  Faxe  central,  les  deux  axes  remarquables  que  nous  venous  de  decou- 
vrir.  Gela  nous  permettra  de  donner  a  cette  theorie  une  nouvelle  forme  plus 
avantageuse  a  quelques  egards. 

MOMENTS    FOCAUX. 

25.  J'appelleraiy  pour  abreger,  moment ^ca/d'un  axe  O,  celui  qui  cor- 
respond a  des  plans  dont  Tun  passe  par  cet  axe  et  Tun  ou  Tautre  des  deux 
axes  focaux.  Nous  allons  reconnaitre,  en  efTet,  qu'ils  ne  se  distinguent  pas 
Tun  de  I'autre  pour  cette  evaluation. 


Nous  passerons  du  systeme  (O;  x\  y')  a  (F;  a:,  y)  par  les  formules 
d'oii 


x'  =  x—  f,     /.  =r, 


2  mx'y'  =  ^mxy  —  f^  ^my. 

Le  premier  terme  s'evanouit,  puisque  le  moment  de  F  est  nul  pour  des 
plans  quelconques.  Quant  au  second  Y  mj,  nous  Te valuer ons  en  multipliant 
par  M  Tordonnee  —  L  sino^  du  centre  de  gravite,  ce  qui  donne 

^mx'y'  =  MLp  sin  co  =  ML/t, 
et  si  Ton  remarque  que  Lh  est  la  surface  du  triangle  FOF' :  le  moment  focal 

XXXVU*  Cahier.  7 
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d'un  pied  quelconque  est  le  produit  de  la  masse  totale  par  la  surface  da 
triangle  qu  on  forme  en  lejoignant  aux  deux  foyers. 

26.  Comme  la  base  de  ce  triangle  reste  constante,  on  voit  que  les  mo- 
mjertts  focaiix  sont  entre  eux  comme  les  distances  des  divers pieds  a  taxe  nul 
central  qui  contient  les  foyers. 

Par  suite,  les  axes  quiont  meme  moment  focal f or ment  une  serie  de  plans 
parallele  a  ce  meme  plan  nul;  et  le  moment  focal  varie  comme  fordonnee 
d'un  plan  incline  mene  par  cet  axe  nul. 

* 

,     PLANS    NULS. 

27.  L' expression  que  nous  venous  de  trouver  est  independante  de  celui 
des  deux  foyers  que  Ton  considere,  par  suite  le  moment  de  O  prend  la 
meme  valeur  pour  les  deux  plans  OF  et  OF'.  II  suit  de  la  {d)  qu  ils  ont  la 
meme  inclinaison  sur  les  plans  nuls.  De  la  cette  construction  tres-simple  : 

Les  plans  nuls  d'un  axe  quelconque  sont  hissecteurs  de  ceux  qui  le 
joignent  aux  deux  axes  focaux  (*). 

28.  De  la  une  nouvelle  maniere  d'envisager  le  reseau  des  plans  nuls  du 
faisceau.  On  sait,  ein  effet,  que  les  bissectrices  de  Tangle  au  sommet  O 


(*)  A  la  verite,  cette  obsenration  ne  permel  pas  de  decider  k  priori  si  les  plans  bissecteurs  sont 
les  plans  nuls  ou  ceux  du  pararoetre  principal;  c'est-ii-dire  si  Ton  a  la  disposition  (M,  e,  M')  ou 
(M',  Y,  M'^).  Mais  la  question  se  trouve  tranchee  en  faveor  des  premiers  pour  les  axes  situes  dans 


Tun  des  plans  centraux  nuls,  et  par  suite  pour  tons  les  autres  ;  car  la  variation  de  direction  du  plan 
bissecteur  en  passant  d'un  point  a  Tautre  est  necessairement  continue,  tandis  qu*e]le  devrait  olTnr 
un  saut  brusque  de  45  degres  pour  que  ce  plan  passat  d'une  signification  k  Tautre. 
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determinent  sur  la  base  des  segments  proportionnels 

FK' 


bi 


FK 
F'K 


F'K' 


11  suit  de  la  que,  si  Ton  fait  varier  O  en  laissant  K  toujours  le  menie, 
K'  restera  aussi  constant,  et  comme  Tangle  KOK'  est  droit,  le  point  O 
dccrira  un  cercle.  Ainsi : 


Les  axes  forment  une  serie  de  cylindres  de  revolution  pour  chacun  des- 
quels  les  deux  series  de  plans  nnls  rayonnent  autour  des  deux  generatrices 
communes  au  cylindre  et  au  plan  des  a^xes  focaux. 

29,  Pour  nous  representer  I'ensemble  de  ces  cylindies,  designons  par 


A',  or'  les  abscisses  de  K,  K'  rapportees  a  G,  la  proportion  devient 

X  —  L 
et  elle  donne 


X  —  L       L-^x' 

XX    ^^=  l_j  • 


Or  x'  est  toujours  inferieur  a  J?;  il  varie  done  de  zero  a  L,  x  varie  alors  de 
rinfini  a  L,  et  le  cercle  depuis  une  droite  (Taxe  Y)  jusqu'a  un  point  (le 
foyer) ;  ce  qui  donne  la  figure  ci-dessus. 

7- 
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50.  Ce  systeme  de  cylindres  en  admet  un  autre  orthogonal  forme  de  la 
serie  des  cylindres  circulaires  qui  passent  par  les  deux  axes  focaux,  et  qui 
ont  leurs  axes  de  revolution  dans  le  second  plan  central  nuL 

Ceux-ci  jouiront  aussi  de  cette  propriete  que  les  plans  nuls  de  chaque 
gineratrice  rayonnent  autour  de  celles  qui  sont  situees  dans  le  second  plan 
central  nuL  Gar  les  plans  ainsi  menes  sont  evidemment  bissecteurs  de  ceux 
qui  reunissent  la  generatrice  consideree  aux  axes  focaux  (*). 

PARAMETRE    PRINCIPAL. 

31 .  Nous  pouvons  e valuer  le  monient  focal  de  deux  manieres  diflferentes  : 
d  abord,  a  Taide  de  la  surface  du  triangle  FOF',  sous  la  forme  -  Mpp'  sinFOF ; 
ensuite,   en  fonction   du   parametre  principal  [a  et  rf),  sous  la    forme 


-  M .  /^  sin  2 .  FOK.  Mais  OK  est  la  bissectrice  de  FOF  .  Si  done  on  egale  ees 
deux  valeurs,  il  reste 

{h)  p  =  pp', 

de  la  ce  theoreme  : 

Le  parametre  principal  d'un  axe  quelconque  est  la  mayenne  proportion- 
nelle  de  ses  distances  aux  foyers. 

52.  La  question  inverse,  evidemment  indeterminee,  se  resoudra  a  Taide 
de  cylindres  donttous  les  axes  aient  le  menie  parametre  principal.  La  sec- 
tion d'un  de  ces  cylindres  sera  representee  par  1' equation  [h)  en  y  conside- 


{*)  D*apres  Ics  resultats  obtenus  par  M.  Lame  ces  deux  syslemes  de  cylindres  circulaires  sont  iso- 
thermes  conjugues,  et  leurs  bases  forment  ies  courbes  enveloppes  et  de  niveau  du  potentiel  cylin- 
drifjue  relatif  ^  deux  droilrs,  Tune  attractive,  Tautre  repulsive  ^  qui  seraient  les  axes  focaux. 
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rant  p  et  p'  conime  des  coordonnees  bipolaires;  d'oii  cette  consequence 
(H,  note)  : 

Les  axes  de  meme  parametre  principal  formenl  des  cylindres  a  base  de 
lemniscates  dont  les  foyers  sont  aux  points  que  nous  avons  caracterises 
sous  ce  nom,  et  dont  la  constante  est  pour  chacune  le  parametre  const- 
dere  (*). 


35.  Ces  lemniscates  ont  ainsi  memes  foyers  et  ne  difi^rent  que  par  la 
valeur  du  parametre  /.  Si  nous  faisons  d'abord  /=  L  ou  la  constante  egale 
a  la  demi-distance  focale,  nous  aurons  une  lemniscate  eguilatere,  qu'il  ne 
faut  pas  confondre  avec  la  lemniscate  equilatere  representative,  celle-ci 
ayant  sessommets  (26)  aux  foyers  de  celle  qui  nous  occupe.  Ainsi  la  serie 
des  axes  qui  ont  le  meme  parametre  principal  que  la^xe  central  forme  un 
eylindre  a  base  de  lemniscate  i^quilatere  dont  la  constante  est  ce  meme 
parametre. 

Si  Ton  fait  croitre  /  indefiniment  a  partir  de  L,  on  arrive  par  la  forme 
sinueuse  a  Tovale  qui  tend  de  plus  en  plus  a  devenir  circulaire.  Si  au  con- 
traire  /decroit  au-dessous  de  L  jusqu'a  zero,  on  troirve  deux  o vales  sepa- 
res  qui  se  reduisent  enfin  aux  deux  foyers  comme  on  devait  s'y  attendre. 

34.  Cherchons  a  construire  une  figure  representative  de  la  variation  du 
parametre  principal  comme  nous  I'avons  fait  (19)  pour  les  moments  paral- 
leles,  avec  cette  difference  qu'une  seule  suffira  ici,  tandis  qu'il  en  fallait 
alors  une  pour  chaque  direction  consideree.  Si  nous  portons  pour  cela  sur 


(*)  La  serie  de  ces  cylindres  en  lemniscate  et  celle  des  cylindres  hyperboliques  (22)  se  coupent 
o  rthogonalement  et  forment  deux  syslemes  isothermes  conjagues.  Leu rs  bases  sont  les  courbes  enve- 
loppes  et  de  niveau  du  potcntiel  cylindrique  relatif  i  deux  droitcs  attractivcs  qui  seraientles  axes 
focaux. 
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chaque  axe,  a  partir  de  son  pied,  son  parametre  principal,  nous  obtien- 
c Irons  una  surface  qui  se  trouvera  representee  par  la  derniere  figure  dans 
le  systeme  topographique,  c'est-a-dire  des  courbes  de  niveau.  En  effet, 
i^hacune  des  courbes  tracees  correspond  a  un  parametre  ou  a  une  ordonnee 
constante. 

Ainsi  le  parametre  principal  varie  comme  Vordonnie  de  la  surface  engen- 

dree  par  une  lemniscate  qui  se  transporte  de  maniere  que  son  centre  et  ses 

foyers  d6crivent  des  droites  perpendiculaires  a  son  plan,  en  se  d/formant 

de  maniere  que  la  constante  soil  a  chaque  instant  la  distance  parcourue 

par  le  plan  (*), 


(* )  Si,  pour  se  representer  plus  facilement  la  forme  de  cette  surface,  on  cherche  ses  contours  appa- 
rents,  c'est-ii-dire  le  lieu  des  sommets  des  iemniscates,  on  obtient  les  resultats  suivants  : 


i^.  Pour  les  somroets  interieurs  de  I'axe  transverse,  en  appelant  x  la  distance  au  centre , 

p=rL±X,      p'=:Lip:J?,      /»  =  pp'=:L»  — jr'; 

equation  d\in  cercle  C  decrit  sur  la  distance  foeale  comme  diametre. 
7,"*.  Pour  les  sommets  exterieurs 

p  =  x±L,     p'  =  xqpL,     /2  =  pp' =  jr'-— L'; 

hyperbole  equilatere  B  decrite  sur  le  meme  diametre. 

3**.  Pour  les  somroets  du  second  axe ,  en  appelant  y  la  distance  au  centre, 

p  =  p'  =  V'LMrp,     /.  =  pp/^L,^.^a. 
hyperbole  equilatere  egale,  mais  placee  inversement  en  A. 
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V. 

Rotation  de  taxe. 

35.  Occupons-nous  maintenant  des  relations  qui  existent  entre  les  axes 
emanes  d'un  meme  point  O.  Pour  simplifier,  coupons  ce  faisceau  par  une 
sphere  decrite  autour  de  ce  point;  nous  pourions  ne  considerer  que  \ep6le 
marque  par  chaque  axe  sur  la  sphere.  Son  rayon  reste  naturellement  inde- 
termine,  mais  nous  verrons  qu'il  y  a  convenance  a  le  prendre  egal  au  pa- 
rametre  principal  L=  y/a'*  —  y^  de  I'axe  moyen  d'inertie.  Je  designe  par 
a,  {3^,  y  les  rayons  de  gyration  des  trois  axes  d'inertie  X,  Y,  Z,  et  je  les  suj> 
pose  ranges  dans  Tordre 

de  telle  sorte  que  X soit  Taxe  maximum,  Y  laxe  moyen  et  Z I'axe  minimum 
d'inertie. 

AXES    SINGULIERS. 

36.  Cherchons  d'abord  s'il  existe  dans  un  tel  faisoeau  des  axes  qui 
jouissent  de  la  meme  propriete  que  les  axes  focaux,  c'est-a-dire  des  plans 
dont  toutes  les  droites  aient  le  meme  rayon  de  gyration.  Or  on  sait  que  les 
series  d'axes  de  meme  moment  d'inertie  forment  des  cones  eliiptiques  qui 


ne  prennent  la  forme  plane  que  pour  deux  plans  ^,  5'  menes  par  I'axe  moyen 
Y,  en  faisant  avec  Taxe  maximum  X  Tangle  g, 

Ces  plans  ne  sont  autres  que  les  sections  circulaires  de  rellipsoide  d'inertie : 
//  y  a  done  toujours  pour  un  point  quelconque  O  deux  axes  et  seulement 
deux  ^,  ^  dont  le  parametre  principal,  et  par  suite  tons  les  autres  sont 
nuls  et  dont  les  plans  mils  sont  quelconques.  Ces  axes  singuliers  sont  situes 
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de  part  et  d'autre  de  Faxe  minimum  Z  sous  Tangle  €,  et  dans  le  pkn  que 
j  appelle  aussi  singuUer  qui  le  reunit  a  ]*axe  maximum  X,  et  est  perpendicu- 
laire  sur  Taxe  moyen  Y. 

37.  Constatons  d^abord  la  simplification  qui  resulte  pour  la  theorie  de  la 
translation  de  I'axe,  du  choix  particulier  de  Tun  des  axes  singuliers  du  centre 
de  gravite  comme  axe  central. 

Tons  les  plans  menes  par  Faxe  central  seront  alors  des  plans  nuls,  et  on 
sait  qu  ils  le  sont,  par  cela  meme,  en  tons  leurs  points  (16).  Par  suite,  les 
plans  nuls  passent  tons  par  I  axe  central. 

Les  moments  de  direction  quelconque  peuvent  des  lors  etre  consideres 
comme  paralleles  aux  plans  centraux  nuls.  Ainsi  un  moment  quelconque  est 
le  meme  que  si  toute  la  masse  etait  reunie  au  centre  de  gravite. 

IjC  param^tre  principal  etant  la  moyennedes  distances  de  Faxe  aux  deux 
foyers  qui  sont  alors  reunis  au  centre  ,  L  =  o),  on  voit  qu*//  est  egal  a  la 
distance  de  I  axe  au  centre. 

II  s*ensuitque  les  cylindres  relatifs  aux  axes  de  meme  parametre  principal 
sont  alors  de  revolution,  et  que  la  surface  lemniscoide  se  reduit  a  une  cone 
rond  de  90  degres  d'ouverture. 

MOMENTS    SINGULIERS. 

38.  Appelons  moment  singulier  d'un  axe  quelconque  celui  qui  est  relatif 
a  des  plans  dont  Fun  passe  par  Faxe  cousidere  et  Fun  ou  Fautre  des  axes 
singuliers.  Pour  Fevaluer,  prenons  pour  points  de  repere  Faxe  singulier  ^, 
Faxe  moyen  Y  et  leur  perpendiculaire  ^.  Soient  z  un  axe  quelconque,  ^z  Fur 
de  ses  plans,  par  suite  x  et  j  ses  deux  axes.  Tra^ons  en  outre  Fintersection  jr, 
du  plan  ^z.r  avec  HYj.  Get  ensemble  nous  fournil  les  relations  suivantes. 


DE    LA    GEOM^TRIE    DES    MASSES.  67 

Nous  avons  d*abord  dans  le  plan  vertical  ^za:^  x  pour  passer  des  axes 
fixes  {^,  x^)  aux  axes  quelconques  (z,  x), 

30  =  x^  cos^  —  ^sin^, 
/  conservant  la  meme  valeur;  d'oii 

^may  =  cos(p .^mx^jr  —  sincp.  2'^CX  =  —  sin^.^m^/. 

Le  premier  tenne  disparait  en  effet  quel  que  soil  le  plan  l^x^ ,  puisque  ^  est 
un  axe  singulier  (36). 

Actuellement  nous  avons  dans  le  plan  horizontal  xYx^  ^  pour  passer 
des  axes  fixes  (^,  Y)  aux  axes  quelconques  {x^^  7), 

J  =  Ycosfl  —  ^sinfl, 

^  conservant  sa  valeur ;  d'oii 

2m^  =  cosfl.^m^—  sm9.^mt^=:  — sinfl.^m^. 

Le  premier  terme  s  annulant  puisque  Y  est  un  axe  d'inertie  (page  4o,  note). 
Nous  avons,  d'apres  cette  double  transformation, 

(7)  2^^  =  sin(psin9.  ^m^. 

Or,  d'une  part,  le  Iriedre  zx^  Y,  rectangle  suivant  x^ ,  nous  donne 

sin(p  sin  6=  cos/>(, 

ju,  etant  Tangle  de  I'axe  quelconque  z  avec  I'axe  moyen  Y-  D'autre  part, 
2^^  ^t  le  moment  de  cet  axe  Y  pour  le  systeme  de  plans  (^,  ^)  qui  fait 
avec  ses  plans  nuls  (X,  Z)  Tangle  «.  Sa  valeur  est  done,  en  remarquant  que 
le  parametre  principal  de  Y  est  y/a^  —  7*,  et  substituant  la  valeur  {i)  de  g, 

=  Mv'K-,S^)(|3'->'). 

XXXnV  Cahicr.  8 


58  MEMOIRE    SUR    1INE   THl^ORIE   NOUVELLE 

De  la  la  relatkm  definitive 

2  mayr  =  M  v/(a' —  p')  (P' —  7*)  •  cos yu, 

et  cet  enonce  remarquable  : 

Le  moment  singulier  d'un  axe  quelconque  represente  par  une  longueur 
port6e  sur  cet  axe  a  partir  du  centre  est  la  projection  de  celui  de  I'aae 
moyen  dinertie. 

59.  De  la  une  image  geometrique  tres-simple,  car  Textremite  de  la  lon- 
gueur representative  est  evidemment  le  sommet  d'un  angle  droit  inscrit  sur 
la  longueur  fixe  et  decrit  par  suite  une  sphere.  Ainsi  le  moment  singulier 
varie  comme  le  rayon  vecteur  dune  sphere  construite  sur  I'axe  moyen 
comme  diametre. 

Si  on  se  sert  au  contraire  d'une  longueur  inversement  proportionnelle  au 
moment ,  comme  la  plus  simple  geometrie  montre  qu'on  transforme  par  la 


A 


le  cerde  en  une  droite  perpendiculaire  au  diametre  d'apres  Teqnation 

om.on  =  oa\ 

on  pent  dire  egalement  que  le  moment  singulier  varie  en  raison  in^^erse  du 
rayon  vecteur  d'un  plan  par  allele  au  plan  singulier. 

40.  Rien  de  plus  facile  des  lors  que  de  detei'miner  la  serie  de^  axes  qui 
out  le  meme  moment  singulier;  car  il  suffit,  pour  avoir  la  directriee  du  cone 
quails  forment,  de  couper  par  une  sphere  concentriqiie  au  point  O  la  sphere 
ou  le  plan  representatifs.  Les  intersections  etant  des  cercles,  on  voit  que 
les  axes  de  meme  moment  singulier  forment  des  cones  de  revolution  autour 
de  Caxe  moyen  dCinertie. 

Le  cone  se  reduit  a  son  axe  pour  Y  lui-meme,  qui  a  le  moment  singulier 
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maximum,  M  ^/(a*  —  |3*)  (^^  —  y^}.  II  s  epafnouity  au  contraire,  jusqu'a  la 
forme  plane  pour  le  plan  singulier  ou  tons  les  moments  singuliers  sont 
nuls. 

PLANS    NULS. 

41.  L'expression  du  moment  singulier  etant  la  meme  pour  les  deux 
axes  ^,  ^\  nous  concluons,  comme  ci-dessus  (27),  que  les  plans  nuls  cCun 
axe  quelconque  sont  bissecteurs  de  ceux  qui  le  joignent  aux  deux  axes 
singuliers  1 

II  est  facile  de  voir  que  les  arcs  bissecteurs  de  Tangle  au  sommet  z 


d'un  triangle  spherique  z^^'  determinent  sur  la  base  des  segments  dont  les 
sinus  sont  proportionnels 

sin^A  sin^A' 

sin^'A         sin^' A' 

et  comme  Tangle  diedre  hzk'  est  droit,  nous  en  concluons  (28)  que  les  axes 
emanes  du  point  O  se  repartissent  en  cones  du  second  ordre  pour  chacun 
desquels  tous  les  plans  nuls  rayonnent  autour  des  generatrices  communes 
au  cone  et  au  plan  singulier. 

Pour  nous  representer  Tensemble  de  ces  cones,  mettons  la  proportion 
sous  la  forme 

sin  (z  — a)  sin  [a' —  e) 

sin  (e  -f-  a)         sin(a'-h6) 

tange  —  tang  a tang- a'—  tangfi 

tang  t  4-  tang  a         tang  a'  4-  tang  t 

tang  « .  tang  a'  =  tang' t  =  p.^rr;!- 
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Comme  ol  est  inferieur  a  a,  il  yarie  de  o  a  s,  alors  a  varie  de  90 
et  le  cone  depuis  le  plan  YZ  jusqu'a  Taxe  singulier. 


a  € 


PARAMETRE    PRINCIPAL. 


42.  Nous  pouvons  evaluer  de  deux  manieres  differentes  le  mo- 
ment singulier  sauf  le  faeteuF  M.  L'expression  (y)  donne  dabord 
sin^  sinfl  \]{a?  —  |3*)  (p*  —  7*).  Nous  avons  ensuite  en  fonction  du  para- 


metre  principal  et  de  Tangle  X^zk  compris  entre  le  pfan  du  moment  et  fe 
plan  nul,  i  /*  sin  2 .  ^z^  ou  -  /*  sin^z^*  Je  pose  done 

sin(psinflv/(«'— ^')(^*— /)  =  ^^sin^. 
Mais  le  triangle  spherique  ^z^'  donne 


sin 


sind 


y  sin  a  e 


sin^zf 
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et  si  nous  appelons  L  le  parametre  maximum  de  Y,  nous  avons  [a  et  38), 

iL'sin2.  =  v/(«'-i3*)(r->T 
En  multipliant  ces  trois  egalites  terme  a  terme,  il  vient  simplement 
[k)  /*  =  L*  sin  (p  sin  (p' ; 

si  maintenant  nous  prenons  les  distances  A,  A^u  pole  z  marque  sur  la  sphere 
de  rayon  L  aux  deux  axes  singuliers,  cette  relation  deviendra 

^=AA'. 

Ainsi  le  parametre  principal  dun  axe  quelconque  est  la  moyenne  propor- 
tionneUe  des  distances  de  son  pole  aux  deux  axes  singuliers. 

43.  On  conclut  de  la  que  les  axes  de  meme  parametre  principal  Jbrment* 
des  cones  dont  les  directrices  sont  des  lemniscates  spheriques  (en  donnant 


de  ces  courbes  a  Taide  des  poles,  la  meme  definition  que  ponr  la  lemniscate 
plane  avec  les  pieds  des  axes). 

Le  parametre  principal  Varie  ainsi  depuis  zero  pour  les  deux  axes  singu- 
liers jusqu'a  sa  plus  grande  valeur  L,  qu'il  atteint  {k)  pour  <p  =  (p'  =t  go"*, 
c*est-a-dire  pour  Taxe  moyen  d'inertie.  II  y  a  done  un  maximum  entre  tous 
les  moments  relatifs  a  des  axes  convergents,  tandis  que  nous  avons  reconnu 
qu'il  n'y  en  a  pas  pour  un  faisceau  d'axes  paralleles.  Ce  maximum  corres- 
pond anx  plans  menes  par  Taxe  moyen  a  45  degres  d'inclinaison  sur  les 
deux  autres  axes  d'inertie  (10). 

44.  1^  nous  portons  sur  chaque  axe,  a  partir  du  centre,  son  parametre 
principal,  nous  formerons  une  surface  representative  dont  les  courbes  de 
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niveau  (spheriques)  sont  des  lemniscates,  et  qui  represente  par  son  rayon 
vecteur  la  variation  du  parametre  principal  (*). 

CAS    PARTICULIERS. 

4S.  Gette  theorie  presente,  pour  certains  cas  partieuliers,  une  simplifi- 
cation analogue  a  celle  qu'a  subie  la  pr^cedente  (56)  par  le  choix  des  deux 
directions  singulieres  centrales.  Si  nous  supposons 

a  =  ^       ou       ^  ==  7, 
on  a 

g  =  o       ou        e  =  90**, 


(*)  Pour  nous  represenler  la  forme  de  cetle  surface ,  cherchons  ses  contours  apparents ,  ou  le  lieu 
des  somniets  des  lemniscatcs  en  nous  servant  de  son  equation  (k).  Nous  aurons  ainsi : 


i"*.  Dans  le  plan  singulier^  en  appelant  o>  la  distance  angulaire  k  Taxe  minimum  Z  : 

Poiir  les  sommets  ^xterieurs  :  /^  =  L*  sin  (w  ± «)  sin  (w  ::p «)  =  L'  (sin'  w  —  sin*«), 
Pour  les  sommels  interieurs  :  /' =  L*  sin(«itw)  sin  (rqiw)  =L'(sin'f  —  sin*«). 

Ce  sont  des  courbes  en  8,  X  et  Z^  qui  ont  pour  rayons  maximum  L  cos  s  et  L  sin  s ,  c'est-a-dire 


V^P'  —  7'  et  ^«'  —  p%  et  dont  les  rayons  vecteurs  sont  inversement  proportionneb  a  ceux  d'hyper- 
boles  a&ympCotiques  aux  axes  singuliers. 

Dans  le  cas  particulier  oii  t  =  ^5^y  ce& courbes  seraient  des  kmniscates  equiiateres  egales. 

2"*.  Dans  le  plan  median  YZ,  en  appelant  G  la  distance  angulaire  k  lr\ 

cos  «p  =  cos  9'  =  cos «  cos  6 ,     d'oii     /'  =  L'  sin'  ^  =  L'  (i  —  cos* «  cos'  6). 


Elle  represente  un  ovale  ZY  qui  a  pour  demi-axes  L  sin  1  et  L ,  c'est-^-dire  ^a'  —  p'  et  ^a'  —  7',  el 
dont  le  rayon  vecteur  est  inverse  k  celui  d'une  ellipse. 
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et  les  deux  aves  singuliers  se  reduisent  a  un  seul,  qui  est  I  axe  de  re^folution 
de  I'ellipsoide  d'inertie. 

La  valeur  (40)  du  moment  singulier  maximttm  s'annule  dans  les  deuxcas. 
II  en  est  de  meme  a  forti<M*i  de  tons  les  autres ;  de  sorte  que  le  moment  sin- 
gulier  dun  axe  quelconque  est  mil. 

La  consequence  immediate  est  que  tun  des  plans  nuls  dun  axe  quel- 
conque s'obtient  en  lejoignant  a  toxe  singuUer  unique. 

Le  parametre  principal  dun  axe  quelconque  est  igaX  a  la  distance  de  son 
pole  a  Vase  singulier.  Les  cones  en  lemniscate  relaiifs  aux  parametres prin- 
cipaux  dei^iennent  de  revolution  et  la  surface  lemniscoide  est  une  sphere.  Son 
equation  {k)  devient,  en  effet. 

/  =  L  sin  (p. 

46.  Dans  le  cas  encore  plus  particuUer  oil  a  =  p  =  7,  e  devient  indeter- 
mine.  Tous  les  axes  sont  singuliers,  tous  les  moments  sorU  done  nuls,  les 
plans  nuls  sont  quelconques  pour  tous  les  axes,  les  cones  en  lemniscate 
s'evanouissent  comme  n'ayant  plus  d'objet,  et  la  surface  lemniscoide  se 
reduit  a  son  centre. 

VL 

Foyers  et  axes  singuliers. 

47.  La  question  que  nous  nous  etions  posee  est  maintenant  resolue  dans 
son  ensemble,  et  nous  Tavons  ramenee  a  la  connaissance  d'un  petit  nombre 
de  constantes  et  de  certaines  droites  remarquables.  Ces  dernieres  jouissent 
de  proprietes  interessantes  que  je  vais  indiquer  en  terminant. 

CONSTRUCTION    DES    AXES    SINGULIERS. 

48.  lia  division  que  nous  avons  adoptee  nous  a  conduits  a  deux  sortes 
d'axes  :  focaux  et  singuliers.  11  convient  de  les  reunir  sous  un  meme  point 
de  vue;  car,  envisages  en  eux-memes,  ils  presentent  tous  la  propriete  carac- 
teristique  d 'avoir  tous  leurs  moments  nuls,  des  plans  nuls  quelconques  et  des 
rayons  de  gyration  egaux  pour  tous  les  axes  perpendiculaires. 

Mais  pour  quel  point  ces  axes  jouissent-ils  de  leur  propriete  caracteris- 
tique.^  Evidemment  pour  tous  leurs  points;  car,  ainsi  que  je  Tai  fait  remaj- 
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quer  a  une  autre  occasion,  rindetermination  des  plans  nuls  pour  un  axe  ne 
fait  point  acception  d'origine  particuliere,  Ainsi  un  axe  singuUer  test  en 
tous  ses  points;  ce  qui  revient  a  'dire  que,  si  Von  construit  I'un  des  axes 
singuliers  (fun  elUpsoide  d'inertie,  cest-a-dire  la  perpendiculaire  a  un  de 
ses  plans  (ycliques,  tout  le  long  de  cet  axe  tun  des  plans  <ycliqjies  des 
ellipsoides  d*inertie  lui  reste  perpendiculaire. 

Nous  savons  (22)  et  (36)  que,  sauf  les  cas  particuliers,  par  un  point 
donnS  il  passe  toujours  deux  et  rien  que  deux  axes  singuliers,  ^t  de  meme 
que  dans  une  direction  donn^e  il  existe  oMSsi  deux  et  seulement  deux  axes 
singuliers.  La  remarque  precedente  permet  de  comprendre  comment 
I'existence  d'un  couple  d'axes  pour  chaque  point  de  I'espace  n'entralne 
pas  celle  d'une  infinite  d'axes  pour  une  direction  donnee,  lesquels  forme- 
raient  une  surface  reglee  correspondant  a  cette  direction.  Gela  tient  evi- 
demment  a  ce  que  les  points  qui  ont  Tun  de  leurs  axes  dans  luie  direction 
assignee  sont  repartis  en  serie  precisement  le  long  de  cet  axe;  de  sorte  que 
la  surface  reglee  se  replie  pour  ainsi  dire  sur  elle-meme,  et  se  reduit  a  cette 
droite. 

49.  Le  faisceau  des  axes  singuliers  n'est  done  pas  aussi  illimite  qu'il  le 
paraitrait  au  premier  abord^  et  nous  pouvons  entreprendre  de  le  caracteri- 
ser  par  la  surface  que  formeraient ,  par  exemple ,  les  pieds  des  perpendicu- 
laires  abaissees  du  centre  de  gravite  sur  chacun  des  axes.  Nous  savons  (22) 
que  ce  pied  rfest  autre  que  le  foyer ;  de  sorte  que  la  surface  focale  est  le 
lieu  des  projections  du  centre  de  grai^it^  sur  les  axes  singuliers. 

Chacun  des  points  de  cette  surface  est  ainsi  le  plus  rapproche  du  centre 
entre  tous  ceux  de.l'un  des  axes  singuliers.  Elle  forme  done  une  espece  de 
gorge  du  faisceau.  Comme  nous  reconnaitrons  dans  un  instant  qu'elle  est 
limitee  de  toutes  parts,  il  s'ensuit  qu'//  n' existe  pas  (taxes  singuliers  au  dela 
d'une  certaine  distance  du  centre, 

50.  Menons  un  rayon  vecteur  par  le  centre  et  cherchons  les  axes  sin- 
guliers de  son  extremite.  Gelle-ci  etant  le  foyer  (22) ,  c'est-a-dire  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissee  du  centre  de  gravite,  les  deux  axes  sont  per- 
pendiculaires  a  I'extremite  du  rayon.  On  voit  par  la  que  le  plan  singulier  de 
chafjue point  de  la  surface  foc(de  est  perpendiculaire  a  son  rayon  vecteur. 
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Imaginons  deux  paralleles  menees  par  le  centre  aux  axes  singuliers  de 
Textremite ,  nous  savons  (22)  que  le  rayon  vecteur,  considere  comme  demi- 
distance  focale ,  represente  le  parametre  maxiniqm  de  ces  deux  axes  cen- 
traux.  De  la  un  moyen  tres-simple  d'effectuer  la  construction.  Concei>ons 
I' ensemble  ties  cones  en  lemniscate  (45)  relatifs  aux  parametres  principaux 
constants  des  axes  centraux.  Menons  pour  chax]ue  rayon  ^vecteur  et  par  le 
centre  un  plan  perpendiculaire ,  et  considerons  les  deux  generatrices  suwant 
lesquelles  il  coupe  le  cone  qui  a  pour  parametre  ce  rayon  vecteur  :  si  nous 
menons  par  Vextremite  du  rayon  deux  paralleles ^  ce  seront  les  axes  singu- 
liers de  cette  extremite. 

Si  done  on  coupe  la  surface  focale  par  une  sphere ,  pour  tous  les  points 
de  rintersection ,  on  aura  a  se  servir  du  meme  cone.  Ainsi  done  les  axes  sin- 
guliers de  tous  les  points  des  differ entes  courbes  sphAriques  quon  peut  tra- 
cer sur  la  surface  focale ,  Stant  transportes  au  centre,  yforment  des  cones 
en  lemniscate  spherique  qui  ont  pour  parametre  le  rayon  de  courbure  de  la 
ligne  consider ^e. 

51.  Cherchons  de  meme  a  construire  les  deux  axes  singuliers  relatifs  a 
une  direction  assignee.  La  construction  (22)  des  foyers  nous  apprend  que 
les  axes  singuliers  cherchis  sont  aux  deux  extr6mites  de  ta^e  nul  de  phis 
grand  moment  d'inartie  de  la  droite  menee  par  le  centre  dans  la  direction 
proposee.  Et  nous  savons  construire  les  axes  nuls  en  traqant  deux  perpendi- 
culaires  dans  les  plans  bissecteurs  de  ceux  qui  joignent  cette  droite  aux 
deux  axes  singuliers  centraux  (41). 

52.  La  construction  des  axes  d'inertie  de  tous  les  points  de  la  surface 
focale  n'est  plus  des  lors  qu'un  jeu.  En  efFet,  Vaxe  moyen  dinertie  d'un 
foyer  quelconque  est  son  rayon  vecteur  (50),  et  les  deux  autres  sont  les 

bissectrices  de  ses  axes  singuliers. 

II  est  bon  de  remarquer,  en  outre,  que  tous  les  axes  moy^ns  convergeant 
au  centre  de  gravite ,  tous  les  moments  moyens  ctinertie  des  foyers  sont 
fournis  par  i'ellipsoide  central. 

LEMME. 

53.  Avant  de  chercher  Tequation  de  la  surface  focale,  il  nous  faut  traiter 
une  question  preliminaire. 

XXJSFII*  Cahier.  ^ 
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Prenons  comme  axes  fixes  les  axes  principaux  (X ,  Y,  Z).  Trains  par  le 
centre  trois  axes  rectangulaires  quelconques.  (^,J,  2).  Ce  dernier  sera 
determine  par  les  deux  autres  que  nous  nous  d^inerons  par  les  cosinus 
(a,  ft,  c),  (a',  b'^  c')  des  angles  qu'ils  font  avec  les  axes  fixes.  De  ces  six 
constantes  trois  seulement  sont  arbitraires ,  car  elles  sont  soiimises  aux  con- 
ditions : 

I  ^«  4-  fe/^  +  c^=  a'^  ^  y^^  c'^  =  t^ 

I  aa!  -h  bh'  +  cc'  =  o. 

Cherchons  a  evaluer  directement  le  moment  ^  mxy  de  Taxe  z,.  Nous  au- 
rons  pour  cela  les,  formules 

•    x=i  aX-hftY-f-cZ;, 

j  =  a'X+6'Y+c'Z.; 
d'oii  nous  tirons : 

^mxy  =  axji!^^my^^'^bb'^J^mY^-[^cc'.^mT?, 

en  omettaut  les  sommes  de  rectangles;,  puisqu'elles  sont  relatives  aux  ^\ei& 
d*inertie.  Mais  nous  pouvons  ecrire  identiquement  (/) 

o  =  [aa!  -h  by^cc').^m{'%^^Y^^Zy 
En  retranchant  la  relation  precedente  de  celle-ci ,  il  vient 
^^mxx  =  a4i'^^m(;^'-\-Z')^bU.^ni{^^ 
et ,  en  divisant  par  M  (a) , 

—  ^  =  aa'.V  -h  bb'.p^  +  cc\y\ 

Gette  relation  tres-simple  peraiet  d'obtenir  immediaitement  ie  parametre 
relatif  a  un  systeme  donne  (a:,j,z)  dont  rorigine  peut  memeetresupposee 
en  un  point  quelconque.  Elle  est  tout  a  fait  analogue  a  celle  qui  fait  con- 
naitre  les  rayons  de  gyration  : 

\m)  M^=a^a'  +  ft'^*  +  c^/. 
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Nous  nc  nous  en  servirons  ici  que  pour  exprimer  que  les  axes  (^, j)  sont 
nuls'par  rapport  a  z ,  ce  qui  se  fera  en  posant  A  =  6  j  d'oii  la  condition 

(n)  aa' .oc^ -i-bb'.^^  -h  cc' .y^  =z  o. 

EQUATION  D£  LA  SURFACE  FOCALE. 

54.  Nous  Savons  que  le  foyer  ^t  situe  sur  I'axe  nul  x  a  une  distance  telle, 
que  r^  =  u^  —  p*  (22),  ou,  d'apres  la  relation  (m) , 

(o)  r'  =  {a'  —  a'')  oc"  +  {b^  —  b'^)f  -h  (c"  —  c'^)y\ 

Si  le  foyer  etait  au  contraire  sur  Taxe  j,  le  calcul  nous  en  avertirait  par 
des  rayons  imaginaires.  Si  a  cette  relation  (o)  nous  joignons  (/)  et  (n),  nous 
aurons  cinq  conditions  entre  sept  variables  :  r,  a,  fe,  c,  a',  6',  c'.  Deux  seu- 
lenient  seront  independantes ,  de  sorte  que  ce  systeme  d' equations  peut  etre 
considere  comme  representant  la  surface  focale.  Neannioins  comme  r  est 
porte  sur  Taxe  (a,  6, c) ,  si  nous  eliminons  a',  b\  d  entre  les  quatre  egalites 
qui  lescontiennent^  nous  obtiendrons  une  equation  unique  (en  reservantla 
condition  a^  h-  6*  h-  c*  =  i) ,  qui  representera  beaucoup  plus  simplement 
la  surface,  et  cela  dans  le  systeme  de  coordonnees  angulaires  entre  r,  a,  6,  c. 
Reste  a  effectuer  cette  elimination. 

55.  Pour  y  arriver  simplement ,  je  dispose  ainsi  les  equations  : 

(  ado!'  H-  jy  ^'  -h  ccy''  =  o , 

I  nvi     H-  bb'      -\''cxi^     =  o  , 
j  '{a^  _  ^^ )  ««  +  (i^  _  V^)  p»  H-  (c»  —  c'^)  y"  =  r\ 
(  (a^  _  a'^)       +  (^h^  _  ft'^)       ^_  (c^  _  c^»)       =  o. 

Je  nlultiplie  la  seconde  de  chaque  groupe  par  y^ ,  je  la  retranche  de  la  pre- 
cedente  et  il  vient 

ad  {a"  —  >^)  +  bV  (/3^  -^  7^)  =  o , 
(a^  _  a'^)  (^  -  y-y^  (*»  -6'«)  (.|3»  -  y )  =^  r\ 

Par  relimiiifltion  de  h\  j'obtiens  d  sou5<3ette  forme  : 

«'*_A»/'t2!^r.     t 1 


^ 
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Si  j'eusse  elimin^  dans  Tordre  inverse  V  et  c',  je  serais  arrive  a  une  valeur 
de  a',  qu'en  vertu  de  la  symetrie  des  equations  je  puis  former  par  simple 
transposition  de  lettrea : 

J'ajoute  ces  deux  expressions  pour  en  obtenir  une  symetrique  r 

."-*-(tef)-'"(fe|) 


!^a 


—  r 


Formons  de  meme  h'  et  d  par  interversion  de  lettres : 


r» 


L'elimination  est  actuellement  bien  facile,  car  si  nous  ajoutons,  a',  h\  c'  dis- 
paraissent  et  le  premier  membre  se  reduit  a  2.  La  premiere  partie  du  second 
se  reduit  aussi  identiquement  a  i ;  de  sorte  que  nous  avons  pour  premier 

membre j?  et  pour  second,  en  reduisant  la  somme  des  parentheses, 

^P^  \  "*"  («»_p»)(y»_/3')'   a«(a«_p')4-c«(7«— ^'y 

I &'(^«  — a')«4-c«(7*  — g*)* 

"•"  (p»_«»)  (/  —  ««)•  6«(i3'  — a«)H-c'(7'  — «')* 

Telle  est  I'equation  de  la  surface  focale.  Nous  pourrions  la  convertir  en 
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coordonnees  ordinaires  en  y  remplacant  a,  6,  c  par  jj,  /,  z,  et  r^  par 
x^  -4- J*  H-  z' ;  mais  la  forme  actuelle  nous  sera  plus  avantageuse. 

CONSTRUCTION  DE  LA  SURFACE  FOCALE. 

56.  Pour  nous  rendre  compte  de  la  forme  de  cette  surface,  cherchons 
d'abord  les  points  situes  sur  les  axes,  et  en  premier  lieu  sur  Taxe  maximum  X. 
£n  faisant 

a  =  ij       fc  =  c  =  o, 

les  deux  premiers  termes  se  detruisent  identiquement  et  Ic  troisieme  donne 

-;  ce  qui  montre  que  Faxe  fait  lui-meme  partie  de  la  surface.  Mais  ce  n'est 

que  dans  une  etendue  limitee ;  car  si  nous  faisons  passer  par  Taxe  X  un 
plan  quelconque  en  posant  c  =  mb,  ce  qui  met  le  troisieme  terme  sous  la 
forme 

les  limites  extremes  seront 

m  =  o       et       m  =  00  . 

Elles  donnent  pour  r*  les  valeurs 

a»_y       et       a'  — /3'. 

De  la  deux  points  A  et  B,  entre  lesquels  seulement  Taxe  X  se  trouve  sur  la 
surface  {voyez  la  figure  page  71). 

SL  Toa  opere  de  meme  pour  I'axe  moyen  Y,  on  aura,  en  posant  c  =  ma, 

(a«_/5«)  (y^-/5^)  _  (««-/5»)^-Km«(/-f3')' 
Pour  m  =  o,  c'est-a-dire  dans  le  plan  XY,  on  a 

ce  qui  donne  un  point  C  sur  I'axe  Y.  Pour  m  =  oo  ,  il  vient 

r»  =  |S'  — «*, 
ivsaltat  imaginaire.  La  derniere  valeur  reelle  comprise  dans  I'intervalle  est 
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r  t=:  o,  et  correspond  a 

(«^  _  |3»)  ^  rn^  (^  _  ^^)  =  o, 

61  comme  m  cfSt  1^  ta^gfente  tngotiotnetrique  6e  rincHnaison  du  plan  mene 
paf  V  sut  XY,  hous  trouvdns  commfe  limited  les  deux  plans  cycliqaes  per- 
pendiculaires  aux  axes  singuliers  du  centre.  Ainsi,  I'axe  Y  fait  partie  de  la 
surface  entre  Torigine  et  le  point  C. 

Quant  a  Taxe  Z,  il  ne  fournit  que  des  resultats  imaginaires,  comme  il  est 
facile  de  s'en  assurer. 

57.  La  singularite  de  ces  resultats  merite  une  verification  directe.  Nous 
Savons^  en  effet  (9),  qa'un  axe  dHnertie,  X  par  exemple,  est  axe  nul  de  tous 
ceux  qu'on  pent  tracer  dans  le  plan  perpendiculaire.  Nous  aurons  done  a 
porter  sur  X  une  infinite  de  longueurs  Jocales  de  la  forme 

r^  =^  «»  -  p% 

p  variant  entre  (3  et  y.  Pour  Y,  nous  aurons  un  resultat  analogue  au  moins 
a  partir  du  plan  XY,  qui  donne 

jusqu  au  plan  moyen,  oil  p  =  ^  et  r  ±x  o.  Au  deljl  I'axe  Y,  et  dans  tous  les 
cas  Taxe  Z  se  trouvent  etre  celui  des  deux  axes  nulsqui  a  leplus  petit  rayon 
de  gyration,  et  qui  par  suite  ne  contient  pas  de  foyers. 

58.  Pouf^iiivoiisaoCkte  4ft!oSfe  &.  cherdi^onis  \tf&  tr;Me^<de  la  surfiiee  sur  les 
plans  principaux.  Et  d'abord  pour  XY,  en  faisant  c  =  o  et  designant  par  0 
Tangle  de  r  avec  X,  d'oii 

b 


il  vient 

Gette  equation  represente  un  ovale  qui  aboutit  aux  points  B  et  C 
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Dans  ie  plan  XZ,  en  faisant 

b^Q       et       ^:^  tang  fl, 
il  vient  de  meme 

ce  qui  donne  une  sorte  de  8  allant  de  G  en  A  et  indine  en  G  30Ud  I'angle  dz  €. 
Enfin,  dans  le  plan  YZ,  on  n'obtient  qu'un  resultat  imaginaire. 

59,  On  peut,  d'apre3  cela,  se  representer  la  surface :  elle  est  coinpQsee  de 
huit  nappes  symetriques  par  rapport  au  centre  de  gravite  et  aux  trois  plans 
principaux.  Cette  figure  represente  la  perspective  isometrique  de  Tune  de  ces 


nappes.  Les  deux  traees  ne  se  rejoignent  pas  sur  X.  La  continuite  y  est  eta- 
blie  par  la  portion  de  Taxe  intermediaire  AB,  qui  joue  la  un  role  analogue  a 
celui  de  Tarete  de  striction  d'un  conoide. 

CAS    PARTICULIERS. 

« 

60.  L'equation  generale  {p)  prend  une  forme  illusoire  pour  les  cas  oil 
deux  des  axes  principaux  deviennent  egaux.  On  pourrait,  par  des  transfor- 
mations appropriees,  faire  disparaitre  I'indetermination ;  mais  il  est  plus 
rapide  de  reconnaitre  directement  la  nature  de  la  surface. 

Supposons  d'abord  /2  =  7,  c'est-a-dire  I'ellipsoide  central  de  revolution 


72    MEMOIRS  SUR  UNE  THEORIE  NOUVELLE    DE   LA  GEOM^TRIE   DES  MASSES. 

autour  de  I'axe  maximum  X.  I^  surface  focale  est  aussi  de  revolution, 
puisque  sa  construction  ne  depend  que  des  moments  d'inertie.  II  suffit  done 
de  connaitre  sa  section  meridienne  en  faisant  b  =  o.  Si  nous  recourons 
directement  aux  relations  {n)  et  (/),  elles  deviennent 

aa' a^  -h  cc'y^  =  o, 
aa^  +  cc'  =  o ; 

comme  a  et  7  sont  differents,  il  faut  que  les  coefficients  de  a  et  c  s'annulent 
separement  ou  que  a'=  c'=  o,  d'oii  A'  =  i .  L' equation  (o)  donne  ak>rs 

Elle  represente  deux  cercles.  Par  suite,  dans  le  cas  dun  spheroide  central 
APLATi,  la  surface  focale  estformSe  de  deux  spheres  d^crites  autour  de  son 
axe  et  se  touchant  au  centre  de  gravity. 

Soit  maintenant  a  =  |3 ;  la  surface  est  alors  de  revolution  autour  de  Taxe 
minimum.  Sa  trace  meridienne,  qui  est  en  general  un  8  d'angle  2  s,  se  reduit 
alors  a  son  axe ;  car  €=:o(£').  Elle  engendre  done  par  sa  revolution  la 
surface  d'un  cercle  de  rayon  y/a^  —  7*.  Ainsi,  dans  le  cas  dun  spheroide 
central  allongM,  la  surface  focale  se  riduit  a  i/aire  dun  cercle  tracSdoJis 
le  plan  de  t^.quateur. 


saoQQt 


MMOIRE 


SUR  UNE 


THEORIE  NOUVELLE   DE  LA  GfiOM^TRIE  DES  MASSES; 

PaB   M.    J.-N.    HATOIV   DE   LA   GoOPIIXliBE, 

Ingenieur  des   Mines, 
R^petitenr  a  T^cole  Polytechnique,  Docteur  es  Sciences  mothematiques  (*). 

(Deuxieme  Memmre.) 


1 .  Dans  le  Memoire  precedent,  je  me  suis  occup^  des  integrales  V  mx)% 

etendues  a  tout  1' ensemble  d'un  systeme  materiel  quelconque,  et  j'ai  eher- 
che  a  apprecier  la  variation  qu'elles  subissent  quand  on  les  rapporte  a  tous 
les  plans  de  Tespace.  Cette  etude  m'a  conduit  a  des  resultats  dont  il  est 
necessaire  de  rappefer  en  peu  de  mots  une  partie. 

Et  d'abordy  pour  simplifier,  je  substitue  a  Tintegrale  une  longueur  A  qui 
en  depend  par  la  relation 

oil  M  represente  la  masse  totale.  Cette  quantite  est  analogue  au  rayon  de 
gyration  des  moments  d'inertie. 

Pour  un  axe  z  determine,  on  pent  envisager  une  infinite  de  plans  zx^  zy\ 
Un  theoreme  fondamental  permet  de  passer  de  Tun  a  Tautre.  Je  fois  voir  qu'il 
existe  toujours  un  systeme  unique  de  plans  pour  lesquels  s'annule  A,  et  je 
les  appelle  pour  abreger /?/a^w  nuls.  On  atteint,  au  contraire,  le  maximum  / 
{parametre)  pour  des  plans  inclines  a  45  degres  sur  les  premiers.  Sa  valenr 
est 

t  _p   — p    , 

(*)  Ce  Memoire,  qui  est  la  suite  de  celui  de  la  page  35  de  ce  Caliier,  a  etc  presente  a  T Academic 
des  Sciences,  dans  sa  seance  du  ii  Janvier  i858. 

XXXVW  Cahier.  lo 
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p  et  p'  etant  les  rayons  de  gyration  des  axes  qu'on  obtient  en  coupant  les 
plans  nuls  par  un  plan  perpendiculaire  quelconque.  Dans  Fintervalle,  A  varie 
comme  le  rayon  vecteur  d'une  lemniscate  ou  en  raison  inverse  de  celui  d'une 
hyperbole  equilatere.  D'apres  cela,  un  axe  sera  caracterise  par  la  position 
de  ses  plans  nuls  et  la  valeur  de  son  parametre.  Notre  etude  se  trouve  done 
limitee  a  ces  deux  elements. 

Cela  pose,  pour  embrasser  tout  Tensemble  des  axes  qu'on  peut  imaginer 
dans  Tespace,  il  suffit  d'envisager  successivement  le  faisceau  de  droites  qu'on 
peut  mener  parallelement  a  une  direction  quelconque,  et  celui  des  droites  qui 
rayonnent  d'un  point  arbitraire. 

2.  Gonsiderant  d'abord  un  faisceau  de  droites  paralleles,  je  distingue  sous 
le  nom  6! axe  central  celui  qui  passe au  centre  de  gravite,  ainsi  que  les  plans 
centraux  nuls  et  son  parametre  central.  Puis  portant  de  part  et  d'autre  cette 
longueur  sur  celui  des  axes  cbntraux  nuls  qui  a  le  plus  grand  rayon  de  gyra- 
tion, j'obtiens  a  ces  extremites  deux  a^ces  focaux  qui  resolvent  la  question 
d'apres  cet  enonce  si  simple  :  Les  plans  nuls  d'un  axe  quelconque  sont  bis- 
sectenrs  de  ceux  qui  le  reunissent'aux  axes  focaux,  et  son  parametre  est  la 
moyenne  geometrique  des  distances  qui  Ten  separent. 

Pour  obtenir  une  image  d' ensemble  du  mode  de  variation  de  ces  elements, 
je  construis  d'abord  la  serie  de  cylindres  formes  par  les  axes  qui  ont  meme 
parametre.  II  est  clair  qu'ils  sont  a  bases  de  lemniscates  homofocales  ayant 
leurs  foyers  sur  les  axes  focaux.  J'imagine  ensuite  la  serie  de  cylindres  for- 
mes par  les  droites  dont  un  plan  nul  rayonne  autour  d'un  axe  situe  dans  le 
plan  focal,  et  je  fais  voir  que  le  second  plan  nul  rayonne  de  meme  autour 
d'une  autre  droite  de  ce  plan,  de  telle  sorte  que  ces  cylindres  sont  circu- 
laires. 

3.  Si  nous  passons  maintenant  au  faisceau  des  droites  emanees  d'un  point 
fixe,  nous  rencontrons  dans  les  resultats  une  analogic  frappante.  Je  distingue 
d'abord  les  trois  axes  de  I'ellipsoide  d'inertie  et  les  deux  droites  perpendi- 
culaires  a  ses  plans  cycliques,  que  j'appelle  axes  singuUers,  et  qui  jouent  ici 
le  meme  role  que  les  axes  focaux.  En  effet,  les  plans  nuls  d'un  axe  quel- 
conque sont  bissecteurs  de  ceux  qui  le  reunissent  aux  axes  singuliers,  et  son 
parametre  est  la  moyenne  geometrique  des  distances  qui  separent  son  pole 
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des  axes  singuliers.  J'appelle  ici  pole  la  trace  de  I'axe  sur  une  sphere  qui  ait 
pour  rayon  le  parametre  L.  de  Taxe  moyen  de  I'ellipsoide. 

Passant  au  mode  de  representation,  je  repartis  tous  les  axes  en  cones  dont 
les  generatrices  aient  mSme  parametre,  et  qui  ont  pour  directrices  des  lem- 
niscates  spheriques;  puis,  sous  un  autre  point  de  vue,  en  cones  tels,  que  les 
plans  nuls  de  chaque  generatriee  rayonnent  autour  des  deux  generatrices 
fixes  situees  dans  le  plan  singulier.  Ces  demiers  cones  sont  du  second 
ordre. 

4.  L'avantage  d'un  mode  de  representation  geometrique  est  evident. 
Mais  la  condition  essentielle  qu'il  doit  remplir  est  une  extreme  clarte  dans  le 
principe  qui  preside  a  la  construction  de  la  figure.  Sous  ce  rapport,  il  ne 
parait  pas  y  avoir  rien  a  modifier  au  mode  employe  pour  le  parametre.  Mais 
il  n'en  est  pas  de  meme  pour  les  plans  nuls  :  j'ai  du  en  chercher  un  prefe- 
rable, et  je  vais  presenter  quelques  considerations  qui  me  paraissent  ne  rien 
laisser  a  desirer  a  cet  egard. 

IL 

5.  Je  m'occuperai  d'abord  du  faisceau  des  axes  paralleles  a  une  direction 
quelconque.  En  les  coupant  par  un  plan  perpendiculaire  mene  par  le  centre 
de  gravite,  nous  n'aurons  a  considerer  que  les  traces  des  axes  ou  leurs 
pieds,  et  celles  des  plans  nuls,  que  j'appellerai  axes  nuls  du  pied  consi- 
dere. 

Imaginant  Tun  des  axes  nuls  d'un  pied  M  quelconque,  je  prends  sur  sa 
direction  un  point  M'  infiniment  rapproche  de  M  et  je  construis  les  axes  nuls 
de  ce  point.  L'un  des  deux  aura  une  direction  infiniment  pen  difFerente  de 
la  precedente.  Je  me  transporterai  de  meme  sur  cet  axe  en  un  point  infi- 
niment Yoisin  M",  et  ainsi  de  suite.  Nous  obtiendrons  par  la  une  courbe 
MM'M'^...  qui  donnera  en  chacun  de  ses  points  la  direction  de  Tun  des  axes 
nuls  par  sa  tangente  et  de  Fautre  par  sa  normale.  Cette  courbe  est  done 
Tenveloppe  de  Tun  des  axes  nuls  et  sa  developpee  Tenveloppe  du  second. 
Mais  pour  plus  de  clarte,  j'ecarte  la  consideration  de  cette  derniere,  et  apres 
avoir  construit  un  systeme  de  courbes  disposees  Tune  le  long  de  I'autre  a 
Taide  de  Tun  des  axes  nub,  j'en  obtiendrai  un  autre  de  la  meme  maniere  en 


10^ 
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m'ecartant  de  M  vei^sM^,  M,,.*-  sur  ]e  second  axe  nul  de  ce  point,  et  en- 
visageant  tout  Tenseinble  des  courbes  paralleles  a  celle-ci.  Je  couvrirai 
ainsile  plan  dun  reseau  de  courbes  orthogonale&  qui  donneront  en  chaque 
point,  par  leurs  premiers  elements,  la  direction  des  axes  nuls.  II  ne  reste 
done  plus  qu'a  detei^niner  la  nature  de  ces  lignes,  que  j'appelle  cowbes 
nuUes, 

Or  rien  n'est  plus  simple ;  car  si  Ton  se  rappelle  (2)  que  les  axes  nuls  d'un 
point  quelconque  sont  les  deux  bissectrices  des  rayons  vecteurs  tires  des 
foyers  a  ce  point,  et  si  Ton  remarque  que  telle  est  precisement  la  construction 
(le  la  tangente  a  une  ellipse  et  une  hyperbole  qui  auraient  leurs  foyers  en  ces 
points,  on  vbit  que  le  reseau  des  courbes  nulles  est  forme  de  deux  systemes 
d' ellipses  et  d*  hyperboles  homofocales  qui  ont  leurs  foyers  auxpieds  des  axes 
focaux. 

D'apres  cela,  les  axes  paralleles  a  une  direction  quelconque  peuverU  etre 
repartis  en  deux  series  de  cylindres  du  second  ordre  homofpcaux,  qui 
donnent  pour  chaque  arete  d intersection  ses  plans  nuls  par  leurs  plans 
tangents. 

6.  La  question  est  ainsi  resolue.  Mais  pour  completer  cet  apercu,  il  est 
bon  de  se  rendre  compte  de  la  maniere  dont  varie  le  parametre  le  long  d'une 
courbe  nulle..  Pour  cela,  nous  avons  (2) 


sin  fjt    sin  [L 


et  conime,  d'apres  une  propriete  commune  aux  deux  especes  de  eoniques, 

¥V.WW=b\ 
il  reste,  en  extrayant  la  racine, 


smpi 


/  /• 


DE    LA    GEOMETRIE    DES    MASSES.  77 

Ainsi,  le  parcmetre  varie  le  long  d'une  conique  nulle  en  raison  inverse  du 
sinus  de  tangle  des  rayons  vecteurs  focaux  avec  la  courbe. 

7.  Mais  on  pent  presenter  la  question  d'une  inaniere  plus  simple.  Joi- 


gnons,  en  effet,  a  1! equation 


rr'  =  /^ 


celle  qui  exprime  une  propriete  de  la  mediane  du  triangle 

on  en  deduira 

'(rzt:r')^=:2(rf'  +  L^±/^). 

Mais  r equation  de  la  conique  est,  suivant  sa  nature , 

r  zfc  r'  =  2  a. 
On  a  done 

d'±l'  =  ia''—h\ 

et  comme  on  a,  pour  la  demi-excentricite  L, 

il  vient 

d^±:V  =  a^±b\ 

Or,  si  Ton  designe  par  rf'  le  demi-diametre  conjugue  de  c?,  on  aura,  par  le 
premier  theoreme  d'Apollonius, 

a^±h^  =  d^±d'\ 
et,  par  suite, 

±  /»  =  ±  d*\ 

l^d'. 
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Ainsi  le  parametre  d un  point  quelconque  dune  conique  nuUe  est  Sgal  au 
demi-diametre  conjugal  de  celui  qui  aboutit  a  ce  point. 

8.  U  est  inutile  de  chercher  une  loi  plus  simple.  Gependant  je  ne  quitterai 
pas  ce  sujet  sans  signaler  un  rapprochement  curieux  avec  une  theorie  de  la 
dynamique  du  point  materiel.  A  la  verite  la  mecanique  est  par  sa  nature 
beaucoup  moins  propre  que  la  geometric  a  peindre  pour  ainsi  dire  aux  yeux 
des  formules  analytiques,  enleur  donnant  une  interpretation  concrete.  Mais 
la  rarete  d'un  pareil  rapprochement  e%  T  elegance  de  celui-ci  m'engagent  a 
ne  pas  le  supprimer. 

Nous  avons  trouve  (6) 

/sinyt^  =  &, 

et  Ton  connait  cette  propriete  commune  a  toutes  les  coniques 

p  sm'  /u  =  —  ? 

p  designant  le  rayon  de  courbure.  On  en  deduit 

/'  =  abp. 

Or  on  a,  d'apres  le  second  theoreme  d'ApoUonius  dans  les  deux  especes 
de  coniques, 

ab  =  dd'  sin  a. 


Substituons  cette  valeur  et  supprimons  dans  un  membre  /  et  dans  Tautre  d^ 
puisque  ces  quantit^s  sont  egal^  : 

P  =^  dp  sin  a. 

Ce  que  j'ecrirai  aussi  en  introduisant  Tangle  /3  de  la  normale  avec  le  vayon 
.central  d : 

-c=:^COSfl. 
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Actuellement  concevons  un  mobile  qui  se  transporte  dans  le  plan  sous  Tac- 
tion d'une  force  emanee  du  centre  de  gra\ite,  attractive  ou  repulsive,  et 
proportionnelle  a  la  distance.  On  sait  que,  dans  ces  conditions,  il  decrira 
librement  une  ellipse  ou  une  hyperbole  ayant  son  centre  en  G,  c'est-a-dire 
(pourvu  que  la  vitesse  initiale  remplisse  des  conditions  que  je  ne  m'arrete 
pas  a  preciser)  une  trajectoire  appartenant  a  Tun  ou  a  I'autre  systeme  de 
courbes  nulles.  Si  alors  on  e value  Tacceleration  centripete,  comme  I'accele- 
ration  totale  est  representee  en  grandeur  et  en  direction  par  d,  on  aura,  si  v 
est  la  vitesse, 

—  =  a  cos  3, 
d'oii 

Par  consequent,  la  vitesse  du  mobile  dans  chacune  de  ses  positions  mesure 
le  parametre  de  ce  point. 

IIL 

9.  Passons  maintenant  aux  faisceaux  formes  par  les  droites  qui  rayonnent 
d'un  point  quelconque.  Pour  plus  de  clarte,  je  le  coupe  par  une  sphere  qui 
ait  pour  rayon  le  parametre  L  de  Taxe  moyen  d'inertie ;  je  considere  lepdle 
marque  par  un  axe  quelconque  sur  cette  sphere  et  les  traces  de  ses  plans 
nuls  sous  forme  de  deux  grands  cercles  que  j'appelle  les  arcs  nuls  de  ce 
pole. 

Je  construirai,  comme  tout  a  I'heure,  des  courbes  spheriques  nulles  en 
cheminant  de  proche  en  proche  sur  les  arcs  nuls  des  differents  poles  ren- 
contres. Leur  determination  sera  encore  tres-facile.  Nous  savons,  en  efFet  (5) , 
que  les  arcs  nuls  d'un  pole  quelconque  sont  bissecteurs  de  ceux  qui  le  joi- 
gnent  aux  deux  poles  singuliers.  On  reconnait  la  la  construction  de  Tare 
tangent  a  Tellipse  ou  a  I'hyperbole  sphmque,  c'est-a-dire  a  la  courbe  telle, 
que  la  somme  ou  la  difference  des  arcs  vecteurs  menes  des  poles  singuliers 
reste  constante ;  d'oii  il  suit  que  le  reseau  des  courbes  nulles  est  forme  dun 
systeme  d' ellipses  et  d hyperboles  spheriques  homofocales,  qui  ont  leur sjoyers 
aux  poles  singuliers. 

On  sait  que  Tellipse  et  Thyperbole  spheriques  sont  Tintersection  de  la 
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sphere  par  un  cone  du  second  ordre,  dont  les  lignes  focales  passent  aux 
foyers  de  tes  courbes.  Par  suite,  les  axes  imanSs  dun  point  quelconque 
peuuent  etre  repartis  en  deux  series  de  cones  du  second  ordre  Iwmofocaux 
qui  donnent  pour  chaque  arSte  d' intersection  ses  plans  nuls  par  leurs  plans 
tangents. 

10.  II  reste  a  apprecier  la  variation  du  parametre  le  long  d'une  courbe 
nuUe.  L' analogic  se  poursuit  dans  le  theoreme  silivant.  Je  rappelle  (3)  que 
le  parametre  d'un  pole  quelconque  est  la  moyenne  geometrique  de  ses  dis- 
tances aux  axes  singuliers  : 

(A)  l^  =  L^  sin(p  sin9^ 

Et  corame  on  a  dans  les  triangles  rectangles  MPF,  MP'F' 

sinFP              .       ,         sinFF 
sm(p  =  — . —  J        sm®  = — I ? 

^  sm  fx  ^  sin  iL 


I'  sinV  =  L\8inFP.sinF'P'. 
Or  on  a  fait  voir  que,  dans  les  coniques  spheriques,  le  produit  des  sinus 


des  distances  des  foyers  a  un  arc  tangent  quelconque  est  constant ;  d'oii  il 

suit 

I  sin  ju  =  constante. 

Par  suite,  le  parametre  varie  le  long  dune  conique  spherique  nulle  en  rai- 
son  inverse  du  sinus  de  tangle  des  arcs  noecteurs  focaux  areola  courbe. 

IV. 

1 1 .  Si  Yon  meme  par  le  centre  de  gravite  un  plan  quelconque,  il  coupera 
Tellipsoide  d'inertie  d'un  de  ses  points  suivant  une  ellipse  qui  aura  pour  axes 
de  figure  les  axes  nuls  de  la  droite  perpendiculaire  en  ce  point ;  car  le  rec- 
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tangle  des  coordonnees  aura  en  general  pour  coefficient  dans  son  equation 
^mxy.  Mais  c'est  pour  ces  axes  que  le  moment  d'inertie  atteint  son  maxi- 
mum et  son  minimum.  Done  les  cutes  de  r/toment  ctinertie  maximum  et  mini- 
mum dans  unplan  quelconque  menipar  la  centre  de  granU  enveloppent  un 
double  eystkme  de  coniques  homjofocales . 

Si  Ton  se  place  dans  un  des  deux  plans  cycliques  de  Tellipsoide  central, 
ce  systeme  se  reduit  evideroment  a  des  cercles  coneentriques  et  a  leurs 
rayons. 

12.  Si  Ton  se  transporte  d'un  point  d'une  de  ces  courbes  au  point  voi- 
sin,  la  nouvelle  tangente  se  trouve  a  une  distance  du  second  ordre  du  point 
de  depart,  et  peut  ^re  consideree  comme  y  passant.  Alors  la  variation  du 
moment  dMnertie  se  deduit  simplement  de  Tequation  de  Tellipse  et  est  donnee 
par  la  formule 

1  =  Acos'fl  +  Bsin'fl. 

Mais  9  designe  Tangle  infiniment  petit  des  deux  tangentes.  On  a  done,  en 
negligeant  les  quantites  du  second  ordre, 

I  =  A; 

ce  qui  montre  que  Ir.  moment  dinertie  relatif  a  la  tangente  reste  constant 
tout  le  long  d'une  meme  conique. 

15.  Si  Ton  choisit  en  particulier  I'un  des  trois  plans  principaux  du  centre 
de  gravite,  en  tons  ses  points  la  droite  perpendiculaire  est  principale,  et  par 
suite  les  axes  nuls  de  son  pied  forment  les  deux  autres  axes  principaux. 
Done  : 

Les  aj:es  principaux  d'un  point  quelconque  dun  plan  central  principal 
sont  les  bis sectr ices  des  droites  qui  le  rSunissent  aux  foyers. 

Riciproquement  une  droite  quelconque  tra^ee  dans  ce  plan  est  toujour s 
principale  J  et  test  en  un  point  quon  obtient  enjoignant  les  deux  foyers  par 
une  lignc  brisee  qui  fosse  avec  la  droite  des  angles  ^gaux. 

L^ensemble  de  ces  axes  principaux  enveloppe  un  systeme  de  coniques 
homofocales. 

XXXriV  Cahier.  ii 
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Le  moment  dinertie  relaijfa  la  tangente  qui  est  tun  des  trots  moments 
principaux  reste  constant  sur  chaque  courbe. 

14.  Si,  au  lieu  d'un  plan,  on  envisage  une  sphere  concentrique  au  centre 
de  gravite,  on  reconnaitra  de  meme  que  : 

Les  a^es  de  moment  maximum  et  minimum  d'inertie  dans  leplan  tangent 
s'obtiennent  en  menoM  les  tangentes  aux  arcs  bissecteurs  de  eeux  qui  le 
joignent  aux  deux  poles  singuUers. 

Leur  ensemble  enveloppe  sur  la  sphere  un  systeme  die  coniques  spheriques 
homofocales. 

Le  moment  d'inertie  reiatifa  la  tangente  reste  constant  dans  toute  teten- 
due  de  chaque  courbe. 

Le  theoreme  (II  et  12)  a  ete  etabli  par  une  voie  differeHte  dans  un  Me- 
moire  remarquable  queM.  R.  Townsend  a  public  sur  une  theorie  qui  avail 
deja  fait  Tobjet  de  travaux  de  la  part  de  Binet  et  de  M.  Thompson.  Je  vais 
en  etablir  apres  eux  le  theoreme  fondamental  (23)  d'une  maniere  difi\^rente 
et  beaucoup  plus  simple,  et  j'y  ajouterai  des  proprietes  nouvelles  qui  me 
paraissent  offrir  de  Tinteret. 

V. 

15.  On  peut  ranger  en  trois  classes  les  integrales  qui  se  forment  en  mul- 
tipliant  chaque  masse  elementaire  par  le  carre  de  la  distance,  suivant  que 
eelle-ci  se  rapporte  a  un  point,  un  axe  ou  un  plan  fixes.  Pour  la  clarte  du 
discours,  je  reserverai  pour  le  cas  d*un  axe  la  denomination  de  moment 
d^inertie,  et  j'appellerai  par  analogic  somme  d'inertie  et  moment  central 
d'inertie  les  integrales  relatives  a  un  plan  et  a  un  point. 

On  simplifie  la  theorie  des  moments  d'inertie  par  Tintroduetion  d'un  rayon 
de  gyration  p,  qui  est  une  longueur  dont  le  carre  multiplie  par  la  masse  totale 
reproduit  le  moment.  Je  rattacherai  par  la  meme  definition  un  module  de 
gyration  r  a  la  somme  et  un  rayon  central  de  gyration  R  au  moment  cen- 
tral d'inertie  : 

Axe  fixe,  moment  d'inertie,  rayon  de  gyration p. 

Plan  fixe,  somme  d'inertie,  module  de  gyration r. 

Point  fixe,  moment  central  d'inertie,  rayon  central  de  gyration. .    R. 
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16.  La  question  principale  a  etudier  est  la  variation  que  subissent  ces 
integrates  pour  un  meme  corps  quand  on  fait  varier  de  toutes  les  manieres 
le  repere  fixe,  point,  axe  ou  plan.  J'enoncerai  d'abord  le  theoreme  sui- 
vant  : 

Pour  passer  du  centre  de  gra^itS^  dun  axe  ou  dun  plan  arbitraire  quiy 
passe  nt  a  un  autre  pointy  un  axe  ou  unplan  par  alleles  quelconqueSy  il  suffit 
daj outer  au  carre  du  rayon  central,  du  rayon  ou  du  module,  le  carri  de  la 
distance  quisipare  les  points,  axes  ou  plans  considires. 

Je  supprime  la  demonstration,  qui  est  pour  le  cas  d'un  axe  comprise  dans 
les  elements,  et  tout  a  fait  identique  dans  les  deux  autres  cas. 

Les  points  de  meme  moment  central  forment  done  des  sptieres  concentric 
ques,  les  axes  paralleles  de  meme  moment  des  cyUndres  concentriques,  les 
plans  paraUeles  de  meme  somme  des  couples  symetriques;  le  centre  de  gra- 
vite  4tant  le  centre  de  toutes  ces  figures. 

Quant  a  la  loi  qui  relie  la  constante  de  chacune  de  ces  surfaces  a  la  distance 
au  centre,  elle  est  marquee  par  I'ordonnee  d'une  hyperbole  equilatere  qui 
aurait  pour  axe  imaginaire  une  droite  tracee  normalement  au  travers  par  le 
centre  de  gravite. 

17.  II  reste  a  faire  varier  de  toutes  les  manieres  les  positions  de  Taxe  ou 
du  plan  autour  d'un  point  fixe  que  nous  laisserons  quelconque.  Je  me  ser- 
virai,  pour  cela,  du  theoreme  suivant  : 

Le  moment  dinertie  dun  axe  et  la  somme  diner  tie  duplan  mene  perpen- 
diculairement  par  le  point  fixe  sont  complementaires  en  ce  sens  quen  les 
ajoutant  ensemble  pour  une  direction  quelconque,  on  obtient  toujours  le 
moment  central  dinertie  du  point  fixe;  ce  qui  s'exprimera  par  Tequation 

En  effet,  tracons  dans  le  plan  deux  axes  rectangulaires  x^  j,  et  comptons 
les  z  perpendiculairement.   Le  moment  sera  ^m{x'^-^y^)^   la  somme 

2)  mz^.  On  a  done,  en  ajoutant,  2,  ^  (^^+7^+ ^^)  >  c'est-a-dire  le  moment 
central  du  point  fixe. 
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18.  Le  moment  et  la  somme  d'inertie'  atteignent  done  leur  maxknum  et 
leur  minimum  en  meme  temps,  mais  inversement:  Le  maximum  et  le  mini- 
mum du  moment  correspondent  aux  axes  mineur  et  majeur.  de  Tellipsoide 
d'inertie;  le  maximum  et  le  minimum  de  la  somme  dinertie  auront  done  lieu 
pour  les  axes  majeur  et  mineur  de  Tellipsoide.  Enfin,  a  Taxe  moyen  corres- 
pondent des  valeurs  intermediaires  du  moment  et  de  Taxe,  qu*il  faut  aussi 
prendre  en  consideration. 

Nous  appellerons  ces  diverses  quantites  moments  principaux  et  sommes 
principales.  Je  representerai  par  a,  |3,  y  leurs  rayons  et  par  a,  6,  c  leucs 
modules,  en  les  supposant  ranges  dans  Fordre 

a<b<c,       a>|3>  y.. 

On  auraainsi  d'une  part 

R«  =  a*  -h  d^  +  c\ 
et  d'autre  part 

ou  sous  une  forme  equivalente 

\/^'  —  y'  =  \/c'  —b\ 

Je  remarquerai  en  passant  que  ces  dernieres  quantities,  qui  jouent  un  role 
important,  sont  precisement  les  diemi-axes  de  la  surface  focale  dont  j'ai 
demontre^Texistence  dans  mon  premier  Memoire.  Les  deux  premiers  de  ces 
demi-axes  sont  portes  sur  Taxe  mineur,. et  le  troisieme  sur  Taxe  moyen  de 
Tellipsoide  d'inertie. 

19.  II  suit  encore  de  la  remarque  precedente  que  le  moment  et  la  somme 
seront  constants  ensemble  et  variables  ensemble.  Si  done  on  envisage  le  cone 
forme  par  les  axes  de  m^me  moment,  les  plans  de  m^me  somme  enveloppe- 
ront  le  cone  complementaire.  Or  on  sait  d'une  part  que  les  cones  former  par 
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les  axes  de  meme  moment  d'inertie  sont  du  second  ordre,  et  d^autre  part 
que,  pour  un  pareil  cone,  le  complenientaire  est  lui-meme  du  second  ordre. 
Done  : 

Les  axes  et  les  plans  conver gents  qui  ont  meme  moment  ou  meme  somme 
form£nt  des  cones  du  second  ordre  gSometriquement  complementaires  pour 
les  ixaleurs  numiriquement  compUmentair^s ,  les  a^xes  de  tous  ces  cones  etant 
les  axes  principaux.  * 

20.  Pour  trouver  la  loi  qui  preside  a  la  variation  de  la  constante  d'un 
cone  a  Tautre,  menons  un  axe  qui  fasse  avec  a,  |3,  7  les  angles  A,  B.  C.  On 
sait  que  son  rayon  de  gyration  sera  donne  par  la  formule 

p"  =  a'  cos*  A  -h  p*  cos'  B  -h  7'  cos*  G. 
Par  suite  (17), 

.  r*'=R*-p*  =  (a*  +  *'-hc*) 
—  [(6*  -h  c*)  cos*  A .+  (a*  -h  c*)  cos*B  +  (a*  +  h^)  gos*C], 

ou,.  en  reduisant, 

r*  =  a*  cos*A  -h  V  cos*B  4-  c*  cos*C; 

formule  identique  a  la  precedents  Or  celle-ci  est  susceptible  d'un  mode  de 
representation  fort  clair  a  Taide  d'un  ellipsoide.  Le  meme  mode  convient 
done  a  la  seconde,  et  Ton  pent  enoncer  ce  theoreme  :  Si  Von  porte  sur  les 
axes  conver gents  des  longueurs  imersement  proportionnelles  a  leur  rayon 
ou  au  module  de  gyration  du  plan  perpendiculaire,  les  lieux  des  extremites 
forment  deux  eUipsoides  qui  ont  pour  axes  de  figure  les  axes  principaux  et 
pour  demiroxes  les  iwerses  des  rayons  ou  des  modules  principaux. 

Si,  au  lieu  de  cela,  on  porte  sur  chaque  axe  le  rayon  ou  le  module  lui- 
meme  et  quon  ^le^e  a  textrSmite  un  plan  perpendiculaire  ^  I'enveloppe  de  tous 
ces  plans  formera  deux  autres  eUipsoides  ay  ant  encore  pour  axes  de  figure 
les  a^es  principaux y  mais  pour  demUaxes  les  rayons  ou  modules  principaux 
eux-memes.  Ce  second  enonce  est  la  consequence  de  ce  theoreme  de  geo- 
metric, que,  si  Ton  porte  sur  les  rayons  d'un  ellipsoide  des  longueurs  qui 
leur  soient  inversement  proportionnelles,  Tenveloppe  des  plans  perpendicn- 
laires  est  un  ellipsoide  qui  a  pour  demi-axesles  inverses  de  ceux  du  propose. 
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Le  premier  de  ces  deuxellipsoides  a  d^ja  ^t^  signale  par  M.  Mac-GuUagh,  qui 
lui  a  donne  le  nom  d'ellipsoicle  de  gyration. 

VL 

21.  Si  nous  reservoTO  pour  les  modules  principaux  du  centre  de  gratite 
les  lettres  a,  b,  c,  un  plan  mene  a  la  distance  A  aura  pour  module  (17  et  20) 

(B)  r*  ==  A'  -h  a*  cos'  A  -f-  6'  cos'  B  -h  c'  cos' C ; 
ce  que  je  mettrai  sous  cette  forme, 

(^»  _  a')  cos' A  -h  (r'  —  6')  cos'B  +  (r'  —  c')  cos'C  =  A'. 

Determinons  un  point  x,  j,  z  par  les  conditions 

(C)  cosA  =  p—^^        cosB  =  ;t:^^        cosC  =  -prz^t^ 


En  rempla^ant  dans  la  derniere  formule,  elle  devient 

;  =  1 


(D)  7^zr^H-7i^  = 


Le  plan  en  question  a  pour  equation 

X  cos  A  +  Y  cosB  +  Z  cosC  =  A; 
remplaqant  de  meme, 

Xx  Yy  Zz      _ 

Si  nous  regardons  r  comme  une  constante,  c'est-a-dire  si  nous  envi»« 
geons  la  serie  des  plans  qui  ont  meme  module,  ces  deux  rdations  montrent 
qu'ils  sont  tons  tangents  a  une  meme  surface  du  second  degre,  dont  il  est 
interessant  par  suite  de  preciser  la  nature. 

22.  La  famille  de  ces  surfaces  est  homofocale,  car  leurs  excentricites  sont 
independantes  de  r  et  ont  pour  valeurs 

v/ft'— a',       \lc^  —  a\       \/c'  —  b\ 
ou,  d'apres  ce  que  nous  avons  vu  (18), 

vA^^^TiJi,     y^^^nr^,     ^/^—^\ 
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Les  deux  premieres  sont  situees  sur  I'axe  mineur  de  rellipsoide  central  et  la 
troisieme  sur  son  axe  moyen.  Les  six  foyers  constants  sont  done  precisement 
les  six  sommets  de  la  surface  focale  (18).  U  est  clair  egalement  qu'ils  sont  les 
six  foyers  de  Tellipsoide  de  gyration  (20)  qui  appartient  ainsi  a  la  serie  de 
ces  surfaces. 

La  nature  de  ces  surfaces  depend,  du  reste,  de  la  valeur  attribuee  au  mo- 
dule constant.  Si 

a  <  fe  <  c  <  r, 
on  a  un  ellipsokle ;  si 

a  <  6  <  r  <  c, 

un  hyperboloide  a  une  nappe ;  si 

a  <  r  <  fe  <  c, 
un  hyperboloide  a  deux  nappes;  enfiii,  si 

r  <ia<b  <c, 

une  surface  imaginaire.  On  sait,  du  reste,  qu'il  passe  en  tout  point  de  Tes- 
pace  une  surface  appartenant  a  chacune  des  trois  formes  reelles. 

Remarquons  en  passant  que  la  somme  d'inertie  a  un  minimum  absolu  Ma*, 
qu'elle  atteint  pour  le  plan  des  axes  maximum  et  minimum  d'inertie  du  centre 
de  gravite. 

23.   En  un  point  quelconque,  on  a  (20) 

r'^  =  a''  cos*  A'  +  b'^  cos*  B'  +  c'*  cos*  C 

pour  tous  les  plans  qui  y  passent.  Si  Ton  se  porte  dans  le  plan  principal  a'  k 
une  distance  infiniment  petite,  on  y  trouvera  trois  plans  principaux,  dont 
Tun  differera  infiniment  peu  en  direction  du  precedent.  Si  on  le  transporte 
parallelement  a  lui-meme  jusqu'a  passer  par  le  point  de  depart,  ce  sera  d'une 
quantite  da  second  ordre,  dont  il  est  inutile  de  tenir  compte.  Alors  la  for- 
raule  precedente  lui  conviendra ;  mais  A'  devra  y  etre  considere  comme  infi- 
niment petit  et  B',  C  comme  infiniment  peu  difFerents  de  i' angle  droit.  Par 
suite  cos*  A'  differera  de  Tunite  et  cos*B',  cos*C'  de  zero  de  quantites  du 
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second  ordre ;  de  sorte  que  la  formule  se  reduit  a  r'*  =  a'*.  Les  deux  plans 
ont  done  meme  module  et  sont,  par  suite,  tangents  a  une  surface  homofo- 
cale.  Gomme,  du  reste,  ils  sont  infiniroent  voisins,  le  contact  a  lieu  au  point 
de  depart  lui-meme.  Nous  obtenons  ainsi  une  des  surfaces  qui  passent  en  ce 
pointy  les  deux  autres  correspondront  aux  deux  autres  plans  principaux. 
Ainsi  done  les  trois  plans  principaux  d'un  point  quelconque  sont  tangents 
aux  trois  surfaces  liomofocales  de  ce  point  et^  par  suite ^  les  trois  a^es  prin- 
cipaux leur  sont  respectiifement  normaux. 

On  peut  done  dire  que  la  serie  des  plans  principaux  de  tespa^ce  erweloppe 
trois  families  de  surfaces  du  second  ordre  homofocales,  a  savoir :  leplan  des 
axes  maximum  et  moyen  emeloppant  les  ellipsoides,  celui  des  axes  maxi- 
mum et  minimum  les  hyperbolouies  a  une  nappcy  et  celui  des  axes  minimum 
et  moyen  les  hyperbolouies  a  deux  nappes.  Deplus,  ces  surfaces  jouissent  de 
cette  propriSte  que  la  somme  d'inertie  relatii^e  au  plan  tangent  qui  est  par- 
tout  tune  des  sommes  principals  du  point  de  contact  r^Bste  constante  dans 
toute  Hetendue  de  chaque  surface. 

24.  Si  done  on  veut  trouver  pour  un  point  quelconque  le  cone  en- 
veloppe  par  tons  les  plans  de  meme  somme  d'inertie,  il  sufBt  de  cir- 
conscrire  de  la  un  cone  a  la  surface  homofocale  qui  a  le  module  corres- 
pondant. 

Comme  les  axes  de  ces  cones  sont  les  axes  principaux  du  sommet,  on  voit 
qu'on  peut  obtenir  ces  donnees  en  circonscrivant  le  cone  et  construisant  ses 
axes  de  figure-  Pour  cette  operation,  le  choix  de  la  surface  homofocale  €st 
indifferent,  car  tons  les  c6nes  ont  les  memes  axes. 

On  reconnait  par  la  incidemment  que  tous  les  cones  circonscrits  d'un 
meme  point  a  un  systeme  de  surfaces  homofocales  ont  les  memes  axes  de 
symetrie. 

On  pourra  employer  en  particulier  Tellipsoide  de  gyration,  ce  qui  est  le 
theoreme  de  M.  Townsend;  mais  il  est  encore  plus  simple  d'imaginer  celui 
de  tous  les  ellipso'ides  qui  s'aplatit  suivant  Tellipse  focale  dont  il  sera  parle 
plus  au  long  (29),  et  qui  joue  un  role  important  dans  le  systeme  de  coordon- 
nees  elliptiques.  Le  cone  qui  lui  est  circonscrit  aura  simplement  pour  base 
cette  ellipse.  Par  suite,  si  de  tous  les  points  del espax^e  comme  sommets  on 
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decrit  des  cones  ay  ant  tons  pour  base  I  ellipse  focale  du  systeme.eUiptique, 
leurs  axes,  de  figure  seront  les  axes  principaux  des  sommets. 

25;  Puisque  Tequation  (D)  renferme  le  parametre  r  du  plan  tangent  en 
x^  Xj  zk  la  surface  homofocale  qui  y  passe,  et  que  ce  plan  est  principal  en 
ce  point,  en  considerant  x,  j,  z  comme  dojinees  et  r  comme  une  inconnue, 
elle  representera  Tun  quelconque  des  modules  principaux  de  ce  point.  L'e- 
quation  foumira  done  ces  trois  modples.  Elle  est,  en  effet,  du  troisieme 
degre  en  r*  et  a  pour  developpement 

r'  —  (a'  +  ft*  +  c'  +  a:^  4- j*  +  z^)  r* 
+  [a'b'  +  a'c'  -h  b'c'  +  {b'+e')x'  -f-  {a'  -h  c^)x'  +  {a'-hb')  z^]  r' 
_  (a» b' c'  -h  b' c' x'  +  a^ 0^^ ^a'b'z')=o. 

Sans  la  resoudre  d'une  maniere  generale,  nous  pouvons  en  separer  faci- 
lement  les  racines  d'une  facQn  qui  est  digne  de  remarque.  En  ^fTet,  en  tout 
lieu  de  Tespace  il  passe  une  surface  appartenant  a  chacune  des  trois  families, 
c'est-a-dire  que,  pour  toutes  valeurs  deo?,  j,  z,  il  y  a  en  valeur  absolue  une 
racine  comprise  entre  a  et  ft,  une  entre  6  et  c  et  une  superieure  a  c.  Ainsi 
done  les  series  des  trois  modules  principaux  de  chaque  point  s' intercalent 
toi^ oars'  dans  celle  du  centre  de  gravity.  La  meme  propriite  a  UeUy  ^par 
suite,  pour  les  rayons  de  gyration  principaux. 

26.  Les  surfaces  homofocales  etant  orthogonales  se  coupent  suivant  leurs 
lignes  de  courbure.  Les  plans  principaux  se  coupent  suivant  les  axes  princi- 
paux^ et  comme  ils  sont  tangents  aux  surfaces,  les  axes  sont  tangents aux  lignes 
de  courbure.  Done  les  axes  principaux  emehppent  dans  lespace  un  triple 
reseau  de  courbes  qui  sont  les  lignes  de  courbure  du  systeme  homofocaL 

Le  module  d'inertie  etant  constant  dans  toute  Fetendue  d'une  surface 
homofocale  pour  le  plan  tangent,  le  long  d'une  ligne  de  courbure,  les  deux 
modules  rdatifs  aux  deux  plans  qui  passent  par  sa  tangente  resteront  les 
memes.  Mais  en  ajoutant  leurs  carres,  on  obtient  celui  du  rayon  de  gyration 
de  cette  tangente.  Done  le  moment  d\inertie  de  la  tangente  qui  est  un  des 
moments  principaux  du  point  de  contact,  reste  constant  tout  le  long  d'une 
ligne  de  courbure. 

XXXriV  Cahier.  J2 
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En  retranchant,  au  contraire,  oes  carr^,  on  obtieiit  oelui  du  param^tre  ( 
de  la  tangente.  Done  le  long  dune  Ugne  de  courbure  les  plans  nuts  de  la  tan- 
gcnte  restent  tangents  aux  surfaces  homofocales  qui  sy  croisent,  et  le  para- 
metre  rests  constant. 

27.  D'apr^  oela,  pour  oonatruire  en  un  point  quelconque  les  trois  axes 
principaux,  il  suffira'de  Tune  des  surfaces  homofocalesy  par  exemple  Tellip- 
soide;  car  Tun  d'eux  sera  fburni  par  la  normale,  et  les  deux  autres  par  les 
directions  des  lignes  de  courbure;  et  Ton  sait  que,  pour  obtenir  eelles«*ci,  it 
suffit  de  mener  par  le  centre  un  plan  perpendiculaire  a  la  nermale,  et  par  le 
point  considere  des  paralleles  aux  axes  de  figure  de  la  section  ainsi  determinee 
dans  Tellipsoide. 

Inversement  on  pent  se  proposer  cette  question :  Un  plan  donn^  au  hasarct 
est-il  principal,  et  en  quel  lieu?  La  solution  est  affirmative;  ear  a  un  pareiK 
plan  on  peut  toujours  mener  tangentiellement  une  surface  du  second  degre 
dont  les  foyers  sont  donnas.  Quant  au  point  cherche,  e'est  le  point  de  con- 
tact dont  nous  avons  en  (C,  21)  les  coordonn^es, 

dans  leaqi^Ues  r  repreaente  la  quantite  (B,  21). 

De  meme,  une  droite  prise  au  hasard  est-elle  princifmle,  et  en  quel  point? 
Cette  fois  une  condition  est  necessaire,  car  on  ne  peut  pas  toujours  lui  mener 
une  ligne  de  courbure  tangente.  Quant  a  determiner  cette  condition,  ainsi 
que  le  point  oil  la  droite  est  principale,  je  ne  m*y  arr^te  pas,  car  c'est  une 
question  fort  simple  et  des  longtemps  resolue.  Elle  a,  du  reste,  fait  Tobjet  de 
recherches  fort  etendues  de  la  part  de  M.  Townsend. 

VIL 

28.  Pour  achever  d'elucider  la  repartition  des  axes  et  plans  principaux^ 
je  me  proposerai  de  trouver  le  lieu  des  points  de  l*espace  pour  lesquels  Tel* 
lipsoide  representatif  devient  de  revolution,  et  que  j'appellerai /^omf^  de 
sy  metric. 

II  faut  pour  cela  que  les  moments  de  deux  axes  d'inertie  deviemient  ^gaux. 
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Par  suite,  les  sommes  doivent  r^ti*e  pour  les  plans  principaux  perpendicu- 
lairds  qui  devieiment  parla  indeterminea.  D'apres  cela,  tous  les  plans  menes 
par  Taxe  de  sym^trie  appartiendront  a  la  serie  de  ceux  qui  ont  meme  somnie 
d'inertie,  et  seront,  par  suite,  tous  tangents  a  une  meme  surface  hemofocale. 
Mais  les  veritables  surfaces  du  second  degre  n'ont  pas  ainsi  de  points  singu- 
liers  admettant  une  infinite  de  plans  tangents.  H  n'y  a  a  cela  que  deux  excep* 
tions  pour  les. formes  limites  qui  caracterisent  le  passage  d'une  famille  a 
Tautre.  On  sait  que  ces  surfaces  sont  des  plaques  elliptique  et  hyperbolique 
limitees  par  F ellipse  focale  et  Thyperbole  ombilicale.  Sur  le  bord  de  ces 
plaques,  lorsqu'on  se  place  a  la  limite,  le  plan  tangent  devient  indetermine 
et  pent  pi  voter  autour  de  la  tangente.  Par  consequent,  tous  les  points  de 
t elUpse/ocale  et  de  l hyperbole  ombilicale  sont  des  points  de  symitrie,  et  ces 
deux  courbes  sont  Venvehppe  des  axes  de  symitrie.  Elles  sont  done  de  veri- 
tables lignes  de  symetrie. 

Gomme  les  cones  circonscrits  d'un  point  quelconque  a  une  surface  homo- 
focale  ont  pour  axes  les  axes  principaux  du  sommet,  et  que  ceux-ci  sont 
indetermines  pour  un  point  de  symetrie,  le  cone  doit  alors  devenir  de  revo- 
futioia.  On  recOnnait  par  la  ineidemment'cette  pix>priet^9  que  f  ellipse  focale 
et  t hyperbole  ombilicale  d'un  systeme  Iiomofocal  sont  les  lieux  reels  des 
Doints  doii  laperspectwe  de  toutes  les  surfaces  homofocales  est  circulaire. 

29.  Gomme  le  raisonnement  pr^edent,  bien  que  tout  a  &it  concluant,  est 
un  peu  delicat,  je  placerai  ici  une  verification  assez  simple  de  la  proprieie  des 
lignes  de^ymetrie,  Avant  tout,  je  rappelle  leur  position.  L'ellipse  focale  situee 
dans  le  plan  xy  des  axes  maximum  et  moyen  centraux  a  pour  sdmmets  les 
foyers  exterieurs  de  Taxe  maximum  et  ceux  de  Taxe  moyen,  et  pour  foyers 
les  foyers  interieurs  de  Faxe  maximum.  L'hyperbole  ombilicale  situee  dans 
le  plan  xz  des  axes  maximum  et  minimum,  et  traversant  les  ombilics  de  tous 
les  ellipsoides,  a  ses  sommets  aux  foyers  interieurs  et  ses  foyers  aux  foyers 
exterieurs  de  Faxe  maximum.  Je  ne  developperai  la  demonstration  que  pour 
Tellipse  focale. 

On  pent  reconnattre  facilement  que  celte  ellipse  fail  parlie  du  systeme  de 
courbes  homofocales  de  son  plan  (13)  et,  par  suite,  que  sa  tangente  est  un 
axe  principal.  Les  deux  plans  principaux  qui  s'y  croisent  seront  le  plan  xy 
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lui-meme,  qni  est  principal  en  tous  ses  points  et  un  plan  perpendiculaire 
elev^  suivant  la  tarigente.  II  font  done  Mfc  voir  que  tous  les  deux  ont  meme 


module,  et,  comme  celui  du  plan  ary  e^t  c^  le  plan  vertieal  doit  avoir  aussi 
pour  module  c.  Or  si  nous  appelons  Q  Tangle  de  la  tangente  avec  le  grand 
axe,  on  aura  pour  ce  plan, 

A  =  90^—9^,       B  =  fl,       C  =  90% 

et,  par  suite  (B,  21)^ 

r'  =  A»  +  a^  -f-  {b'  —  a')  cos* 9. 

Or,  en  abaissant  FP  perpendiculaire  sur  la  tangente,  on  sait  que  GP  est  egal 
au  demi  grand  axe  y/c*  —  a*.  De  plus,  PQ  est  la  projection  sur  la  tangente 
de  la  demi'excentricite  y'^  —  a%  c'est  done  ^b^  —  a^  cos#»  Enfin,  on  a', 
dans  le  triangle  rectangle  GPQ, 

gp=gqVpq,' 

c?  —  a*  =  A*  -f-  (h^  —  a')  cos*^, 

d'oii  resulte 

r  =  c. 

50.  Cherchons  encore  les  points  oil  rellipsoide  representatif  se  reduit  a. 
une  sphere,  et  que  j'appellerai/?om<j  de  complete  symetrie.  Les  trois  moments 
des  axes  d'inertieydevant  etreegaux,  il  en  sera  de  meme  des  trois  sommes 
principales.  Par  suite,  ces  points  doivent  appartenir  a  la  fois  aux  deux  lignes 
de  symetrie.  Or  ces  lignes  sont  dans  des  plans  differents  et  ne  peu vent  avoir 
de  points  communs  que  sur  1' intersection  ou  sur  Taxe  maximum  central. 
Mais  leurs  sommets  sur  cet  axe  sont,  en  general,  differents  et  situes  a  des  dis- 
tances du  centre 

\/a'  —  13'  =  s/h^  —  a^       et       y'*'  —  ^^  =  \l^^  —  ^'  5 
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de  la  une  condition  pour  quails  se  confondent : 

^  =y       on        b  =^,c. 

Ainsi  done  //  ny  a  pas,  en  gSneral^  de  points  de  complete  symitrie.  II 
f out,  pour  cela,  que  teUipsoide  central  soit  un  spMroide  aplati,  auquelcas 
il exist e deux  de  ces points  situes  sur  taxe  du  spheroide  depart  et  d' autre 
du  centre  a  la  distance 

^oc^  —  ^^  =  ^B'  —  a\ 

VIII. 

51 .  On  ^eut,  a  Taide  de  ces  r^sultats,  se  faire  une  idee  nette  de  la  repar- 
tition dans  Tespace  des  axes  principaux  qui  caracterisent  pour  chaque  point 
tout  ce  qui  est  relatif  aux  moments  d'inertie.  On  peut  egalement  se  rendre 
un  compte  tres-clair  de  la  disposition  des  axes  singuliers  qui  resument  de 
meme  pour  un  point  tout  ce  qui  est  relatif  aux  integrates  2,  'way. 

Le  caractere  d'un  axe  singulier  etant  que  Tintegrale  s'evanouit  pour  tons 
les  systemes  de  plans  rectangulaires  qui  s'y  croisent,  est  independant  de  z, 
e'est-a-dire  a  lieu  en  tons  les  points  de  Taxe,  Or  Taxe  singulier  est  par  defi- 
nition situe  dans  le  plan  des  axes  maximum  et  minimum  du  point  poui* 
lequel  on  le  considere,  c'est-a-dire  dans  le  plan  tangent  a  Thyperboloide  a 
une  nappe  qui  y  passe.  11  est  done  tangent  a  Thyperboloide  en  ce  point,  et 
comme  celui-ci  n'a  rien  qui  le  distingue  des  autres,  Taxe  est  tangent  en  tous 
ses  points;  il  est,  par  consequent,  situe  entierement  sur  la  surface  et,  par 
suite,  forme  Tune  de  ses  generatrices.  Le  double  systeme  de  generatrices 
correspond,  dii  reste  a  un  double  systeme  d'axes  singuliers. 

Par  suite,  un  axe  singulier  est  singulier  en  tous  ses  points,  et  leurs  se- 
conds a^es  forment  un  hyperholoide  gauche.  Uun  quelconque  de  ces  der- 
fliers  etant  fixi par  la  pensScj  le  systeme  des  premiers  ajces  de  ses  differ ents 
points  forme  aussi  un  hyperholoide  qui  ne  differe  pas  du  precedent.  Tous 
ces  hyperbolo'ides  sont  homofocaux,  etforment  Vune  des  trois  series  de  sur- 
fmes  en^eloppiespar  les  plans  principaucc. 

Dans  les  points  de  symetrie  les^deux  axes  singuliers  se  confondent  en  un  seul 
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suKant  Taxe  de  synvetrie.  Or  sur  un  "heritable  hyperboldkle  gauche  lesdeux 
generatrices  de  chaque  point  sunt  toujours  distinctes.  H  faut  done  se  repor- 
ter aux  formes  limites  qui  determinent  le  .passage  des  hyperboloidesli  une 
nappe  aux  deux  autrea  families.  On  retrouve  ainsi  les  deux  lignes  de 
symetrie. 

Sl2.  Si  Ton  d^signe  par  e  Tangle  des  generatrices  avec  la  normale  a  I'el- 
lipsoide,  la  formule  (A,  10)^  qui  donne  le  parametre  d'un  axe.quelconque, 
de^iendra,  pour  un  axe  mene  dans  le  plan  singulier  sous  Tangle  Q^ 

±P  =  IJ sin (g  -h  fl)  sin  (^  —  fl)  =  L*  (sin* f  —  sin* 6) 
=  L*  (sin'  €  cos*  Q  —  cos*  e  sin*  Q) , 

le  signe  positif  convenant  dans  Tinterieur  des  angles  $  et  Tautre  en  dehors^ 
<5ar  €  —  fl  doit  itre  alors  remplace  par  6  —  e.  On  a,  en  particulier, 

/'  =s:  L  sin  $  pour  Taxe  minimum, 
l^:=n Jocose  pour  Taxe  maximunt, 

'Ct  Ton  pent,  par  suite,  ecrire 

±/*  =  /'*cos*9~/'^*Bfn*l 

D'autre  part  la  formule  d'Euler  donne  en  Yaleur  absolue,  pour  la  cour- 
bure  d'une  section  normale  menee  suivant  Taxe  eonsidere  dans  Tbyperbo- 
loide, 

dr  fltf  =  a>' cos*  9  —  oi'^sin'fi. 

On  doit,  du  reste,  a^oir  a  la  fois,  puisque  la  coiffbure  s'annule  suivant  les 

generatrices, 

a»=:o,       0=zs; 
d'oii 

n  suit  de  la  qu^on  a,  dans  toutes  les  secticmsy 

P 

-  sBConstante. 
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Or  P  mesure  (1)  la  valeur  maximum  pour  chaque  axe  de  rinCegrale;  valeur 
qui  correspond,  du  reste,  a  des  plans  menesa  45  degr^ssur  le  plan  tangent, 
puisque  celui-ci  passe  par  les  deux  axes  singuliers,  et  est,  par  suite,  un  des 
plans  nuls  de  Faxe  considere  (5).  Xyonc  pour  les  dwers  axes  men6s  par  un 
point  quelconque  tangentieUement  a  t hyperboloide  a  une  nappe  de  ce  point, 
t integrate  maximum  varie  comme  la  courbure  de  la  section  normals  cor- 
respondante. 

IX. 

33.  Pour  certains  cas  particuliers  de  rellipsoide  central,  le  systeme  homo- 
focal  se  reduita  des  formes  beaucoup  plus  simples,  qu'il  n'est  pas  sans  inte- 
Fet  de  preciser. 

Si  deux  des  modules  principaux  du  centre  deviennent  egaux ,  tout  Ten*- 
semble  devient  symetrique  autour  de  Taxe  suivant  lequel  se  coupent  les  plans 
correspondants.  L'une  dies  families  d'hyperboloides  se  change  en  une  serie 
de  plans  menes  par  cet  axe,  ce  qui  est  naturel,  puisque  ces  plans  etant  prin- 
eipaux  au  centre  de  gravite  le  sont  dans  toute  leur  etendue.  Si  Ton  a  a= ^, 
G-est-a*dire  si  Tellipsoide  central  est  allonge,  les  ellipsoides  homofocaux  sont 
aplatis  et  les  hyperboloides  ont  une  nappe.  Si  5  =  c  ou  si  Tellipsoide  cen- 
tral est  aplati,  les  ellipsoides  homofocaux  sont  allonges  et  les  hyperboloides 
ont  deux  nappes.  Dans  les  deux  cas,  les  lignes  de  courbure  sont  les  meri- 
diens  et  les  paralleles,  c'est-a-dire  des  cereles,  des  eUipses  et  des  hyperboles. 
Les  lignes  de  symetrie  sont  un  cercle  equatorial  et  Faxe  central  dans  le  pre-* 
mier  cas,  et  dans  le  second  uniquement  Faxe  central.  Les  points  de  complete 
symetrie  manquent  dans  le  premier  cas  comme  a  Fordinaire,  et  existent  au 
nombre  de  deux  dans  le  second  qui  constitue,  par  rapport  a  eux,  le  cas 
general. 

34.  Si  Fona  a  la  fois  a  =  fr  =  c,  ou  si  Fellipsoide  central  se  reduit  a  une 
sphere,,  les  deux  families  d'hyperboloides  s'evanouissent  a  Ta  fois  et  sont 
remplacees  par  la  serie  des  plans  qu'on  pent  mener  par  le  centre.  Ces  plans 
sont,  en  effet,  alors  principaux  dans  toute  leur  etendue.  ha,  famille  d' ellip- 
soides se  reduit  a  des  spheres  ooncentriques.  Les  lignes  de  courbure  sont  tons 
les  grands  cereles  de  ces  spheres;  les  lignes  de  symetrie  tous  leurs  rayons; 
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enfin  les  deux  points  de  complete  symetrie  se  confondent  en  un  seul,  qui 
est  le  centre  de  gravite. 

35.  Si,  pour  un  systeme  elliptique  quelconque,  on  se  transporte  a  Tin- 
fini,  les  ellipsoides  se  confondent  avec  des  spheres  et  les  hyperboloides.  avec 
leurs  cones  asymptotes.  Tout  rayon  mene  par  le  centre  de  gravite  est  done 
principal  a  une  distance  infinie,  etles  plans  principaux  dans  ces  regions  enve- 
loppent  un  systeme  orthogonal  de  cones  du  second  ordre.  On  rentre,  en 
efTet,  dans  le  cas  du  n''  14.  Les  Iignes  de  courbure  sont  les  generatrices  d'une 
part  et  des  coniques  spheriques  de  Tautre ;  enfin  T hyperbole  de  symetrie  se 
confond  avec  ses  asymptotes. 

Dans  les  cas  particuliers  oil  Tellipsoide  est  de  revolution,  un  de  ces  sys- 
temes  se  reduit  a  des  plans,  Tautre  est  de  revolution;  si  Tellipsoide  central 
est  une  sphere,  tons  sont  remplaces  par  des  plans  menes  par  le  centre.  Mais 
nous  venons  de  voir  que  les  choses  se  passent  deja  ^insi,  dans  ce  cas,  a  des 
distances  finies. 


P^Q^^ 


MEMOIRE 


SUR  LA 


SOHMATION  DES  DMMES  EI  DES  INT^GRALES 

DUNE  FONCTION  QUELGONQUE^ 
Par  M.  J.-N.  HATON  be  la  GocpilliIiiie^ 

lag^nieur  des  Mined,  Rdpetiteur  k  Vtco\e  Poly  technique,  Doctenr  ka  Sciences  mathemetiqiies. 


I .  Je  me  propose  ici  d'envisager  quelques  questions  qui  se  rattachent  a  )a 
nomination  de  series  terminees  ou  indefinies.  La  recherche  fondamentale 
dont  je  m'occuperai  d'abord  est  la  suivante  :  je  designe  par  x  une  variable 
continue,  par  f  une  fonction  quelconque  de  x  et  par  z  la  somme  de  m  deri- 
vees de /  prises successivement den  en n: 

Je  ne  particularise  evidemment  en  rien  en  faisant  commencer  cette  serie  a  la 
fonction  elle-meme  et  non  a  une  derivee  d'ordre  quelconque,  puisque  cette 
fonction  est  arbitraire.  Je  chercherai  Texpression  finie  de  z  en  :cety. 

La  methode  a  suivre  pour  cela  est  tres-simple.  On  a  en  effet,  en  prenant 
n  fois  la  derivee 


c/^z dy       d^y  £?('"+')«j 


et  par  suite 


d"t  ^('»+i)'»j 


dx"        •^         rfx^"*"*"*^" 


OU  plus  simpiement 


d^z 
XXXrW  Cahitr.  <l 


(»)  '-a^  =  Y, 
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en  posant,  pour  alK^eger, 

(3)  Y-r      ^""""'^y 

Deux  choses  restent  done  a  foire  :  troaver  Fintegrale  generale  de  Tequa- 
tion  (2)  et  en  determiner  les  constantes  de  maniere  a  ee  qu'elle  represente  la 
serie  propqsee. 

PREMIERE    PARTIE. 

Integration  de  t Equation. 

2.  L' equation  (i)  etant  iin^ire,  il  convient  de  la  prendre  d'abord  sans 
second  membre : 

Gomme  celle«ci  est  a  coefBcients  constants,  je  pose 

z  =  «*'• 
En  substituanty  il  reste  pour  determiner  a  : 

(4)  I  — a*=o. 

Les /I  racines  de  cette  equation  binome  sont  fournies  par  la  formule  connue 

aArrr  j 


aArrr  y ,     sAttt 

I  sm 

n 


en  y  donnant  kkles  valeurs  i ,  2,  3, , .  r ,  /i,  Je  prendrai  de  pref(^rence  la  forme 
equivalente 

ikn^  —  i 

et  pour  la  simplifier  encore ,  j'introduirai  Tabreviation 

(5)  N  =  e    ".  * 

a  I'aide  de  laquelle  la  valeur  generale  de  a  deviendra 

(6)  «,  =  N*. 


«.>. 
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La  solution  particuliere  de  Tequation  sans  second  membre  est  des  lors 

tt  son  integrale  generate 

It 

(8)  ^=2(c*^*)- 

1 

3.  Avant  d' alter  plus  loin,  il  convient  d'insister  sur  quelques  proptietes 
I  emarquables  du  symbole  N  qui  nous  seront  souvent  utiles.  D'apres  la  for* 
mule  (6)  N  et  toutes  ses  puissances  satisfont  a  T equation  binome  (4).  Onsait 
par  suite  que  la  serie  des  puissances  N*  se  compose  de  n  valeurs  differentes 
qui  se  reproduisent  periodiquement  et  qu'on  obtient  toutes  en  donnant  a  k 
n  valeurs  consecutives  qui  commencent  a  un  nombre  quelconque.  On  les 
obtient  de  meme  toutes,  niais  dans  un  autre  ordre,  ce  qui  est  indifferent, 
en  donnant,  dans  I'expression  N^,  n  valeurs  consecutives  a  A:  et  une  valeur 
arbitraire  constante  a  ^.  A  la  condition  toutefois  que  h  ne  soit  pas  multiple 
de  n  sous  la  forme  in.^  car  alors 

(9)  N^*=  N'«*=  (N")'*  =  !*■*=  1, 

car  N  satisfaisant  al'equationbinome  (4),  N"  est  egal  a  T unite* 
D'apres  cela,  dans  revaluation  de  la  somme 

A  =  i 

qui  se  pr^entera  frequemmenl,  ilfaiit  distinguer  deux  cas.  Si  A  est  multiple 
de  rij  tous  les  termes  se  reduisent  aTunite,  et  comme  ils  sont  au  nombre  de 
n,  il  vient  pour  ce  premier  cas 

(10)  2(N**)  =  «^ 

Si  au  contraire  h  n'est  pas  multiple  de  n,  cette  somme  est  celle  dfe  toutes  les 
racines  de  Tequation  binome.  Elle  est  done  egale  au  coefficient  du  terme  en 

i3. 
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x'^* ,  et  comme  celui-ci  manque,  on  a  pour  ce  second  cas 


k  =  n 


(")  2(N«)  =  o. 


k=zl 


4.  Reprenons  la  suite  de  Tintegration  et  cherchons  a  passer  de  Tinte- 
grale  (8)  de  I'equation  sans  second  membre  a  celle  de  la  proposee  (2) .  J'ap- 
pliquerai  pour  cela  sans  demonstration  la  methode  de  la  variation  des  con- 
stantes  arbltraires,  en  indiquant  par  des  accents  les  derivations.  Nous  avons 
d'abord  les  equations  derivees  simplifiees  : 


2      =^i^i     -H^a^a  -H---+^i.^«» 


(1^)      / 


Z-'  =  c,zr  -h  e.zr-h...-hc,  zrs 

puis  les  equations  de  condition : 

^i<     +  z»c;    H-  .  .  .  -h  z,&,     =  o^ 

I  ^«^'     ^"  ^*^*    ■+■...  -h  z:&^     =  o, 
(1 3) 

Ges  demieres  relations  sont  en  nombre  n — i ;  la  »"'"*  sera  fournie  par  la  sub- 
stitution des  precedentes  (12.)  dans  Tequation  lineaire  proposee.  Le  resultat 
s'obtienty  comme  on  sait,  en  substituant  seulement  les  termes  oil  les  con- 
stantes  ont  ete  differentiees.  Ceux-ci  n'entrent  que  dans  la  derniere  des  re- 
lations (12)  ;  on  a  done 

(i4)  CV,  +  CV.4-..-+zrV„=-Y. 

Le  systeme  (i 3  et  1 4)  fouroit  alors n  relations  entre  les  n  derivees.  des  con- 
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stantes-foQctions  et  il  s'agit  en  premier  lieu  d'en  effectuer  1* elimination. 

5.  Remarquons,  a  cet  efFet,  que  les  premiers  membres  rentrent  dans  un 
type  general.  Quant  aux  seconds,  si  Ton  excepte  Fequation  (i  4)  j  ik  sont  tous 
nuls,  ce  qui  suggere  naturellement  Tartifice  suivant-  Ne  considerons  que  le 
systeme  (i  3)  et  formons  le  carre  de  ses  coefficients  en  le  completant  par  une 
ligne  supplementaire  formee  d'apres  la  meme  loi : 


{,5) 


zt 

< 

z: 

•  •  • 

zl 

z.' 

z.' 

z; 

•  •  • 

K 

•    •    • 

•    •    •     • 

•       •      •        4 

•  •  • 
»  •  •  • 

•  •  •  • 

•    •    ■ 

<-• 

•    •    •     • 

•      •      • 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  •  • 

zT 

c 

c 

zT' 

•  •  • 

zT' 

Le  determinant  de  ce  carre  etant  suppose  mis  sous  la  forme 

les  coefBcients  P^  en  sont  les  determinants  partiels,  et  Ton  sait  que  lorsque  les 
seconds  membres  des  equations  sont  nuls,  les  inconnues  sont  proportion- 
nelles  a  ces  quantites.  On  a  done,  en  designant  par  A  un  coefficient  indepen- 
dant  de  k^ 

Si  le  systeme  etait  borne  aux  equations  (i3),  qui  sont  moins  nombreuses 
que  les  inconnues  et  n'en  peuvent  faire  connaltre  que  les  rapports,  A  reste- 
rait  arbitraire.  Mais  nous  avons  pour  le  determiner  Tequation  (i4)«  En  y 
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substituant  ces  valeurs,  elledevient 

d'ou 

Y 


A  = 


2  p.<-'I 


et  par  suite,  pour  la  valeur  generate  de  nos  inconnues, 

P  Y 

{i6)  c\=—^ / 

2   P.C' 

II  nous  faut  done  connaitre  1' expression  des  determinants  partiels  P. 
6.  Chacun  d'eux  est  una  somme  de  termes  de  la  forme  : 

HZ  J6|  Z^  ZTj  Z^  •  «  •  Z^      9 

•oil  les  accents  indiquent  des  derivations  et  oil  les  indices  doivent  etre  per-- 
mutes  de  toutes  les  manieres.  II  faut  pourtant  bien  noter  que  le  facteur  z^ 
manque  dans  tous  les  termes  de  chacun  des  determinants  P^  et  le  facteur  2"~* 
partouty  d'apres  la  nature  connue  des  determinants  partiels. 

Or  Zf^  est  une  exponentielle  (7)  qui  se  conserve  dans  toutes  ses  derivees 
avec  divers  coefficients.  Faisant  pour  le  moment  abstraction  de  ces  derniers, 
la  partie  qui  contient  x  sera  pour  le  terme  mentionne  ci^^dessus 

5auf  le  facteur  ^  ^y  ce  que  je  mets  en  evidence  de  la  facon  suivante : 

e  =  c  . 

Ce  facteur  etant  le  meme  dans  tous  les  termes  qui  constituent  P^^  on  aura^ 
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en  designant  par  Q^  la  somme  des  coefficients, 

expression  ou  x  est  mis  completement  en  evidence,  ce  qui  va  nous  per- 
mettre  d'effectuer  Tintegration  de  c\ ,  sauf  a  determiner  ensuite  Q. 

7.  Reportons  cett»  valeur  dans  celle  (i6)  de  c\ ,  il  vient 


ci  =  - 


■.^A'^-Fl 


I     ' 

Supprimant  aux  deux  termes  le  facteur  commun 

N(N»-i) 

il  reste  simplement 


2!Q..c'.e-^'^' 


Mais  si  nous  differentions  n  —  i  fois  Texpression  (7)  de  z,-,  nous  aurons 
d'oii 
d'apres  cela  a:  disparatt  du  denominateur,  et  il  reste 

^*  —  n 


Q,.N^''-'J' 
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Si  maintenant  nous  integrons  ea  designant  par  K^  une  constante  absolue, 

Q* 


Q=K,-^ 


2  Q.-N'"-"' 


if'-''' 


Ydx, 


x^  est  une  limite  arbitraire,  que  Ton  devra  prendre  egale  a  zero  pour  siin- 
plifier  les  calculs  ulterieurs,  toutes  les  fois  que  cela  sera  possible  sans  rendre 
les  expressions  infinies.  Mais,  pour  plus  de  generalite,  je  laisserai  x^  queK 
conque.  Si  maintenant  on  substitue  dans  I'integrale  (8)  qui  conviendra  des 
lors  a  Tequation  avec  second  membre, 


(17) 


-=2  K...«-  -2  - 


Q.c 


N*; 


2   Q'N 


£' 


,-N»x 


.Ydx\ 


(n-l)i 


8.  II  s'agit  maintenant  de  trouver  I'expression  de  Q^.  Rappelons-nous 
pour  cela  la  maniere  dont  se  sont  introduites  ces  quantites.  G*est  en  suppri- 
mant  dans  les  determinants  partiels  P^  du  carre  (i5)  la  partie  exponentielle 
et  ne  conservant  que  celte  qui  provient  des  exposants  par  la  derivation.  II 
est  facile  de  voir,  d'apres  cela,  que  les  quantites  (^  seront  les  determinants 
partiels  du  carre  suivant  qui  differe  du  premier  en  ce  que  les  termes  z^  sont 
remplaces  par  le  facteur  N'*  qui  provient  de  la  derivation 


(18) 


...  N«- 
...  N'-- 
...  N»-- 

j^(»»-»)i 

j^(»-s)j    J^(ii-a)s 

...  N<^"" 

J^(n-l)l 

J^(<»-|)»    J^(it-Oi 

...  N"^"- 
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Designons  par  D  le  determinant  total  et  ecrivons-Ie  ainsi  : 

.(N^— N')(N*— N')...(N^»— N*)(N'«-*— N') 


Cette  forme  n'est  pas  nouvelle>  mais  seulement  1' usage  que  j'en  fais  dans  le 
cas  actuel.  On  Ta  deja  presentee  conime  expression  symbolique  d'un  deter- 
minant en  general;  mais  ce  qui  est  particulier  a  notre  theorie,  e'est  que  les 
caracteristiques  des  termes  du  carre  etant  de  veritables  exposants,  Texpres- 
sion  n'est  plus  seulement  symbolique,  mais  represente  le  determinant  avec 
la  notation  exponentielle  ordinaire. 

Si  Ton  suppose  ce  produit  developpe  sans  qu^on  effectue  aucune  reduc- 
tion,  il  devra  s'identifier  avec  le  determinant  complet 

(19)  Dr^Q.N^-'+Q^N^^-^H-...  4-Q,N''^"-^\ 

Mais  si  nous  mettons  a  part  les  facteurs  qui  renferment  N"*^*  >  nous  pouvons> 
en  designant  par  D'  une  partie  independante  de  N"""',  mettre  D  sous  la 
forme 

(20)  D  =  ly .N'-'  •  (N"-— N^)  (N"-*— N') . . .  (N'^'— N"-'). 
Supposons  cette  demierfe  expression  developpee  de  la  maniere  suivante 

D  =  D' . {R,  N"-*  +  R, N*^''-'^  . . -h  R^N" ''~'i 
L'identification  s'operera  en  posant 

II  nous  importe  peu  de  connaitre  D';  car  apres  substitution  dans  Tequia* 
lion  (17)  D'  se  trouvera  aux  deux  termes  des  fractions  et  disparaitra  delui* 
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meme  puisqu'il  est  independant  de  k.  W  reste  done  seulement^  trouver  R^ : 
e'est  ce  qui  va  devenir  tres-simple  a  Taide  de  I'artifice  suivant. 

9.  Je  remplace  pour  plus  de  clarte  N'*"*  par  le  symbole  t  dans  Texpres- 
sion  {20)  de  D,  qui  deviendra 

D=D'.F(0,- 
en  posant 

F  {t).=  t{t—  N^)  (^  _  N* )  (<  —  N') . . .  (« —  N"-^), 

R;^  sera  precisement  le  coefficient  de  <*  dans  le  developpement  de  F(^). 
Or  N^,  N\  N%,..,  N"-^  sont  (6)  les  racines  de  I'equation  binome 

r—  I  =  Q, 

en  remarquant  toutefbis  que  la  deruiere  N""*  manqoe  dans  la  serie.  On  a 
done,  en  supprimant  le  facteur  correspondant  t — N""',  et  introduisant, 
au  contraire,  le  facteur  t  qui  figure  dans  F  {t)y 


nt)='-^. 


Nous  simplifierons  encore  en  remarquant  que  puisque  N  satisfait  a  Tequa- 
tion  binome,  on  a 

N''=  I,     N^-^^ziN-*, 
d'oii,  en  multipliant  les  deux  membres  par  N^ 

Si  maintenant  on  efFectue  la  division  comme  si  N<  etait  une  variable 
unique,  il  vient 

F  {t)  ==:  Nf  +  N^  ^^  +  N' «'...  +  N'-i'V 
et  comme  le  coefficient  de  f*  doit  etre  R^, 
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10.  Nous  avons  done  enfin 
et,  par  suite,  pour  transformer  Texpression  (17), 

■     ■         ■    > 3SI     ■■  SSS   ■  =  ^ 

»  n  «  .  // 

I  1  .1 

d'apres  la  formule  (10). 

Par  cctte  reduction  la  valeur  de  z  devienl  completement  explicite 


(^0  z=^^\^.e^'^\-),^^^^ 


et  il  ne  reste  plus  qu'a  determiner  les  constarttes  arbitraires.  Mais  avant 
d'aborder  cette  seconde  partie  de  la  question,  je  completerai  rapidem'ent  une 
recherche  qui  vient  d'etre  ebauchee  en  passant. 

H.  Bien  que  la  valeur  complete  du  determinant  D  du  carre  (18)  ne  nous 
ait  pas  ete  indispensable,  elle  est  trop  elegante  pour  elre  passee  sous  silence. 
Connaissant  les  determinants  partiels  Q^^,  D  s'en  deduit  par  la  formule 

n  n 

I  I 

n  n 

=  d'.2IRa-N'"-"M  =  d'.2^n*.n<"-"*| 

I  1  • 

n 

=  iy.2{N"*l =«!>'. 

I 

d'aprfes  (10).  Or  il  est  clair,  d'aprfes  la  maniere  dont  D'  s'est  introduit,  que 
c'est  le  determinant  du  carre  qui  se  deduit  de  {18)  en  supprimant  la  colonne 
de  droite  et  la  ligne  inferieure.  Si  done  nous  representons  D  pary(Ai),  D'  le 
sera  pary(/i  —  i),  et  la  derniere  relation  devient 

/(„)==n./(^-i), 

prenantainsi  la  forme  d'une  equation  aux  differences  finies*  Son  integrale 

.4. 
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sera 

f{n)  =1.2.3...  n.f[i). 

Pour  avoir  Tintegrale  generale,  il  &udrait  reinplacery(i)  par  une  foncUon 
periodique  arbitraire.  Mais  pour  avoir  au  contraire  I'integrale  particuliere 
qui  convient  a  la  question  aetuelle,  il  faut  remarquer  quey(i)  etant  le  de- 
terminant du  carre  reduit  a  son  terme  de  Tangle  superieur  de  gauche,  est 
egal  a  I'unite;  de  sorte  qu'on  a  simplement 

D  =  I  .  2 . 3 .  .  .  Al. 

SECONDE    PARTIE. 

Determination  des  constantes. 
12.  Je  reprendsla  formule  (21) 

I  I  '  '•  ' 

et  je  fais,  pour  abreger, 
On  aura  alors  simplement 

I 

DifTerentions  n  —  i  fois  et  (aisons  :c=  a;^,  il  viendra 

L 

H 


2(N^''-''*K,e'^'-^'j  =  ,p''-(a;,). 


d'une  fonction  quelconque.  109 

Si  Von  prend  pour  plus  de  simplicite  comme  inconnues  auxiliaires 

d'ou  Ton  deduira  plus  tard 
ces  equations  deviennent 

Elles  sont  au  nombre  de  n  et  permettront  de  trouver  les  n  inconnues  a  Faide 
d'une  elimination  que  la  theorie  des  determinants  va  encore  nous  mettre  en 
etat  d'effectuer  assez  simplement,  quoique  les  seconds  membres  ne  soient 
plus  nuls. 

13.  Je  designe  par  A  le  determinant  du  systeme  et  je  le  suppose  mis 
sous  la  forme 

Cette  expression  formera  le  denominateur  commun  de  toutes  les  inconnues, 
et  chaque  numerateur  s'en  deduira  en  remplacant  le  facteur  N'^  par  le 
terme  connu  correspondant  ^'  {x^).  On  aura  done 


2:|A,r(^o)| 


H.  =  j^ 


Mais  on  peut  encore  ici  mettre  A  sous  la  forme 

et  alors  si  Ton  pose 

*  [t)  =  (t  —  N«)  {t  —  W)  ...{t  —  Hi'-*)  (N*^*—  ^) . . .  (N'^-'  —  t), 
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et  qu'on  developpe  ainsi 

*  { 0  =  Bo « •  +  B , « ^  + .  .  •  4- B,^ .  <-• ; 
on  aura  pour  identifier  les  deux  valeurs  de  A 

A,=  A'N*B,; 
et,  par  suite,  A'  disparaissant, 


n— I 


2;|N'B,9'(a:,)! 

O 

Mais  on  pent  ecrire  : 

♦(')=±^. 

car  tons  les  binomes  tels  que  t  —  N'  composent  le  premier  membre  die  Te- 
quation  binome  t"  —  i  =  o,  le  binome  t  —  N*  manque,  et  enfin  une  partie 
des  facteurs  se  trouve  changee  de  signe.  Celui-ci  depend  uniquement  de  la 
parite  den  —  ^  et  en  aucune  facon  de  i.  Mais  on  pent  transformer  ainsi 

et  en  effectuant  la  division 

*  (0  =  ±  N-*1  N-^-*  .  f«  +  N-'-* ,  ^^  -+-...  +  N-^"-*^* .  /«-'  u 

d'oii  il  suit 

N*B,=  ±N-\ 

Substituant  enfin  dans  la  valeur  des  inconnues  H  le  double  signe  disparatt 

n — I 


2|N-'*  .   N'-'l 
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et  comme  le  denominateur  se  reduit  a  /i, 

n— I 

(23)  H*  =  ^i;iN-".<p'(*.)|. 

'  O 

14.  II  s'agit  maintenant  de  faire  disparaitre  la  quantite  auxiliaire  <p.  Pour 
le  faire  simplement,  j'introduis  momentanement  les  deux  abreviations  sui- 
vantes 

(24)  ij{^)  =  N>.€N'^  f'e-^^Ydjc, 

II 

(25)  X(^)^1Hj{^)\- 

I 

On  aura  d'apres  cela 

(p(^)=zH-  ^Xi^)l 

diflferentiant  i  fois  et  faisant  x  =  Xqj 

(26)  ^'(a;.)=z'„4-i;e'(^o). 

Or  je  dis  de  suite  que  la  seconde  partie  s'annule  d'elle-meme. 

Remarquons  pour  cela  qu'en  difTerentiant  (^4)  on  a  identiquement 

et  par  consequent  par  des  difTereiftiations  successives  de  (2  5) 

I  I 

I  I 

n  n 

Z'"=^\N'^4'i ■+■  N*''Y'  -hN^Y"]  =  21  N'''4/+  N"' Y  -f-  N'^' Y'  -+-  N>Y" |, 
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et  generalement 

/=« 

ce  que  j'ecris  ainsi 

Mais  pour  connaltre  toutes  les  derivees  qui  nous  sont  necessaires,  nous 
n'avons  a  faire  varier  i  que  de  i  k  n  —  i ;  nous  sommes  done  surs  que  j 
n'est  pas  accompagne  d'un  multiple  de  n  et  des  lors  (II)  que  toutes  les 
sommes  de  puissances  de  N  s^annulent  identiquement;  il  ne  reste  ainsi  quele 
premier  terme 

Si  Ton  fait  actuellement  a?  =  o,  comme  4y  (^o)  ^st  nul  quel  que  soity  comme 
contenant  en  facteur  une  integrale  prise  entre  x^  et  a?,  on  a,  comme  je  Tavais 
avance, 

quel  que  soit  L 

Gela  reduit  la  formule  (26)  a 


On  a  done  (!^3) 


et  par  suite  (22) 


^'K)  =  2;. 


H*  =  ^  2  IN-41, 


1     -N'*. 


K*-^     •  2  iN-Xl, 
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etenfin  (21), 


k=^n  I 


.=0  '     A=. '  •  ; 

IS.  Gette  formule  est  actuellement  completement  explicite,  mab  on  peut 

ia  reduire  a  une  forme  plus  simple,  et  faire  disparaitre  I'un  des  signes  2 

superposes.  Gherchons  pour  cela  a  effectuer  la  somme  interieure. 

En  derivant  n—  \  fois  I'equation  (i)  et  faisant  partout  a;  =  a;,,  il  vient 

2.    =7o   -^-X    -^f:    ^■'-■^y7^ 


C  =r:"  H-/!"-'  +r!;""*  H--  •  •+y"^"'"S 

et  par  suite 


ce  qu'on  peut  ecrire  de  la  maniere  suivante,  d'apres  (9) : 

r,  -H  N"  V.      ^  N-"x     + .  •  • + N-"-'^  Vr' 

-r  J:^  y ,  » 

serie  completement  continue.  Si  done  on  pose 
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on  aura  simplement 

i=n— I 

et,  par  suite,  rmpreisi<m  definitive 

(27)       nz  =  2^^'^""'*^-Z*K)|--2{N*e"*'jr  e-N*-Y.£rj. 

TROISIIEME    PARTIB^ 

Metkod$  (Ureet€. 

16.  La  forme  a  laquelle  nous  nous  Boimnes  arrAtes  pent  suggerer  Tartifice. 
suivant  qui,  quoique  assex  detourne,  evite  le  circuit  long  et  laborieux  que 
nous  a vons  parconru . 

Je  pose  directement 

Je  fais  varier  &  de  i  a  /i  et  j'ajointe.  II  s'eiiwit  une  serie  de  termes  de  la 
forme 

Asia 

y.2tN-n. 

Si  /  est  multiple  de  ^,  ce  t^rme  Be  r^duira  k 

sinon  il  s'annule  identiquement  (10  et  it).  U  ne  reste  ainsi  que les  termes 
qui  composent  la  serie  (i)  multiplies  tons  par  ti.  On  a  par  suite 

I 

La  recherche  de  z  est  done  ramenee  a  celle  de  Z.  Mais  celle-ci  est  infini^ 
ment  plus  simple ,  car  elle  ne  depend  que  d*une  equation  dn  premier  ordre< 


d'une   FONCTION  QUBLCONQUE.    ^  Il5 

17.  On  a  en  efFet,  en  prenant  la  derivee, 

etpar  suite,  dapres  (9)  et  (3), 

(28)  Z  —  N-*  Z'  =7—  N-^'^**y^'^  =^7  _  j("»+o«  _  Y, 

equation  lineaire  quia  pour  integrale  generale 

Z* {x)  =  e^^\K,  —  N*  Te-^'^Ydxl 
Pour  determiner  la  constante,  faisons  j?=  a^^,  il  viendra 

d'ou 

et  par  suite 

En  rempla^nt  dans  la  formule  precedente  il  vient  enBn, 

I  1  * 

Ce  qui  reproduit  exactement  la  meme  valeur  (27). 

Series  inddfinies^ 

18*  L'expression  (27)  renferme  une  somme  de  n  termer,  landis  que  la 
proposee  est  une  somme  de  m  H-  i  termes.  II  est  clair  que  si  Ton  avait  reel* 
lement  a  appliquer  cette  formule,  ce  serait  en  general  a  des  derrv^ees  sesucce- 
dant  par  courts  intervalles  et  pour  un  nombre  notable  de  ces  derivees ;  n  se* 
rait  done  de  beaucoup  inferieur  a  m  et  par  suite  la  formule  (27)  beaucoup 
plus  simple  que  la  proposee  (i). 

La  transformation  devient  tout  a  fait  indispensable  si  Ton  veut  pousser 
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la  serie  jusqu^a  Tinfini,  c'est-a-dire  trouver  la  somme  du  developpement 

J"y        d^^'j       d*y 

en  supposant,  bien  entendu,  que  les  conditions  de  convergence  soient  rem- 
plies  pour  les  limites  dans  lesquelles  on  fait  varier  x.  On  passera  de  la  for- 
mule  (i)  a  celle-ci,  en  faisant  m  =  oo  ;  mais  alors  Y  se  reduit  a  j  (3)  puis- 
que  la  derniere  derivee  doit  tendre  vers  zero,  si  la  serie  est  convergente. 
Si  done  on  pose 

on  aura 

n  n  X 

(29)    ««=2k'^*^''"-'"'-u.K;;  -2{N*e^""X  ^'""'y^^]' 

19.  Si  Ton  se  proposait  de  m^me  de  trouver  la  somme  de  m  integrates 
d'une  fonction  prises  de  n  en  »,  en  les  prenant,  pour  fixer  les  idees,  sans 
constante  ou  entre  des  limites  fixes ,  il  n'y  aurait  pas  la  de  question  nou- 
velle.  II  suffirait  de  prendre  pour  la  fonction  y  la  derniere  integrale  et  d'ap- 
pliquer  la  formule  (27). 

Mais  ce  moyen  ne  serait  plus  praticable  si  Ton  envisageait  la  serie  in- 
definie 


/(»;  ,'*i2n)  /.(Jh) 


en  la  supposant  encore,  bien  entendn,  convergente.  On  arrivera  pourtant 
rapidement  au  resultat  par  un  artifice  analogue  au  precedent. 
Posons  encore 

nous  en  deduirons 

11 
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Mais  on  a  identiquement 

V  — N-*.V'=  — J, 

equation  qui  ne  differe  de  (28)  que  par  \e  changement  de  Y  en  — y  et  qui 
donnera  par  suite 

ft  n  X 

(3o)         n.  =  2 1  e"^"^"-^*' .  V,  {x\)  1  +  2 !  N*  ^"'^  /  e'^'^rdv  I        ' 

20.  Si  les  deux  series  precedentes  ont  une  somme,  il  en  sera  de  meme 
de  la  serie  double 


et  Ton  aura  evidemment 

Mais  si  Ton  remarque  que  la  seconde  partie  des  formules  (29)  et  (3o)  dis- 
parait  alors  identiquement,  il  restera  seulement 

n,v  =  2i  ^'''''-'•^  [U,K)  +  V,  (.r  J]i. 

1 

Si  done  on  pose  encore 
on  aura  simplement 

n 

I 

Cette  expression  est  independante  de  j  et  sera  par  suite  la  meme  pour 
toutes  les  fonctions  possibles ;  si  ce  n'est  que  la  valeur  des  constantes  pourra 
changer,  car  la  nature  de  j  influera  sur  leur  determination.  Ce  fait  etrange 
s'explique  assez  naturellement,  car  la  serie  (v  satisfait  evidemment  a  la 
relation 

d"w 

fix"*  ^ 


Tl8     MEMOIRE    SUR    LA    fiOflllfATlON    DES    i^iRlTEEd    BT    DES    INTEGRALES 

et  celle-ci  est  independante  de  la  forme  de  y  qui  n'influcra  que  sur  k 
determination  de  ses  eonstantes. 

AppUeatums. 

21.  Pour  montrer  une  application  de  ces  formules,  Je  cotisidererai  un 
exemple  simple  relatif  a  la  serie  (3o),  pour  laquelle  femploierai  la  limite 
a?,  =  o, 

Je  prends  le  premier  terme  egal  a  Tunite,  et  la  serie  devient  par  la 

1^=  1  + 


i.a.3...n        1.2*3. ..an         i.2.3«..3n 

On  sait  qu'elle  est  coirvcrgcnte  quel  que  soit  x.  y  representant  la  n""'  deri- 
Tee  du  premier  terme  qui  est  F unite  s'annule  et  fait  disparaitre  toute  la 
seconde  partie  dela  solution.  II  reste  seulement 

.  =  L2|e^--,V,(o):|. 

i 

Mais  V^  {x)  a  pour  premier  terme  Tunite  et  tons  les  autres  sont  des  puis- 
sances de  X.  On  a  done  V^{o)  =  i  quel  que  soit  k^  et  par  suite^  en  rendant 
aN  sa  valeur  (5), 

Gomme  cas  particulier  faisons  n  =  4«  La  serie  est  alors 


1.3.3.4        1.2.3.4-5.6.7.S 
Les  quatre  valeurs  de  N*  sont 

'ce  qui  donne  pour  la  somme, 

4 

valeur  qu'on  pent  verifier  identiquement 


=  ^(^^4-^-1-  2  coso:  j  ? 
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22.  11  est  facile  de  deduire  de  la  une  serie  plus  generale.  Car  en  diffenen- 
tiant/7  fois,  il  vient  d'un  cote 

x'^-p  x*""'*  x'"^'' 


1.2.3..-  («  —  />)        1.2.3. ..  (2/1— p)        1.2.3...  (3n  —  /^) 
et  de  Tautre 


\e 


Si  done  on  fait,  pour  simplifier, 

on  obtient  la  somme  de  la  serie  suivante : 


n aAr(n-y):rV^-T| 


1. 2. 3... 7        1.2.3...  (94- «)        1.2.3...  (7  -f-  2/1) 

n     I 

Generalisation. 

25.  On  peut  donner  une  certaine  extension  a  nos  formules  goieiales  en 
afFectant  leurs  termes  successifs  de  coeffieients  en  progression  geometrique 
qu'on  peut  m^me  prendre  tons  positifs  ou  de  signes  altematifs.  Je  me  con- 
tente  de  faire  ee  calcul  pour  la  formule  (i)  qui  comprend  toutes  Jes  antres 

A  cet  eflet  je  pose 

S,(:r)=j+N-'.v/J.*-f-N-".v/«-.;g  +  ... 


I20     MEMOIRE    SUR    LA    SOMMATION    BES    D^RIVEES    ET    OES    INT^GRALES. 

j'en  deduis  d'une  part  • 

n 
I 

et  d'autre  part 

equation  qui  ne  difFere  que  par  le  coeflScient  constant  de  (28)  et  qui 
donnera 


et,  par  suite, 

J 


Si  maintenant  nous  explicitons  completement  cette  formule,  il  viendra 

I    \  , 

J,.   ^  .[r      «      ^(«+.,»J  ). 

QUATRlilME    PARTIE* 

Mithode  gSnerale  pour  la  reduction  des  series. 
24.  Les  proprietes  remarquables  de  la  quantite 

N  =  e    "     , 
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qui  sont  exprimees  par  les  equations  (lo)  et  (i  i)  permettent  de  formuler 
une  methode  generale  pour  reduire  les  series  a  une  partie  de  leurs  termes. 
La  question  sera  celle-ci :  Connais^nt  une  serie  terminee  ou  non  terminee^ 
mais  alors  convergerite 

/[x)  :±=  flt^  -+-  a,  a;  ■+•  a,  a:*  -h  a,  ;r'  -t- .  . .  ^ 

oil  a,  depend  d'une  nianiere  quelconque  de  i^  en  deduire  la  serie 

Si  tous  les  termes  deysont  positifs,  il  est  clair  que  cette  serie  etanl  supposee 
convergentfe,  (p  le  sera  de  meme.  S'ils  ont  des  signes  differents,  cela  aura 
encore  lieu  le  plus  sou  vent,  mais  il  sera  necessaire  de  s'en  assurer  dans 
chaque  oas.       ' 

Si  je  change  x  en  a:N*,  il  vient 

/(^N*)  =  ao  +  a,  :cN*  +  a,  ^*  N^*  -^  .  . . ; 

faisant  varier  k  de  i  a  /z  et  ajoutant,  le  premier  membre  prend  la  forme 

I 

Quant  au  second,  il  se  compose  de  termes  tels  que 

n 

si  i  est  multiple  de  /i,  ce  terme  se  reduit  a 

sinon  il  s'annule.  II  ne  reste  done  que  la  partie  qui  constitue  ^  multipliee 
partout  par  n.  On  a  par  suite  pour  la  somme  cherchee,  en  restituant  a  N 
sa  valeur, 

n(      /      2A^/rT\l  (-) 

(3i)  P{^)=\^\/\^e      "      )\ 

1 

(*)  On  verra  avec  inter^t  des  fortnules  tres-etendues  de  M.  Frenet  sur  des  questions  analogues > 
dans  les  M6moires  de  V Academic  des  Sciences y  Lettres  et  Arts  de  l^on;   i856. 
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25.  Si  Ton  veut  plus  generalement  faire  commencer  la  serie  a  un  tevme 
quelconque,  on  pourrait  le  prendre  pour  premier  terme  de  la  serie  proposee 
en  retrancbant  ce  qui  le  precede  de  /.  Mais  il  est  facile  de  conserver  la 
meme  loi. 

II  suffira  en  effet  de  faire  en  sorte  que  pour  le  premier  terme  de 

L'exposant  de  N  s'annule  dans  le  developpement  de/i  cequ'on  realisera  en 
multipliant  toute  Tequation  par  N~^*.  On  aura  ainsi  identiquement 

N-p'f{xN')  =  a,  N-^*  -+-  a,  N^"^'^*^*  x+a^  TH^"^'^' x'  + 

d'oii  on  deduira  de  meme  en  faisant  varier  ^  de  i  a  /i,  ajoutant,  puis  resti- 
tuant  a  N  sa  signification, 


(3:*) 


26.  Si  on  se  proposait  de  rendre  les  signes  alternatife  de  la  maniere 
suivante 

X  {X)  =  a^x^  _  a^o:^"  +  a^.^x^^^'^  -  a^^,,  oT^^^..., 

on  pourrait  evaluer  separement  les  parties  positive  et  negative  par  la  me- 
thode  precedente  en  changeant  /i  en  2  w  et/7  en/?  et/?  -+-  w  etles  retrancher. 
Mais  il  y  a  un  procede  direct. 

Renfiarqi>ons  wi  effet  que  Texpression 


Aime 


n 

e 


a  pour  n      puissance 

w—  , . 

e  =  cos  TT  4-  y  —  I  sm  TT  =  —  i , 

de  sorte  que  la  serie  de  ses  puissances  prises  successivement  de  n  en  n  donne 
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—  1  el  -H  I .  On  aura  done  identiquement 

€t  en  rendant  a  4  c*  N  kurs  valeurs 
(33)         X{^)^ie        "     2h 


Appiic€Ltions . 

27.  Appliquons  cette  methode  a  la  serie  generate  de  Taylor  ou  h  designe 
une  constaate  arbitraire ; 

Nous  aurons  d'abord  (3 1 ) 

/(A) + 0^ .  ^qii_ + ^.. .  ^aM_  ^. . . . 

^  ^    '  I. a. 3. .  ./I  i.a.3. .  .a  n 

En  second  li^,  d^apres  (82), 

i.2.i..*p  i.a.3.. .  (/E?4-n)  i.2.3» . .  (^-t- aw)  ••-.* 

I 

enfln,  d'?ipres  (33), 

i.a.3...;;  i.a.3. .  .(^-H/i)  i. a. 3...  (/?-+- a ^i) 


=  j^e  J^\e  fixe 


i6. 
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28.  Pour  verifier  cette  formule  sur  un  cas  particulieri  considerons  le  de* 
veloppement  du  logarithme  neperiep  qui  peut  etre  employe  pour  les  valeurs 
de  X  inferieures  a  T  unite 

log  ( I-h  0?)  =  f  —  ^  -+- y  —  I  +  .  .  .  , 

ct  appliquons-Tui  la  formule  (3i).  II  vient,  d'une  part,  suivant  que  n  est 
inipair  ou  pair, 

Y*i  t^in  •mSK'  M4n 

^  ^    '  n  an  3/1-         in 

et  de  Tautre, 

n 

I 

cette  expression  est  susceptible  de  nombreuses  reductions. 

n 

Si  nous  representons  pourcela  par  JJ  le  produit  de  n  facteurs,  de  meme 

I 

n 

que  ^  en  indique  la  somme,  nous  aurons 

I 

n  n 

2{log(n-a;N*)t  =  logIIU  +  *N*{; 

I  I 

d'oii,  en  posant  j?  = % 

1  I  V 

et  comme  le  second  produit  n'est  autre  que  le  premier  membre  y —  i  de 
Vequation  binome  dont  N*  represente  les  raeines, 


n{i-^a:N*f==2^=i-l:  =  i±^-, 
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suivant  que  n  est  impair  ou  pair.  On  a  done  enfin 
ou  sous  une  forme  equivalente 


^(x)  =  logv^i  zho:". 

Ce  resultat  est  evident.  II  sufHt,  pour  le  verifier,  de  remplacer  dans  le 
developpement  de  log  (i  -h  a:),  :r  par  ±  a?",  et  de  tout  divider  par  n. 

Je  ne  m*arrete  pas  a  d'autres  exemples,  qu'il  est  facile  de  multiplier  d'a- 
pres  les  principale&  series  connues.  Je  ne  vouiais  ici  qu'une  verification. 

Generalisation . 

29^  Bien  que  les  series  qui  procedent  suivant  les  puissances  de  la  variable 
soient  les  plus  importantes,  on  en  a  cependant  considere  d'une  autre  forme, 
et  rien  n'empeche  d'en  imaginer 

f{x)  =  1*0  H-  u,  H-  ttj  -h  a,  -f- .  .  . , 

qui  procedent  d'apres  une  fonction  quelconque 

Ui=V{x,i) 

de  la  variable  et  d^une  constante  t,  a  laquello  on  donnc  pour  valeurs  la  serie 
des  nombres  naturels.  La  methode  precedente  convient  a  une  dasse  tres- 
etendue  de  ces  families  de  series. 

II  sufBt,  pour  cela,  que  la  fonction  caracteristique  F  soit  homogene  en  ,r 
pour  le  multiplicateur  N*;  je  veux  dire  qu  elle  satisfasse  a  la  condition     , 

F(a:N%«)  =  N'*F(a;,/), 
ear  on  aura  alors  identiquement, 
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et  Ton  en  deduira,  camme  ci-dessus,  les  formules 


■(. 


iAr  w 


^M 


I 

I 

\e         "       /\xe       -         )]. 


I  n 


30.  Pour  nous  rendre  compte  de  la  portee  de  cette  generalisation,  cher- 
chons  en  terminant  la  forme  la  plus  generale  que  comporte  la  foiiction 
caraeteristique  F.  La  condition  qui  la  definit  est 

posons 

X  =  N*^ 

il  viendra 

FiN*^^*M  =  N'*.F|N*^}, 

equation  aux  differences  finies,  lineaire  et  a  coefficients  constants,  dontTin- 
tegrale  generale  est 

F  ( N*^)  =  N'*-^ .  $  (sin  2  ttj,  cos  2 Try)  ; 

en  designant  par  $  la  fonction  periodique  arbitraire  qui  doit  la  completer. 
Si  nous  rendons  maintenant  a  j  sa  valeur  en  logarithmes  neperiens, 

log  X      71  log  X 

il  vient 

>et  comme  u^  depend  en  outre  de  i  d'une  maniere  quelconque,  on  a  la  forme 
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generale 

u.=:  a*  ,(S^\ij    sin— 7=^,    cos — ;==}> 
I  k  V—  I  k  >l—  I J 

oil  jes  imaginaires  pourront  etre  evitees  par  I'emploi  des  exponentielles  sons 
la  forme 

n  H  n 


u^=^af  .<t>\i<,  x^-hx    ^,  x^ — X   *). 

Le  cas  le  plus  simple  sera  celui  ou  u  serait  independant  de  k.  II  faut,  pour 
oeia,  que  ^  le  soit  de  x,  et  Ton  a  simplement  alors 

u,  =  x^.9{i); 

ce  qui  correspond  aux  series  procedant  suivant  les  puissances ,  que  nous 
avons  envisagees  d'une  maniere  speciale. 


m£moire 


SUR 


LES  SURFACES  DONT  LES  RAYONS  DE  COURBURE, 

EJV    CHAQUE   POINT, 

SONT  t(sM}\  ET  DE  SIGNES  CONTRAffiES; 


/ 
Par  M.  E.  CATALAN    *>. 


L'lllustre  Monge  a  trouve,  le  premier,  Tintegrale  generale  de  I'equation 
tlu  second  ordre  a  laquelle  sati&font  les  surfaces  dont  il  s'agit.  Malheureu- 
^ement,  cette  integrate  est  compliquee  d'imaginaires  qui  la  rendent,  sinon 
illusoire,  du  moins  peu  propre  aux  applications.  Aussi,  jusqu'a  present, 
ne  connait-on  qu'un  tres-petit  nombre  de  ces  surfaces,  bien  qu'il  en  existe 
une  infinite. 

En  cherchant  a  modifier,  soit  les  formules  de  Monge,  soit  la  methode  qu'a 
suivie  Legendre  pour  les  demontrer,  j'ai  obtenu,  non-seulement  quelques 
iiouveaux  exeniples  de  surfaces  minimums  (**),  mais  encore  plusieurs  sys- 
t^mes  de  formules  qui  representent,  chacun,  une  infinite  de  ces  surfaces, 
et  qui  ne  donnent  aucun  lieu  imaginaire.  En  outre,  jemontre  comment  on 


(* )  Les  recherches  suivantes  out  paru  ,  en  extrait,  dans  les  Comptes  rendus  de  I' Academic  des 
xSciences (tome  LXI,  page  1019).  Anterieurement  h.  cette  publication,  M.  Bonnet  avait  donne,  dans 
Sememe  recueil  (tome  XXXVII,  page  53 1),  des  formules  relatives  k  Tintegration  de  Tequa- 
lion  (A);  mais  je  n*en  ai  fait  aucun  usage,  et  d*ailleurs  je  les  avais  entierement oublii^s  au  nio- 
nient  oix  je  presentais  mon  Mcmoire  a  I' Academic  (3  dccembre  i855). 

(**)  Cette  denomiuation ,  qui  rappelle  un  probleme  elran^^er  A  Tobjet  de  ce  Memoire,  nous  sert 
aeulement  k  eviter  une  periphrases 
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devra  prendre  les  fonctions  arbitraires  pour  obtenirdes  surfaces  algebriques^ 
egalement  en  nombre  indefini. 

J'ose  esperer  que  mon  travail,  tout  incomplet  qu'il  soit  encore,  sera  fa- 
vorablement  accueilli  par  les  geometresv 

I. 

Transformations  diverses  de  V  equation 
(A)-  (IH-/^")*—  ^pq^  -^  (iH-  f)r  =  o. 

1 .  Le  prenrier  membre  est  identiquement  egal  a 

{i-hp^  -hq^)t'h  (i-  +/?'  -H  q^)r  —  q  (qt  -^  ps)  —  p  {pr  +  qs). 
Or, 

qi-^ps—^  ^  ,     pr-\rqs—^  ^  , 

done,  en  divisant  par  ^i-hp^-hq^y  on  pent  mettre  T equation  {A)  sous  la 
forme 


ou  encore  sous  celle-ci 

d. 


^i-^p*-hq*  ^i  +  p*  +  q* 

(B)  3J • ^ =o- 

Cette  nouvelle  relation,  dont  I'interpretation  geometrique  est  facile, 
exige  que  les  quantites  .  ^.  et  ,  ~^  soient  les  d^rivees  par- 
tielles/>,  ,  q,,  d'une  fonction  inconnue  z,.  En  d'autres  termes, 

/,\  p  dzj  

u\  —9 :^_  „ 

En  posant,  pour  abreger^ 

(3)  ^    R  =  \/'-/'?-7!, 


SONT    EGAUX 

ET    DE 

SltiNES 

CONTBXIRES. 

on 

conclut 

;,  desforinuIe8(i)  et 

■  (a), . 

(4) 

p  = 

.  9« 

R 

> 

(5) 

—y^ 

R 

D'ailleurs, 

dy' 

=  ^ ;  done 

R  (t  - 

dy)- 

■P^ 

dx 

-f-^. 

rfR 

i3i 


oil 


ou  encore,  en  posant 

^_-         f^ ^_c         ^— /. 

(C)  i^-p]) ^-^-  2/^1 9.  ^1  -i- ( I  -  9!) '•i  =^  o. 

2.  L' equation  (C)  ne  difFerant,  de  Tequation  primitive  (A),  que  par  le 
changement  de  z  en  is^  ^ —  i ,  la  transformation  precedente  parait  d'abord 
inutile.  Mais  comme,  en  vertu  des  formules  (3),  (4),  (5),  les  solutions 
reelles  de  1' equation  (C)  donneronl,  dans  certains  cos,  des  solutions  reelles 
de  I'equation  (A) ,  cette  meme  transformation  (deja  employee  par  Lagrange 
et  Legendre) ,  nous  dispensera  de  chercher  directement  ces  demieres  so- 
lutions. 

3.  Par  exemple,  on  satis£ut  a  Inequation  (G)  en  prenant 

Zi  =  arc  tang  ^- 
Adoptant  cette  valeur,  nous  aurons 

.y  X 

puis 


Sans  qu'il  soit  neeessaire  d'aller  plus  loin,  on  reconnait  que  la  fonction  z 
aura  la  forme  F  {x^  -HJ*)-  Par  consequent,  la  solution  particuliere  de 
t equation  (A),  deduite  de  theligoide  a  plan  directeur,  est  la  surface  de  re* 
volution  engendreepar  une  chainette  tournant  autour  de  sa  directrice. 

»7^ 
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4.  Pour  transformer  I'equation  (C),  appliquons  la  methode  de  Leg^ndr^, 
c'est-a-dire  supposons 

(6)  •  fe  =/'.=«; 

(7)  ^=?.=^ 

(9)  X=%- 

CO  est  une  fonction  inconnue;  et,  pour  plus  de  simplicite  dans  la  notation^ 
flf ,  /3  remplacent/7, ,  ^r, . 

En  supposant  successivement  /  et  x  constantes,  nous  obtiendrons 

da  da  ri*  w     •  d^oi    ,-, 

dQ  de,  d*u>     ,  d*v>  ,^ 


ou 


(»>) 


Jf.  = 


\dxd^)         da.*  d^* 
d*a 

Sg5^ 

\dctd^)         da*  d^* 
d*<o 

\dad^)         da*  d^* 

Au  moyen  de  ces  valenre,  on  cbange  I'equation  (C)  en 
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5.  Posons 

(i3)  a  =  ucosQj 

(i4)  ^  =  us\n9; 

nous  aurons 


(l5)  a==y/«»H-^% 

(i6)  9  =  arctang~; 

du         a 


(17) 
(18) 

(19) 
(20) 

puis, 

(21) 
(22) 


da         u 

du  j3^ 

d^  ~u' 

da        u* 

do a^ 

d^~l?' 

dv> «  </o)         P  rfw 

rf«         u  £{u         u*  d9 
dui ^  rfu         a  da  ^ 


</'&>    I  ddi        a*du>        afad*(ii         ^    <i*u  \  x^  d<^ 


«\u  du*         u*dudQ) 

(23)     /  _£/'f^_A^\ 

^       '     j  u^XudOdu        u*  d6*  J 

dad^~~         u*du~^Z\u~diJ'^l?di^B)~u*le~^^u^~dO 

(24)  /  -i/P^lfi  .  iL^\ 

^    ^     j  u*\udud$^  u*  do*  ) 

_  a^da        j3'  —  a*  da        g^  d*a       a*  —  fi*   d*  u>         ctfid*^ 

~      «'</«"•"     u»     ^  "•"  7? /iu*  "*"     u'     rfurfe      M*  rfe«' 

rf^'     ~Hdu~l?dii'^u\Z'di?'^l?dud9)'~^'^''de 

^"^^^  1  -^u\zd;:dB-^u*-d¥) 

dw  a^dv>        ^*d*a  ct^  d*a         a*  d*tit 
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On  conclut,  de  ces  dernieres  expressions, 

Par  suite,  Tequation  (D)  deviant 

6.  Si  Ton  fait 
(26) 
ce  qui  donne 


on  dbtient  d'abord 

rfft) sin'X^fci)        £i*(«> sin'X  |"sin*X  rf*&)         sinX  (2  cos*X  H- sin*i)  rfwl 

rfa  cos  X  rfX  '      rfu*  cos  X  L  cos  X  WX*  cos*  X  rfX  J  ' 

puis,  au  moyen  de  I'equation  (£), 

d*  0)         cos  X  fsin*  X  d^  ta        sin  X  (2  cos*  X  4-  sin*  A)  rfw "]         sin  X  rfo) 

"rfF  ~  wiiu  [^^  T^  "•  ^3?li  rfX  J  ~  ^3rx  rfX  ~  ^  ' 

c'est-a-dire 

^^'  d&^~'di}   "sinXcosX^SX— ^' 

7.  Pour  reduire  encore  cette  nouvelle  equation,  je  suppose 

(27)  A -4-0=  a, 

(28)  A~9  =  6; 


u 

= 

I 

sinX 

d^ 

— 

sinn 
cosX' 
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d'oii 


.  don         d(»i         dfji 

(29)  ^=^  +  55' 

,^  t  ^w rfw        d(a 

t^^)  "59  ~  ^  ~  Si' 

.«   .  '  d^(>>  £/*w  ^w  rf^w 

et  j'obtiens,  au  lieu  de  T  equation  (F), 

8.  Dans  Tequation  (E),  faisons  generalement  u  =:/{ii).  Alors 

d(M) d(ti  du        cPw  £/•&)  f  d9\^        dh>d*v  ^ 

'dil~'d^lu       'di?~'d^\dii)    '^d^du^' 

puis 

9.  Si  Ton  veut  que  le  coefficient  de-j^  se  reduise  a  Tunite,  on  prendra 


(33)  di^ 


dv^ 

du 


uy/i — M* 

Pour  integrer  cette  formule,  il  suffit  de  faire 
(34)  u=ismy. 

En  efFet,  on  trouve  ainsi 


•=-   rjy-=:-itangl7=-il""^'~"'> 


en  suppoaant  la  constante  arbitraire  egale  a  zero. 
De 


(35)  .=:_il."-^'-«* 


^     iH-y/l— ?4* 
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on  condut 


On  a  ensuite,  a  cause  de  la  -formule  (33), 
en  sorte  que  T  equation  (H)  devient 


ou 


V^  £/e»  "^  Ji^'  ~  e*"  — e-»^  "57  ~  ^'  ^  ^ 

10.  Pour  obtenir  une  derniere  transformee,  remplaqons,  dans  T equation 
(A),  les  coordonnees  rectangulaires  Xy  y  par  des  coordonnees  polaires  p,  ^. 

Nous  aurons  d'abord 

•  ■ 

(38)  /'  =  ^=-3^<^o*^-p5^«"<P' 

(09)  y=^:^  =  ^""^+p5^cos?>. 

D'ailleurs,  en  posant 

(40)         ,+;,.+,.=. ^-(gy+i,(^y=L, 

nous  pouvons  mettre  I'equation  (A)  sous  la  forme 

\dx        dy  J        2Y    dx        ^  dy ) 

'  '  ■    -  -    _         ■     ■   ■        ,  _    ...    -•  ■ —    .        ■  — 

f*)  On  pent  arriver  bien  plus  rapidement  k  cette  transformee.  En  effet,  les  formciles  (3),  (6)> 
{7),  (i3),  (i4)et  {26)  donnent  R  =  ^1  —  1/'=  >j—\  cot>.Si  I'on  veut  que  R  soit  reel,  on  doudonc 
prendre  sin  \  riel  et  plus  grand  que  I'unite,  On  satisfait  k  ces  deux   conditions   en  supposant 

A  = p  V-* ' 3  <^ar  alors  sin  a  =  cos  iv  ^—i)  = >  ou  a  =  :  comme  ci-dessos. 


SONT    ^GAUX    ET    DE    SIGNES    CONTRAIRES.  I  Sy 

Pour  calculer  les  valeurs  des  derivees  partielles  contenues  dans  le  premier 
membre,  il  suffit  de  remplacer,  dans  les  formules  (38),  (Sg),  z  par  /;,  q^  L. 
Consequemment, 

dp        dp  I  dp   . 

^  =  5ecos<p--^sm<p, 

da        da  i  dq   . 

^  =  ^cos<p--5|sin^, 
^  =  ^cos<p^-5^sin<p, 

dp        dp    .  I  dp 

da       da   .     ^    ^    I  da 

^  =  ^sin<p+-5^cos(p; 
puis,  par  la  substitution  dans  I'equation  precedente, 

L[^cos(P4-^sin(p-i(^sin(p-J^cos(p)] 


Aetuellement,  les  formules  (38),  (89)  donnent 

p cos^  +  gr sin ^  =  j-»    psin<p  —  y cos ip  = ^ ; 

puis 

dp  ^    ,    da    .     ^         d^z       dp    .    .  da  ^  id^z         dz 

Substituant  ces  dernieres  valeurs  dans  Tequation  (40>  ^"  trouve  enfin 

i\C\  T  r^*'^  ^  '^^^  J-  ^  ^*l         ^  \dh  dz^         I  dL  dzl 
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II. 

Quelques  solutions  particuUeres  de  liquation  (A). 

11.  Essayons  d'abord  de  sati^aire  a  cette  equation  par 

X  etant  fonction  de  x^  et  Y  fonctien  de  y. 

Cette  valeur  de  z  donne,  en  employant  la  notation  de  Lagrange, 

p  =  X\     9  =  Y',     ^  =  X^     /=o,.    <  =  Y^ 

puis,  au  lieu  de  Tequation  (A), 

(i  4-  X'^)  Y"  +  (i  +  Y'^)  X''=  o, 
ou 

(42)  -j^^;:^  -h  j-^,  =  o, 

12.  L'equation  (4^)  se  decon^ose  evidemment  en 


X"  Y 


tf 


e  etant  une  constante  arbitraire.  Si  cette  constante  est  nulle,  la  surface  cher- 
chee  est  un  plan.  En  laissant  de  cote  ce  cas  particulier,  on  deduit,  des  deux 
equations  precedentes, 

arc  tang  X  =:.;r+rf,     X=  ^^^L^, 

X  ==  —  il[Acos(^a;  ■+-  d)],.      Y=  ^l[A'cos(cy -hd')]. 

Par  suite,  T equation  {^2)  devient 

(43)  cz  ==  1  [A' cos  (cj  -t-  fl?^)  ]  —  1  [h  cos  {ex  H-  d)]. 

Une  transformation  de  coordonnees  et  un  changement  dt unite  reduisent 
cette  nouvelle  equation  a  la  forme  plos  simple 

z=  1  cos/  —  1  cos  X ; 
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'Ou,  ce  qui  est  equivalent,  a  celle^ci  : 


(44)  i  =  1 


cosy 
cosjr 


13.  II  est  facile  de  reconnaitre  que  la  surface  minimum  representee  par 
Tequation  (44)  joait  des  proprietes  suivantes  : 

I**.  Sa  trace y  sur  le  plan  des  xy^  se  compose  d'une  infinite  de  droites  incli- 
nees  a  45*^  6t  a  i  SS""  sur  I'axe  des  Xj  et  qui  decomposent  le  plan  en  une  infi- 
nite de  Carres  egaux. 

2**.  La  surface  admet  un  troisieme  systemetle  droites,  Gelles-ci,  perpen- 
diculaires  au  plan  des  ay^  passent  par  le  milieu  des  cotes  des  carres 
determines  par  les  deux  autres  systemes  de  droites. 

3°.  La  section  de  la  surface,  par  le  plan  des  ^2,  est  formee  d'une  infinite 
de  branches,  toutes  egales  entre  elles,  representees  par 

z  =  -^  1  cos  X. 

Toutes  ces  branches,  situees  au-dessus  de  I'axe  des  x,  le  touchent  aux 
points  oil  il  est  rencontr^  par  les  droites  situees  dans  le  plan  ^.  Ghacune 
d'elles  a  un  axe  de  synietrie,  perpendiculaire  a  ce  plan,  et  deux  asymptotes, 

situees  de  part  et  d'autre  de  I'axe,  a  la  distance  -  • 

4°.  La  section  par  le  plan  des  jz  est  egale  a  la  section  par  le  plan  des^rz  ; 
mais,  au  lieu  d'etre,  comme  cette  derniere,  au-dessus  de  ce  plan,  elle  est 
situee  au-dessous. 

5^.  Les  sections  parallelesau  plan  des  xz  sont  toutes  egales  entre  elles. 
11  en  est  de  meme  pour  les  sections  faites  parallelement  au  plan  des^z. 

6^.  La  surface  se  compose  d'une  infinite  de  nappes  egales.  Ghacune 
d  elles  est  comprise  entre  quatre  plans  asymptotiques,  formant  un  canal  a 
section  carree,  de  longueur  indefinie.  Les  aretes  de  ces  canaux  sont  les  pa- 
ralleles  a  I'axe  des  z,  dont  il  a  ete  question  tout  a  I'heure.  On  peut  se  repre- 
senter  les  sections  droites  de  ces  canaux  comme  un  echiquier  indefini,  dans 
lequel  les  cases  noires  repondraient  aux  canaux  renfermant  des  nappes  de 
la  surface,  et  les  ca^es  blanches^  aux  espaces  vides- 

7°.  Si  Ton  considere  une  nappe  en  particulier,  par  exemple  celle  qui 

18. 
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entoure  Taxe  des  z,  on  reconnait  qu'elle  a  de  I'analegie  avecle  paraboloide 
hyperboUque.  En  effet  cette  portion  de  surface  pent  etre  engendree  par  sa 
seconde  section  principale^  glissant  paraHelement  a  elle-meme,  et  dont  le 
sommet  decrirait  la  premiere  section  principale,  etc. 

8^.  Si  Ton  trace  sur  cette  nappe  un  contour  ferme  quelconque,  Taire  de 
la  partie  de  surface  ainsi  limitee  sera  moindre  que  J' aire  d'une  autre  portion 
de  surface  quelconque,  limitee  au  meme  contour. 

9^.  On  pent,  pour  former  ce  contour,  prendre  les  deux  droltes  passant 
par  I'origine,  et  une  courbe  quelconque  tracee  sur  la  surface,  par  exemple 
celle  qui  aurait  pour  equations 

'  cos  k 

io°.  On  pent  aussi,  pour  former  le  contour,  prendre  Fes  dieux  droites 
passant  par  I'origine,  tes  deux  verticales  qui  les  rencontrent,  et  enfin  la 
courbe  representee  par 

L  L  1  cosy 

z  =  A,     A  =  1  — ^• 

C08X 

14.  Nous pourrions  appliquer,  a  I'equation  (C),  la  methode  qui  vient  de 
nous  donner  une  solution  de  I'equation  (A).  Pour  ne  pas  recommencer  les 
calculs  ,  changeons  ,  dans  I'equation  (43),  z  en  z^  ^ — i,  et  supposons. 


c  =  — ^ —  I,     €i  =  o,     rf'=o,     /t=i,     A'=:i; 
nou»  aurons 

^«  •- 1 — 7=\^ 

ou 

(45)  ^.=>?T^- 

Cette  valeur  de  z^  donne 


puis,  par  les  formules  (3),  (4)^  (5), 
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15.  Faisons 

I— U  I i'* 

nous  ohtiendrons,  au  lieu  des  valeurs  precedentes, 
puis 


dz^=pdx-\-  qdx^=r 


^1  —  u'—i^ 

Pour  satisfaire  a  cette  equation,  il  suffit  de  prendre 

(46)  z  =  arc  tang  .      "^^      ^  > 
c'est-a-dire 

e' — e~'  e^ — e"^ 

(47)  2  =  arc  tang      ;        f^-e-y      (e^-e-^y ' 
On  pent  mettre  cette  equation  sous  la  forme 

en  posant,  pour  abreger^ 

B  =  c  ^   -he   ^   — e      ^    -f-c      '  ' 

mais,  pour  etudier  la  surface,  il  vaut  mieux  prendre  I'equation  (46),  joint* 


1^2   SUR  LES  SURFACES  DONT  LES  RAYONS  DE  COURBURE,  EN  CHAQUE  POINT, 

aux  formules 

(48)  ''={^~' 

(49)  r^-i~ 

16.  La  surface  minimum  dont  nous  nous  occupons  est  evidemment  com- 
posee  d'une  infinite  de  zones  egales,  que  Ton  obtient  en  faisant  mouvoir 
Tune  quelconque  d'entre  elles,  de  maniere  que  tous  ses  points  decrivent 
des  paralleles  a  Taxe  des  z.  11  sufBt  done  de  considerer  la  zone  qui  est  voi- 
sine  du  plan  des  ay.  EUe  jouit  des  proprietes  suivantes  : 

I**.  Elle  contient  Taxe  des  x  et  Taxe  des/.  En  efFet,  les  equations  (46), 
(48),  (49)  sont  verifiees,  soit  par  w  =  o,  z=:  o,  x=:Oy  soit  par  p  =  o, 
z  =  o,j=o. 

2**.  Cette  meme  zone,  aussi  bien  que  toute  la  surface,  est  interieure  au 
cylindre  represente  par  Tequation 

(5.)  (i^)v(^-py=., ' 

laquelle  se  decompose  en 


=  ^r  -.  j-;> 


3^.  On  tire  aisement,  de  ces  dernieres  relations, 


^='^rzT'   J='?+7'    y=^7=P'    ^="^ 


par  consequent  le  cylindre  dont  il  vient  d'etre  question  se  compose  de 
quatre  nappes  egales,  asymptotiques  aux  plans  des^z  et  des/z,  et  qui  ren- 
contrent  le  plan  des  xy  suivant  des  courbes  representees  aussi  par  les  formules 
precedentes.  II  est  facile  de  voir  que  Tensemble  de  ces  quatre  courbes  egales 
a  de  Fanalogie,  quant  a  la  forme,  avec  le  systeme  de  deux  hyperboles  equi- 
lateres  conjuguees.  Enfin,  si  Ton  transporte  ces  courbes  parallelement  aelles- 

memes,  dans  le  plan  represente  par  z=^  ->  on  obtient  la  ligne  de  contact  du 

cylindre  avec  la  zone. 
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4"-  Si,  dans  la  forinule 


on  suppose  «  =  o,   on  trouve 


/'  = 


^i-^V* 


-A^-^-')- 


Cette  nouvelle  formule,  a  cause  de  ^==0,  donne  la  pente  du  plan  tangent 
passant  par  taxedesy  (i®).  Pour  j  =  0,/?=  o;  ensorte  qu'a  Forigine^  le 
plan  dss  vf  est  tangent  a  la  surface.  Mais  y  au^entant,  p  augmente  au 
deladetoute  limite.  Ainsi,  quand  le  point  de  contact,  situe  sur  I'axedesy, 
s'iloigne  de  I'origine,  le  plan  tangent  tourne  autour  de  cet  axe  et  tend  a  se 
confondre  avec  le  plan  des  yz. 

17.  A  cause  du  radical  compris  sous  la  caracteristique  arc  tang ^  dans 
Tequation  (47)9  1^  surface  est  symetrique,  non-seulement  par  rapport  au 
plan  des  ocy^  mais  encore  relativement  a  tous  les  plans  representes  par 

^  2 

18.  Ajoutons,  pour  terminer  cette  discussion,  que  les  sections  faites  pa- 
rallelement  au  plan  des  xy^  dans  les  quatre  nappes  egales  dont  se  compose 
la  surface,  sont  des  courbes  inter mSdiaires,  pour  ainsi  dire,  entre  le  sys- 
teme  de  deux  droites  rectangulaires  et  la  ligne  representee  par  Tequa- 
tion  (5o) ;  ces  courbes  ont  done,  aussi  bien  que  cette  da:*niere  li^e,  de  Ta- 
nalogie  avec  le  systeme  de  deux  hyperboles  equilateres  conjuguees. 

19.  Considerons  actuellement  Tequation  (E),  et  cherchons  a  y  satisfaire 
par  une  expression  de  la  forme 

(5i)  a.=  T  +  U, 

T  contenant  seulement  9,  et  U  contenant  seulement  u: 
La  substitution  donne 

T^^.  u^  (i._  u')  U''  +  aU'=  o. 
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Cette  equation  se  partage  en 

(52)  r'=-€, 

(53)  u^i  —  u')V'^uV'  =  €, 

c  etant  une  conslante  arbitraire. 

20.  Si  cette  constante  est  nulle,  I'equation  (Ss)  a  poar  integrate 

(64)  T  =  Afl  +  A, 

h  et  k  etant  des  constantes.  D' autre  part,  Tequation  (53)  devient;  par  Thy^ 
pothese  de  c  =2=  e, 

d'oii 


U,  Vi  — w* 


ou 


En  posant  IJ  =  sin^?  on  obtient 

t^'est-a-dire,  en  supprimant  la  constante  arbitraire,  evidemment  inutile^ 
U  :;=  7w  1 1  tang  -  4  "<"  ^^s  4  J> 


on 


(55)  „  =  „[^^^  +  i,i^^]. 

Substituant  lesvaleurs  (54)  et  (55)  dans  Tequation  (5i),  on  a  la  soktion 
cherchee  : 

<56)  ^=:Afl4-^  +  m[v/T^r^  +  ^i;-^;]> 
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21.   Pour  condure,  des  resultats  precedents,  I'equation  de  la  surface, 
reprenons  les  formules 

dbi a  dta        fi  dti>  ,      »      dta ^  dw        a  dta  ,      » 

Les  quatre  demieres  donnent 

(57)  x  =  ^co8«-i^sinfi, 

(58)  ^  =  ^c^_^i^cos9; 

puis,  les  trob  premieres, 

(59)  /?=-r=^sinfi, 


ri  —  M' 


(60)  — y= =cosfl. 

On  deduit,  de  ces  demieres  valeurs, 

A  cause  de 


les  equations  (By),  (58)  et  (6i)  deviennent 

(6a)  X  =  ^Ji  —  u^  cos 9 sinfl, 

"(63)  j  =  ^y/i  _i^a  sinfl  +  -cosfl, 

rfz  ===  - -^=r^t/r=r^ rfS  -  Arf^l. 


f*^)  On  peut  verifier  que  le  flecond  membre  est  une  difT^reDtielle  exacte.  On  voit  en  meme  temps, 
•ce  qui  etait  evident  a  priori,  qu'il  n'etait  pas  necessaire  de  former  I'expression  de  «. 

XXXVn*  Cahier,  tg 
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Cette  valeur  de  dz  donne,  en  supposant  nulle  la  constante  arbitraire  ior 
troduite  par  Fintegration, 

(64)  2=_^9  +  iMi 


—  fi—n* 


22.  II  reste,  pour  obtenir  exi  x^  y^  z  I'equation  de  la  surface,  a  elimi- 
ner  ie^  et  d.  Or  les  equations  (62)  et  (63)  donnent,  par  des  combinaisons 
simples, 


puis, 


A my  ^i  —  u* —  hx my  ^x^-j-y*  —  h*  —  hx  y^x^-h  y*-fr- m* 

mx^i — a*-f-/i/        fiMP  V-^'-f- j'  —  A'  -f-  Ay  v^x*  +  j^* -<- m*' 

Par  suite,  I'equation  (64)  devient    . 


mr  s/x^  -H  r"  — A*  —  Ax  v^x*  4- r*^-f-  m* 
z  =  —  m  arc  tang  —^^-^ ^ '^ 


/ggv  I  mx  ^x"-H  .7*—  A*  -h  Ajr  y/x^H-y*  -h  m» 

23.  Afin  de  simplifier  cette  equation,  remplacons  les  coordonnees  rec- 
tangulaires  x,  j,  par  des  coordonnees  polaires,  p,  ^.  Posons,  en  nieme 
temps, 


nous  aurons,  au  lieu  de  Tequation  (65), 


(66)  ,,^>  taBgy-unsC  ^  ^  Vp.^n,«- ^p«-.,» 

'  o  1 4- tans®  tang  2"  4/m«j-/i» 


tang  (p  tang  C  v'm'  +  /»» 


on 


(67)  ,  =  _„(,_C)  +  Al!£±^=^. 

24.  Si,  dans  cette  derhiere  equation,  on  fait  varier  les  constantes  arbi- 
traires  m  et  A,  on  obtient  une  infinite  de  surfaces  appartenant  a  ujie  merae 


SONT    EGAUX   ET    D^    STGITES    CONTRAlBES,  1^7 

famiUey  mais  qui  different  sous  le  rapport  de  la  forme  et  des  dimensions. 
Reunissons  celles  qui  repondent  a  des  valeurs  de  m,  egales  et  de  signes  con- 
traires,  et  a  des  valeurs  de  A,  egales  et  de  signes  contrawres;  nous  obtien- 
drons,  pour  les  equations  de  ces  couples  de  surfaces, 


ou,  en  conservant  une  seuk  des  deux  nappes  sym^triques  que  donneraient 
ces  deux  formules, 

(68)  .^..^[^f+A.VS^fEE]. 

25.  La  surface  minimum  representee  par  cette  equation  jouit  d'une  pro- 
priete  remarquable  :  elle  se  reduit,  dans  des  cas  extremes,  soit  a  VftelicoMe 
a  plan  directeur,  soit  a  ia  surface  de  rSi^olution  engendree  par  une  chaU 
nette,  c'est-a-dire  aux  deux  surfaces  minimums  dont  les  geometres  se  sont 
d'abord  occupes. 

Si  Ton  suppose,  en  dffel,  A  =  o,  on  obtient  z  =  m^,  ou 

-  =  tanff— • 
Si,  au  contraire,  on  fait  m  =  o,  on  reduit  F equation  (68)  a 

et  cette  demicre  donne 

26.  Dans  le  cas  general,  notre  surface,  intermediaire  entre  Tlieli^oide  et 
la  surface  de  revolution,  a  les  caracteres  suivants : 

I**.  Elle  admet,  pour  surface  dtametrale,   rheliooide  represente  par 

z  =  m(p; 

»9- 
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2^.  Elle  est  exterieure  au  cylindre  de  revolution  dbnt  I'equation    est 
3".  Elle  touche  ee  cylindre  smvant  les  helices  representees-  par 

4**.  lies  sections  faites  par  des  cylindres  de  revolution  autour  de  Taxe 
des  z  sont  des  helices  de  raeme  pas  :  une  quelconque  de  ces  courbes,  par 
exemple  Fbelioe  de  contact,  peut  etre  prise  pour  tUrectrice  de  la  sur&ce; 

5"".  Les  plans  passant  par  I'axe  des  z  coupent  la  surface  suivant  des  courbes 
egales,  que  Ton  peut  adopter  pour  generatrices  :  si  Ton  considere,  parmi  ces 
courbes,  celle  qui  est  situee  dans  le  plan  des  zx,  on  aura,  pour  son  equaticm^ 

z  =  ±    /w^arctanff     ^,  4-  h  1  - —     ,  f ; 

6**.  II  resulte,  des  deux  demieres  proprietes,  que  la  surface  minimum 
consider  ee  ne  differ  e  pa^  de  la  surfojce  dune  ms  :  le  Jilet,  indefini,  a 
pouT  prqfil  la  courbe  dont  nous  venons  d'ecrire  I'equation. 

27.  Revenons  aux  equations  (Si^)  et  (53).  L' integrate  generate  de  I'equa- 
tion (Sa)  est 

(69)  T  =  — icd«-HA9  4-;t, 

Quant  a  Tequation  (53),  comme  elle  a  donne,  dans  le  cas  de    c  =  o, 
U'  =  m  )  nous  emploierons,  pour  I'integrer  gencFalement,  le  procede 

de  la  variation  des  constantes*  Nous  obtiendrons  ainsi,  en  regardant  m 
comme  une  fonction  de  u, 

d'oii 


m 


i- 
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En  posant,  comme  dans  le  n°  20,  m  =  sin  4»  on  trouve 

J  smipcos*^'  L J  sinip        J     cos'ip   J  |^  ©a  r       cosip         cj 


m 


ou  encore 


m 


[__   I ly  I—  v^i — u*,      yl 


y  etant  une  constante. 

La  valeur  generale  de  U'  est  done 


^^    '  yu        c       u  QL       u  i4-^i_a«  J 

28.  Les  formules  (67),  (58)  et  (61)  donnent  ensuite,  a  cause  de  Tequa- 
tion  (69), 

(71)  a?=  U'cos9+     ~    sin  9, 

{72)  j  =  U'sinfl-!^^^cos9, 


dz 


Le  second  membre  de  cette  demiere  formule  est  la  differentielle  de 


Par  suite,  la  sur&ce  est  representee  par  Tensemble  des  equations  (70), 
(71)  et 


(73)  .=  _i(efl_/Oli=^-^fl,. 


^  5o    $UR  XES*SURFAGES  DONT  LES  BATONS  D£  OOURBURE,  BN  GHAQUE  POINT, 

que  Ton  peut  reduire  a 


a?  =  U'  cos  fl  H —  sin  fl,     r  =  U'  sin  fl cos  ft. 


par  une  transformation  de  coordonnees  et  un  -changetnent  d' unite. 
29.  Si  Ton  pose 

(74)  ^  =  |+^> 

on  conclut,  de  la  demicre  equation, 


puis 

U'  =  ^*'  — i(;(c''— ^-^). 

Les  valeurs  de  or  et  de  7  deviennent  ensuite 

HI. 

Integration  des  equations  (A),  (B),  (G), .  • . 

30.  A  cause  de 


(*)  D'apres  la  forme  de  ces  dernieres  expressions,  il  est  probable  que  la  surface  peut  ^ire  engen- 
dree  par  le  roulement  d'une  certaine  courbe ;  mais  nous  ne  pouvons  nous  arr^ter  h  ces  details.  Nous 
dirons  s^ulement  que  la  trace  sur  le  plan  Ae^xy  est  unc  developpante  de  cercle. 
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Tequatron 

est  la  meme  chose  que 

Differentiant  celle-ci  par  rapport  a  or,  on  trouve 
mais 

dx dy  ^ 

done 

/r  I     /  v^  d*jg  ^   d^x  i  -,Qv  iP X  dx  ^  dx  /*. 

51.  Pour  ramener  cette  equation  a  une  forme  plus  simple,  posons,  comme 
danslen^'S) 

a  =  w  cosfl,    /3.  =  w  sin  fl  ; 

nous  aurons,  par  le  calcul  developpe  dansce  numero: 

dx    ^    ^dx  dx 

puis,  au  lieu  de  Tequation  (L), 

Faisant  ensuite,  comme  dans  le  n"*  6,. 

I 

sm  A 
(*}  Ce  precede  est  celui  de  Legendre.  (Lagroix,  tome  II,  page  GaSi) 
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nous  obtiendrons 

_   -t-W    (I— W)-j-5   +tt___^__    _^^-^j_-^-^, 

da  smXcosX  ia* 

en  soite  que  Fequation  (M)  de^iendra  simplement 

32.  L'equation  (N)  a  pour  integrate  generate 

(76)  ^=/(AH-fl)4-F{A-fl). 
D'aiUeura,  l'equation  qui  donnerait  j  serait  sembiable  a  (N)^  done 

(77)  T=/(^+0)+F.(A-d), 

mais  il  est  bien  entendu  que  les  fonctions  /)  F,yi ,  F^ ,  ne  sont  pas  indepen- 
dantes  les  unes  desautres. 

Pour  trouver  les  relations  qui  existent  entre  ces  fonctions,  formons  les 


1  1     »w     ^  aco 

Taleurs  de  -^  et  -^^ 


ou 


dxA rfo)  doL        dxA'di^ 

dJ  —  'didl'^T^dl' 


(78)  S  =  -3I+.r^i 

et,  semblablement, 

^79^  dB  —^de^^de 


D'ailleurs,  de 


cos  6        ^       sin  0 


sin  A 


•^       sin  A 
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on  deduit 

da cOsScosX        da sinO 

d\                  sin'X  dQ             sin  X 


d^ sin  0COS  X       d^ cosO^ 

dl~  sinU    '      rfe~"'"imli^ 


done,  a  cause  des  formules  (76)  et  (77), 


On  conclut,  de  la  premiere  valeur, 


et,  de  la  seconde, 


dldB' 


;jl^[(/-hF)sind-(/;-+-F.)cosfl] 


Ces  deux  expressions  doivent  etre  egales ;  done 


cosA  [(/— F')  <Jos0-f-  (/;  -F;  )  sinfl] 
=  sin  A  [  (/+  FO  sinfl  -  {/[  +  F, )  cos  fl] , 


ou 


(8o)/cos  (A-t-fl)  —  Fcos(A— fl)  H-/;  sin(A-+-fl)  +  F;  sin(A— fl)  =  o. 

On  satisfait  a  cette  equation  en  prenant 

/'(A4-«)  =  ^'(A-hfi)sin(A-hfl),      /:  (A-|-fl)=-~<ar'(A-h9)cos(A+d), 
F'(A  — 9)  =  7r'(A— 9)sin(A— 9),       F,(A  — fl)=      tt' (A  —  9)  cos  (A  — S) ; 
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les  caracterisques  <d  et  7r\  ou  rm  et  tt,  designant  des  fonctions  arbitraires. 

33.  Faisons,  comnae  precedemment, 

A-f-0  =  a,     A  — 9  =  ^; 

et  nous  aurons,  au  lieu  des  formules  {76)  et  (77), 

4a;=      ftsr{a)s\nada'hf7r{b)sinlHibj 
(81)  < 

(j=  —  f  *sr^  (a)  cos  dda -+-f7r' {b) cos bdb{*). 

54.  On  pent  employer  differents  moyens  pour  conclure,  de  ces  valeurs  , 
Texpression  de  eo.  L'un  des  plus  simples  consiste  a  remarquer  que,  x  et  j 
^tant  les  derivees  de  «,  relatives  a  (x  et  p,  on  a 


da>  =  xda  -^yd^j 


ou 


Or, 

a  ctr  -f-  jSrfy  =  w  cos  fl  [^'  (a)  sin  arfa  -h  ^'  (6)  sin  bdb ] 
—  f^  sin  9[ra/  (jo)  cos  ac&z  —  tt'  (b)  cos  6rf6] 
=  wsin  (a  —  Q)  t^'  (a)  da  -h  wsin(6H-  Q)7r'  {b)db  ; 
c'est-a-dire 

a  fltr-H  /Srfy*  =  'zsr'  (a)  rfa  -f-  tt'  (fr)  rffr, 
et 


(*)  Ces  expressions,  auxquelles  M.  Serret  est  arrive  en  transformant  les  formules  de  Monge 
[Comptes  rendttSf  tome  XL,  page  xo8o),  sont,  comriie  on  peut  dej4  le  prevoir,  bcau'^owp  plus 
commodes  que  ces  derniere*. 
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De  plus, 

a  o:  H-  j3  J  =  u  cos  9  [/«r'  (a)  sin  ae/a  +  Jtt  (&)  sin  W^] 
—  w  sin  9  \^Jrts/  (a)  cos  tic^a  — Jtt  {h)  cos  6rf^] 
=  MCOsfi[^(a)  sin  a  4- -TT  (6)  sin  6  — f^{(^)  cos  acta  — Jtt  {h)  vosbdb] 
—  wsin9[^(a)  cos  a  —  tt  {b)cosb  — f'^ia)  s\n  ada  -^J  tf  [b)s\\\  bdb^^ 

done 

(82)  '  ''  ' 


sin\(a  —  b) 


•sini(a-h&)  [/'^  (^)  ^^^  ^^^  ~"/^  (*)  ^'"  ^'^*]- 


Telle  est,  sous  sa  forme  la  plus  simple,  Tintegrale  generale  de  Tequation 

53.   Nous  a\ons  trouve,  tout  a  Theure,  /(at/j7  -f-  ^dy)  =  ^(a)  -htt  (6). 
Mais,  parle  n*'4, 

dzx        r,  dzx 

done  aussi 

(83)  z,  =^(«)  +  7r(i). 

Gette  valeur,  jointe  aux  expressions  de  x  et  de  j,  lepiesente  Tintegrale  ge- 
nerale de  Tequation  (C).  L'integrale  generale  de  Tequation  (A)  sera  done 
donnee  par  les  formules 

!x  =•       /^'  (a)  sin  ada  4-  /tt'  (i)  sin  bdb^ 
J  =  —  f'^'i^)  cos  ada  •+•  Jtt^  [b)  cosbdb, 
.  z  =  ^—  I  [^(a)H-7r(6)], 

qui  pen  vent  tenir  lieu  des  formules  de  Monge. 

36.  *Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  voir  queTequation  (A)  est  ve- 
rifiee,  non-seulement  par  le  systeme  (84) »  mais  encore  par  ceux  que  Ton 

20. 
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obtient  en  changeant  le  signe  du  premier  terme  dans  Texpression  de  y ,  ou 
en  changeant  tt  en  —  tt  dans  la  valeur  de  z.  En  d'autres  termes,  on  peut 
prendre  indijfferemment ,  pour  integrate  de  I' equation  (A),  soit  lesvaleurs 
precedentes,  soit  celles-ci : 

JO  =:  f  (tsr'  (a)  sin  ada  -+-  Jtt'  (b)  sin  bdby 

(85)  Ijr  =  J^'(tt)  cos  ada -h  f  tt'  (b)  cos  bdb^ 
z  =  y/ —  1  [/ar  (a)  4- -zr  (6) ]. 

x=       f^^  {a)  sin  ada --h  fyr' {b)  sin  bdb, 

(86)  [x  =  —  S"^'  {a)  cosada  +  J  tt'  {b)  cosbdb, 
z  =  v/— T  ['ST (a)  —  TT  (i)] ; 


I'  x  =  f  far'  {a)  sin  ada  -^  J n^'  [b)  sin  ftcJA, 
y  =z  J rm'  {a)cosada  -h  f  tt'  {b)cosbdby 
z  =  y^ — I  ['ar(a)  — •7r(^)]- 

I®.  Pour  verifier  les  formules  (84),  on  peut  proceder  comme  il  suit 
On  a 


dx    ^        dr        dz  dx    ,        dv        dz 


done 


psvna  —  q  cos  a  =  y/ —  1 ,     psinb  -h  q  cos  b  =  y/ —  r. 


La  derivee  de  la  premiere  equation,  relative  a  fr,  ou  la  derivee  de  la  se- 
conde,  par  rapport  a  a,  donnent,  indifferemment, 

sin  a{rs\nb  -h  s  cos  b)  —  cos  a  {s  sin  b  ■+- 1  cos  b)  =  o, 
ou 

(88)  r  sin  a  sin  ft  -+-  ^sin(a  —  b)  —  ^cosacosft  =  o. 

D*ailleurs, 

cos  a  4-  cos  b    1 .  sin  a  —  sm  h     1 

P—  sin(a+i)   V— *>  7—   sin(a  +  iy  V"  ^5 
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OU 

cos^(a  — &)     /— —  sin|(a  — ^)     / 

P  —  sini(a  +  6)  V  —  ' '  9  -  sin  !(«  +  *)  V        ' ' 

On  conclut,  de  ces  valeurs, 

2 cos  (a -h  i) -I- cos  (a  —  i)  cos  a  cos  & 

^'^P    —  2  sin' i  (a +  6)  ~~sin'j(a-f-i)' 

•2 cos  (fl — 6)  —  cos(fl-|-6)  sin  a  sin  i 

^"^^    ■""*  2sin«i(a-i-i)  ~"^sin'i{a  +  i)' 

sin  [a  —  h) 
^/^y  =  -sm«i(a-f-&)^ 

Par  consequent,  I' equation  (88)  equivaut  a 

(A)  (i4-/?^)«—  2/?95  +  (i-h5r*)r=:o. 

a**.  Le  meme  calcul,  applique  aux  equations  (85),  donne 

•        /?  sin  a  -H  gr  cos  a  =  y/ — i ,     /?  sin  i  -+-  9  cos  A  =  \j —  1 ; 
(89)  r  sin  a  sin  &  4-  ^  sin  (a  -h  &)  +  i  cos  a  cos  i  =  o ; 

cosi  —  cosfl    I sin  7  (a -h  J)    y 

P  ~  sin(fl  — A)  V  — '  —  cos^{a  — i)  V  — *» 

sina  —  sini     1 cos-j(a-f-6)     f 

^~  sin(a— i)  V  — ^  —  cosija  — *)  V  — ^^ 

2 cos  (a  —  i )  4-  cos  ( a  +  i)  sin  a  sin  i 

'"^^    ~  2cos«i(a  — i)  —  cos«i(a  — 6)' 

2 cos  (a  —  i)  —  cos  (a -hi)  sinasin& 

^■^^    ■"  2cos'l(fl  — A)  ~cos'i(a— i)' 

sin(a-f-i) 

^^^~~cos«i(a  — i)' 

et  enfin,  a  cause  de  Tequation  (89), 

(1  +  /?')  ^—  'jtpqs  +  (i,  H-  q^)v  =  o. 


I  58  SUR  LES  SURFACES  DONT  LES  RAYONS  DE  COURBURE,  EN  CHAQUE  POINT, 

3"".  Les  formules  (86)  ddnnent,  pareillement, 

psina  —  q  cosa  =  y/ —  i,     /?  sin  A  -+-  y  cos  6  =  —  ^ —  i; 
(90)  r  sin  a  sin  &  -h  ^  sin  (a  —  b)  —  t  cos  a  cos  b  =  o; 

cos  a  —  cos  b    I sin  •;  (a  —  h)     i 

P  —  '^   sin(aH-i)  V— ^  —  -+-cosi(fl  +  A)V— ^' 

sin  a  4-  sin  b     i cos  |  (a  —  h)     i 

^  —  ~    sm(a  +  A)'V— ^  ——   cosi(\i4-A)  V" ^5 

, cos  (g  4-  &)  4-  cos  (g  —  b) cos  «  cos b 

^'^P    ~  2cos«^(aH-A)     ~"^co5«^(a4-A)' 

J    cos  (a  4- J) — cos  (a  —  b) sin  a  sin  & 

'"^^  "~     2C08«^(a4-*)     ~  ~cos«l(a4-i)' 

sin  (a  —  b) 

^^5^~cos»i(a4-6)' 

puis,  par  T equation  {90) ,' 

(i  H-/?*)  t  —  ^pq  ^  4-  (i  +  5^*)  r  =  o. 
4"*.  Enfin,  si  Ton  adopte  les  formules  {87),  on  trouve 

/?  sin  a  H-  q  cos  a  =  y  — i ,     /?  sin  i  -h  qr  cos  A  =  —  ^ —  i ; 

r  sin  a  sin  A  4-  ^  sin  (a  -+-  A)  4-  <  cos  a  cos  i  =  o ; 

cos^(a4-&)    / sm4(«  +  i)    / 

/'  =  5EII^V=^'       ?  =  -siai(a-^)V-^' 

.  cos  a  cos  &  .       .  sin  a  sin  & 

I  -h  P    =^ =-Tr7 TV »       I  4-  g^'  = r-m FT » 

^  sin'-;  (a  —  b)  ^  sin*i(a  —  b) 

sin  (a-h  b) 

^P^  —  siDS(«  — 4) ' 
etc. 

57.  Si,  a  la  valeur  de  c^  trouvee  ci-dessus: 

U  =  -  sl^nila  +  A)  l/^(«)cosarfa  4-  f7r{b)  cosbdb] 

(82)  j  sin  Ua  —  b) 

I  -^  sin  I  (a  4- &)  [/^(^)  ^"^  ^^  —  S'^  (*)  ^*^  *^*]' 

on  joint 

A         COS 7  (a  —  b)        ^  .     A         sin'j(a  —  b) 

sin -J  (a  4-6)        ^  sin  {  (a  4- o) 
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on  aura  Tintegrale  de  Tequation 
De  meme,  Tintegrale  de  Tequation 

est:  representee  par  1' ensemble  des  formules 

uz=z-,—^ — — j-r,     9  = -(a  —  b)j 

a>  =  —  u  cosfl  [  J^  (a)  cos  ada  -^  Jtt  (b)  cos  bdb  ] 
H-  wsin  fl  [J/ar  (a)  sin arfa  —  /^(^)  sin  W6J. 

IV. 

Integration  de  Inequation  (A),  sous  forme  reelie. 
38.  Dans  les  formules  (87),  prenons 


(90  ^  (a)  =  *  (a)  H-  y/—  1  V  (a), 

(92)  ^(6)  =  $(^.)-v/=rriF(«^), 

les  caracteristiques  *,  Y  designant  deux  fonctlons  arbitraires  reelles,  sinon 
pour  toutes  les  valeurs  reelles  des  variables  a,  6,  du  moins  dans  une  cer- 
taine  etendue.  Prenons,  en  meme  temps, 


a  =  m  +  /I  y/ —  1,     b=m  —  n  ^ —  i, 

m  et  «  etant  deux  variables  reelles.  Enfin,  supposons  qu'apres  la  substitu- 
tion de  ces  dernieres  valeurs,  on  ait  pu  separer  les  parties  reelles  et  les  par- 
ties imaginaires  des  fonctions  fl>,  ^,  de  sorte  que 

/   ov  (  *(^+^\/— ^)  =  Mh-N\/^,     $  (/72— /i\/— i)  =  M— Ni/^, 

(93)    {  ^  ^    '  ^  \  ¥  /  T 

M,  N,  P,  Q  etant  des  fonctions  reelles  de  m  et  de  n.  II  resultera,  de  ces  di- 
verses  hypotheses, 

ra/  {a).da  =  rfM  —  e/Q  +  {dN  +  dP)  \/^ , 
^'  {b)  db  =  dM  -dQ—  {dN  +  rfP)  \/=T, 
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puis, 

dx  =  [clM  —  dQ-h  {dN  4-  dP)  v/^^]  sin(m  -H  n  \/^) 
+  [rfM  -dQ  —  {dN  -h  dP)  \f^]  sin(m  —  n^^TT) 
=  2{dM — dQ)smmcos(n^ — i)-+-2{dN-+-dP)^ — icos/7isin(/i^^i, 
=  (rfM  —  dQ)  sinm (c«H-  c^")  —  (rfN  -f-  rfP)  cos  /w(e»—  e'"), 

rfr  =  [rfM  —  rfQ  -h  (rfN  +  rfP)  v/^]  cos  (m  4-  /2y/~r) 
+  [rfM  —  ^Q  —  (rfN  +  rfP)  v^^]  cos  (m  —  /I  v/^) 
=  a(rfM— rfQ)cosmcos(/iY/—  i ) —  2(rfN+rfP)  y/ —  i  sin/wsin(n  y/—  i ) 
=  (rfM  —  dQ)  cosm(e'-+-  e"^)  -h  (rfN  h-  rfP)  sinm(e«—  €-«), 
2  =  -a(N4-P); 
ou,  enfin, 

(  j;==/(rfM— rfQ)sinm(e"H-.e-*)--/(rfN-f-rfP)cosm(c"— c-^), 
(94)        j=/(rfM— rfQ)cosm(e"-|-0-H/(^NH-rfP)sinm{e^— c-*), 
(2=— a{N-hP). 

39.  Ces  nouvelles  formules,  quand  on  laisse  les  fbnetions  0  et  ^  comple- 
tement  arbitraires,  representent,  aussi  bien  que  les  formules  (84),  (85), 
(86)  et  (87),  rintegrale  gen^rale  de  I'equaiion  (A).  EUes  ont,  surcelles-ci 
et  sur  les  formules  de  Monge,  Tavantage  de  donner  des  surfaces  reelles, 
lorsque  ces  memes  fonctions  sont  soumises  a  la  restriction  indiquee  dans  le 
numero  precedent. 

40.  Nous  obtiendrons  une  surface  assez  remarquable  en  prenant 

$(m  +  «y/— i)  =  cos(m-^-/^y/— i),     ^{m-hn^ — i)  =  0. 
En  eflfet,  dans  ce  cas, 

M=:  cosmcos(n\/ — 0 '^      -cosm(c"+e"""), 

N  = -^  sin  m  sin  [n  y/ —  i )  ==  —  -  sin  m  (e"  —  e"") , 

dM  =  —  i  [  sin  m  {e"  -+-  e"")  dm  —  cos  m  (c^-f-  e"")  rf/i], 

e^N  =  —  -  [cosm(c"— e~'')rf/n-H  sin  771(6" -He"")  rf/i], 

P^o,      Q  =  o; 
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puis, 

dx  = [sin m  (e"H- e'")  dm  —  cosm (e" —  e"")  dn\  sin  m  (e"+  e  ") 

-t-  i  [cosm(^—  e"")  dm  -4-  sinm  (e^-f-e"")  dn\  cos  w  (e"— ^~") 

=  -  [cos  2  771  (^^"4-  e"^")  —  2  ]  fl?77i  4-  sin  m  cos  7^^  (e^"—  e"^")  dn, 

(95)  .r  =  -sin277^(^^''^-e^*")  —  m-^ 

dy  =: [sin  m  (c^-f-^"")  ^771  —  cos  m  (e" — c"")  rfTi ]<5os  tti  (6"+  e"") 

—  -  [cos 771  {eT —  e'")  dm  -h  sin 771  (6"+  e'")  dn\  sin  77i  (e" — c~") 

=  —  sin 77Z  cos  m  (^^"4-  e"'^")  ^77i  -f-  -  cos  2772  [e^" —  e~^")  dn , 

{96)  -^  =  I  ^^^  ^'^  (e'"4-  c^'") ; 

{ 97)  2  ==  sin  m  (e"  —  e") . 

En  eliminant  n  eiitre  les  equations  (gS),  (96),  (97),  on  trouve 

a:  4-  771  =  r  tans  2  772,      -r-^ h  2  =      ^^    • 

•^         ^         '       siirw  cos  2  m 

Ctiangeons  a:  en  —  -Xj  yen  —  -  ( j  —  i),  z  en  -  s,  771  en  -  fl :  la  forme  de 

la  surface  n' aura  pas  change,  et  nous  aurons,  au  lieu  des  deuK  equations 
precedentes, 

(  (a;-fl)cos9=(j-i)sinfi, 

^^  j  z'cosfl4-4r(i  — cosfl)  — 4(i— cosfl)'  =  o. 

41.  L'ensemble  de  ces  deux  equations  represente  une  generatrice  de  la 
surface  minimum.  Cette  generatrice  est  une  parahole  situee  dans  un  plan 
perpendiculaire  auplan  des  xy,  et  dorit  I' axe  est  dans  ce  dernier  plan. 

Les  coordonnees  du  sommet  de  la  parabole  sont 

s  =  o,     /=i  —  cosd,     x  =  fl  —  sinfl. 

A  rinspection  de  ces  dernieres  valeurs,  on  reconnait  que  le  lieu  du  sommet 
de  la  parahole  est  la  cy  chide  engendree  par  un  point  dune  circonference 
roulant  sur  Vaxe  des  x,  et  dont  le  rayon  serait  V unite. 

42,  Le  centre  C  du  cercle  generateur  a  pour  coordonnees  x=^Q^  y  =^  \. 
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Ces  valeurs  verifient  les  equations  (98).  Done  taxe  de  la  parabola  coincide 
avec  te  rayon  mene  au  sommet.  On  sait  que  Tenveloppa  de  ce  rayon  GS  est 


une  seconde  eyeloide  dont  on  obtient  un  point  enabaissant  IP  perpendicu- 
laire  a  CS.  Les  coordonnees  x\  /'  de  ce  point  P  sont^  en  designant  encore 
par Xy  /les  coordonnees  de  S, 

a/=a?  +  SPsin9  =  j:-H(r  —  cos  9)  sin  9, 

y  =  J  -+-  SP  cos  fl  =  /  +  ( I  —  cos  0)  cos  Q. 

Par  S4iite,  si  Ton  prend,  sur  le  prolongement  de  CS,  SF  =SP,  les  coordon- 
nees du  point  F  seront 

x^^=  X —  (i  — cos9)wnfl,    y=y  —  (i  —  co6^)cosd; 

et  il  est  facile  de  voir  que  le  point  F  est  le  foyer  de  la  parabole.  En  effet, 
a,  p,  y  etant  les  coordonnees  d'un  point  queleonque  de  cette  ligne,  on  doit 
verifier  la  relation 

(«--^r-H(i*-/r-H/={*-^r+(p-yr. 

ou 

(:i/-a:^)(2(r-a/-a/0  +  (/-/)(al3-/-/)H-y  =  o. 

Or,  en  substituant  pour  x^jr,  a/y  j',  xT^j/^  leurs  valeurs,  on  trouve 

4(i— cosfl)sinfl^[a  —  3  +  sin  9] 
-f-4(i — cosfl)cosfl[p  —  I  +  cosfl]  -hy*^  =  o, 

relation  qui  devient  identique  si  Ton  a  egard  aun  equations 

(a  — fl)cos9  =  {|3— i)sin9,     >'cos9-4-4^(r  —  cos9)  — 4{i  — cos9)'=o. 

43.  La  surface  dont  nous  nous  occitpons  pent  done  etre  engendree  de  la 
maniere  suivante  : 

Solent  la  eyeloide  OSA  deerite par  le  poiM  S  appurtenant  a  la  circon/e- 
rence  CI,  et  la  cy chide  OPB,  enveloppe  da  rayon  mobile  CS ;  P  itarU  le  point 
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de  contact.  Si  ton  concoit,  dansunplanperpendiculaireauplan  de  la  figure^ 
line  parabola  dont  la  directrice  soit  projetde  en  P  et  qui  ait  S  pour  sommet, 
cette  courbe  (variable  de  grandeur)  engendre  la  surface. 

44.  Jusqu'a  present  on  n*a  pas,  que  nous  saehions,  donn^  d'exemple  de 
surface  minimum  algSbrique.  Pour  que  les  fonnules  (94)  representent  de 
pareilles  surfaces,  il  suffit  que  les  variables  m,  ny  entrent,  la  premiere  seu- 
lement  sous  les  signes  sinus  et  cosinusy  la  seconde  en  exposant.  Ces  condi- 
tions, auxquelles  on  peut  satis&ire  d'lme  infinite  de  manieres,  seront  veri- 
fiees  si  Ton  prend 

^{m'hn^ —  i)  =  cos  (am-f-  2/1  y/ —  i),     V  [m-hn^ —  1)  =0. 

£n  effet,  on  obtiendra  d'abord,  par  un  calcul  semblable  au  precedent  (n^  40) : 

M  =  ^  cos  2 m  (e'"  +  e"'"),     N  =  —  isin  2 m (e'"  —  e"^"), 

(99)  ^  =  5 i^^"  -H  «■""')  sin  3  m  —  (c*  -h  e"")  sin  m; 

( 1 00)  /  =  5  (^"'  4-  €'*")  cos  3  m  -h  (c"  H-  e"")  cos  m, 
(loi)     z  =  sin  2  m  (c*"  —  e"*") ; 

et  il  ne  restera  plus  qu'a  eliminer  m  et  /i.  Pour  cela,  resolvons  les  equa- 
tions (99)  et  (100)  par  rapport  ke^^-he^^"  ete^-^C^;  nous  aurons 

Cette  dernierevaleur,  combinee  avec  Tequation  (loi),  donne,  par  un  calcul 

facile  y 

B*  sin*  am  —  4B*  sin  2 m  —  z*  =  o. 

D'ailleursy 

A  =  B*  — 3B. 

Done,  en  remettant  pour  A  et  B  leurs  valeurs,  et  en  operant  quelques  sim* 
plifications, 

(j sin 3m  —  a; cos 3m)*—  16 (/sin 3m  —  j: cos 3m)*  sin 2m cos*  2m 

—  1 6 z* sin*  2m cos*  2m  =  o, 
(jsin3m  —  ,rcos3m)*  —  24(7cosm-j-  x sin  m)  sin'  2m  cos*  2m  =  0. 

2t  . 


l64    SUR  LES  SUKFACES  DONT  LES  RAYONS  DE  COURBCRE,  EN  CHAQUE  POINT, 

On  tire,  de  ces  deux  equations, 

(j sin 3m  —  a?cos3m)^=  4sin  2mcos^ 2my2  -H  y/4  +  2*), 

o  o  /*  slii*2m{r  cosfii  +  xsinm) 

ysin  im  —  a:coso/n  =  6 ^ — ,  -\ 


oil 


(  [ J  ( 3  tang m  —  tang'  m)  -t-  x  (3  tang*  m  —  i) ]* 

(  =  8  ( 2  -h  V 4  -h  ^* )  tang  m  ( i  —  tang*  m)', 

|[j(3tangm  —  tang'  m)  -h  j;(3tang*m  —  i)]  (i  +  tang*/n) 
= ,  tang'  m{y"\-x  tanc  m). 

L' elimination  de  tangm  conduirait  enfin  a  Tequation  de  la  surface  :  cette 
elimination,  n'ayant  d'autre  difficulle  que  la  longueur  des  calculis,  il  n'y 
aurait  pas  interet  a  TefFectuer. 

Additions  au  Memoire  precedent. 

L 
I.  Les  formules 

a:=/(rfM  — rfQ)sinm(e^-he-'')— /(rfN-hrfP)cosm(e"  — e-"), 

j=/(rfM  — rfQ)cosm(e"  +  e~")4-/(rfN  +  rfP)sinm(c'  — O,, 

peuvent  etre  simplifiees. 

Pour  le  faire  voir,  remarquons  d'abord  que  les  relations 

*  (m-+-/iy/^)  =  MH-N\/^^,     ^  (w  — «y/— i)  =  M  — Ny/— i, 
^(m  +  /^\/^^)  =  P^-QV^^,      ^(m  — n\/^^)=P  — Qy/^^r 
donnent 

fm_fm_     dM__d^    ^_^    f[P__^Q 

dm        fin         dn  dm       dm  ^^  dn^      dn^^        dm 

rf«N        ^/-N  _  d}V        €?P_ 
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Par  suite 


ou 


dx.  I  dz    .  /   M    .      — ii\    ,     I  dz  /  „         _,,% 

et,  semblablement, 

-T^  ==  —  --^  COS  m  (c"  -h  e~")  —  -  :r-  sin  mie"  —  c""") , 

dy  I   dz  f  „,  .      _-v         I  dz    .  /„  _„v 

~- =        --y-cosm(e"-he  ") :r-sinm(e^  —  e  "). 

rf//  2  am  ^  ^        2  an  ^  ' 

Nous  aurons  done,  en  representant  par  V  une  certaine  fonction  de  n^ 

^=  — ^(e"4-e-'*)   r^sinm^-h^(e"  — e-")   r^cos/wfl^m-t-V. 
La  fonction  inconnue  V  est  determinee  par  1' equation 
i^sinm(e"-t-c-")-Higcosm(e''-e-'') 
=  —  ^  («" -  ^~")  /£  sin mrfm  +  \  (e« h- e"")  J ^  cos  we/m 

Or, 

/fl?-z    .  I  //if  /*  d^z  , 

-^^%\Vimdin=^ —  rf^^^^''*"^   jj^— ^  cos  mrfm, 

^cosmam=     ^smm —   I  j-^  sin  mam; 

dbncy  a  cause  de 

^    ,    ^^_       ^M'(N  +  P)        ^(N  +  P)-|_ 
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La  fonction  V  se  reduisant  a  une  constante,  on  a  simplement 

(a)      x^  —  i^-^e-^)  J'£smmdm^\{€f'—e'^)  J^ 

On  trouve,  de  la  meme  maniere 
(6)      r  =  -^{e«  +  €-«)J^cosmrfm-^(€''— o/^sinmrf^ 

Ainsi,  quand  on  aura  mis  sous  forme  reelle, 

z  =  —  •[y(/n-hn\/^^)  -hy(m— ny/~)] 

-hy/^[«»(m  +  /iv/^^)— ♦(m— /iv^— i)], 

de  simples  quadratures  donneront  x  etjr. 
2.  Soient,  par  exemple^ 

<S>(m-hn^—  i)  =cos(m-[-Ai\/— i),     ^(m  +  ny/"^)  =o; 
auquel  cas 


X  =  —  -  (e"-h  e-")*   fsin'  mdm  -h  ^  (^—  e"^)*  fcos'  mdm 

=  _  /n  -+-  4  (^**H-  ^''*")  si*^  ^'^j 
4 

j  =  — -(e'-l-a'^)*  I  sinm  cosm^ftw  — ^(^ — e'^Y  jcosmsinmdm 
=      i  (e**  -h  e"*")  cos  am; 
comme  on  Ta  vu  ci-dessus  (40). 

IL 
Lignes  de  courbure  de  la  surface. 

5.  L'equation  de  ces  lignes,  que  M.  Michael  Roberts  a  obtenue  en  par- 
tant  de  Tintegrale  donnee  par  Monge  (*),  prend  une  forme  assez  remar- 
quable,  si  Ton  adopte  les  formules  (87). 

En  effet,  Vequation  diflferentielle  connue, 

dx  -hpdz  dy-hgdz 

dp  dif 


2  =  sinm(^  —  e^),  I 

II  en  resulte  I 

I 
I 


(•)  Joaraal  de  lioaville^  lome  XI,  page  3oo. 
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devient  d'abord 

[n'{a)5mada  +  n'  (b)smbdb}  —  [ts'  {a)da^ie\b)db']~^ 

*  sin  7  (a  —  b) 
lu'(a)cosada-^i:'(b}cosbdb]-^[xs'(a)da  —  7t'{B)db]^^^±^ 

d  sini.(flH-6)  —  ^• 

*  sin  I  (a  —  b) 

Mais, 

cosj{a-hb) tsm^(a—E)sm\{a-^b)[da'hdb)  +  cosi{a-i'S)cos{(M—b){da—db) 

^-  sin  1  (a—bj ~        2  sm'i(a—b) 

I  co^bda — co^udb 

~~l      sin*^{^— ft)      ' 

sin  J {a-hby i  s\n{{ti— b) cos '^(a'j^)  (da-^db)  —sin {{a-^-l) eon \ (a— b] (da— db) 

sin  J  (a — ft)        a  »in*^(a  —  ft). 

X  fknbda  —  sin adb 

2-      sin*^  (a  — ft) 

Par  consequent, 

{dxs  sin  a '\^dit  sin  b)  rin-y  (a  —  ft) — (</cr  —  dit)  cosy  (fl-{-  ft) 
QOsbda  —  cos  adb 

[dTSCOsa-^^  d'Kcosb)vkn^[a'^b)  '^{djs  —  d'R)s\n^(a-^  b) 
sin  bda  —  sin  adb 

Apres  quelqaes  reduction»^  cette  equation  devient 

Les  lignes  de  courbure  des  surfaces  minimums  sont  done  representees  pap 
les  equations^  (87),  jointes  a 

{c)  f  da  \f^^Ja)  dz  Jdb\iy{h)  =  const. 

4.  Gomme  application,  prenons 

d'oii 

x= —  (r+V^ — r)cosa —  (i — y/ — i)cosA, 
7=       (i-H  \/— i)sina-h  (i— y/  — i)sin&, 
z  =  (a.  —  b)  y/ —  1  —  (ft  -f-  by^ 
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et,  pour  requation  des  lignes  de  courbure, 

ayH- y/—  I  ±  by\—\/—\  =  const. 
En  posanty  comme  dans  le  n^  38, 

a=^m  4-/2^/— I,     b  =  m  —  n^ — i, 

on  obtient,  au  lieu  des  formules  precedentes, 

X  =  —  (e"  +  e"")  cos  m  —  (e"  —  e'")  sin  m, 
J  =  (e" -h  e'^)  sin  m  •—  {e"  —  e"") ^cos m, 
z  = —  2(mH-n), 

-h  /*[\/i  -f-\/—  I  If:  Vi— v/— T]\/— I  =  const. 
Si  Ton  fait 

on  trouve,  en  prenant  les  signes  superieurs, 

a 

m  — n  --  -=  u^ 

et,  en  prenant  les  signes  inferieurs, 

/3 

^  et  y  etant  des  constantes  arbitraires. 
D'ailleurs, 


done  les  equations  des  lignes  de  courbure  sont,  finalement, 


dooec 


DEMONSTRATION 


PROPRIM  Gl^NERALE  DES  SURFACES  FERMfiES. 

Par  M.  REECH. 


Theor^mb.  Le  nombre  total  des  normales  quon  j?eut  abaisser  dun 

point  donnS  sur  une  surface  fermie  quekonque,  est  un  nombre  pair; 
En  outre,  si  Von  ddsigne  par  : 

I  le  nombre  des  normales  dont  les  longueurs  sont  des  maxima  par  rap- 
port a  tous  les  rayons  Decteurs  inflniment  rvoisins  quonpeut  mener 
du  point  donni  a  la  surface; 

S  le  nombre  des  normales  dont  les  longueurs  sontxies  minima  par  rapport 
a  tous  les  rayons  vecteurs  inflniment  a^oisins; 

M  le  nombre  des  normales  dont  les  longueurs  sont  des  maxima  par  rap- 
port aux  rayons  vecteurs  inflnim£nt  Doisins  dans  deux  angles  diedres 
opposes,  et  des  minima  par  rapport  aux  rayons  ^ecteurs  infirdment 
"voisins  dans  les  angles  diedres  sifpplSmentaires  des  precedents ; 

N    le  nombre  total  des  normales;  on  aura 


et 


I.+.S=AN-h 


M  =  lN  — I. 


Concevons  dans  Tespaoe  une  surface  fermee  quelconque ;  supposons  que 
CC'C^  en  represente  le  contour  apparent;  soit  G  le  point  par  lequel  on 
doit  abaisser  des  normales.  Decrivons  du  point  G  comme  centre  une  sphere 
d'un  rayon  assez  grand  pour  envelopper  entierement  la  surface. 

Pour  mieux  representer  les  choses,  nous  supposerons  que  cette  sphere 
soit  formee  par  une  masse  d'eau  entouranj  la  surface,  et  que  Teau  soit 

JXFW  Cahier,  ^^ 
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soiimise  ensuite  a  une  evaporation  continue  qui  fasse  decroitre  progress'p- 
vement  le  volume  de  la  sphere.  Apres  un  certain  temps  d'evaporation,  la 


sphere  laissera  a  decouvert  un  ou  plusieurs  points  de  la  surface  CC'C'^y 
tels  que  I.  Si  nous  concevons  la  surface  donnee  comme  la  surface  exterieure 
d'un  corps  solide  ou  noyau  plonge  dans  I'interieur  du  liquide,  ce  point  I 
sera  le  sommet  d'une  ile  qui  surgira  et  grandira  a  mesure  que  Tevaporation 
augmentera. 

La  sphere  de  rayon  GI  est  tangente  exterieurement  a  la  surface  au  point  I, 
GI  est  done  une  normale  a  la  surface;  et  comme  la  sphere  est  tout  entiere 
en  dehors  de  la  surface  autour  du  point  I,  le  rayon  vecteur  GI  est  un  maxi- 
mum par  rapport  a  tons  les  rayons  vecteurs  inBniment  voisins  que  Ton  peut 
mener  du  point  G  a  la  surface.  Autant  il  se  formera  d'iles  de  cette  maniere, 
autant  il  y  aura  de  normales  corrcspondantes  dont  les  longueurs  seront  des 
maxima. 

L'eau  continuant  a  s'evaporer,  deux  ou  plusieurs  iles  pourront  se  joindre 
de  maniere  a  n'en  phis  former  qu'une  seule,  et  a  Tinstant  oil  deux  ilesse 
reuniront  ainsi,  leurs  Hgnes  de  rivage  se  couperont  en  un  point  A  qui  sera  le 
pied  d'une  normale.  En  effet,  la  surface  a  au  point  A  deux  tangentes  AV^ 


AT  sltuees  dans  le  plan  tangent  a  la  sphere  ;  le  rayon  vecteur  qui  joint  le 
point  G  au  point  A  sera  done  normal  a  la  surface ;  mais  comme  la  sphere  est 
situee  partie  en  dedans  de  la  surface,  partie  en  dehors  de  la  surface,  le  rayon 
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^'ecteur  GA  sera  maximum  par  rapport  aux  rayons  vecteurs  infiniment  voi- 
sins  menes  dans  la  region  de  la  surface  situee  a  Tinterieur  de  la  sphere  et 
minimum  par  rapport  a  ceux  qui  seraient  menes  dans  Tautre  region  de  la 
surface.  Nous  trouvons  done  ainsi  les  caracteres  d'une  normale  de  Tespece 
comprise  sous  la  designation  M. 

Notre  demonstration  suppose,  il  est  vrai,  que  les  deux  lignes  de  rivage 
viennent  se  couper,  tandis  que  les  deux  lignes  pourraient  etre  tangentes; 
mais  alors  il  suffirait  -de  modifier  le  raisonnement  en  observant  qu'une  corde 
perpendiculaire  a  la  tangente  commune  avait  une  position  telle  que  mn 
avant  la  jonction  de  deux  lignes  de  rivage,  et  quand  ces  deux  lignes  seront 


venues  se  toucher  en  A,  la  corde  aura  du  se  transformer  en  une  tangente ;  on 
a  done  encore  deux  tangentes  a  la  surface,  AT  et  mn^  situees  dans  le  plap 
tangent  a  la  sphere.  ^ 

Jusqu'ici  nous  ne  nous  sommes  occupes  que  de  lignes  de  rivage  qui  se 
sontjointes  deux  a  deux,  nous  allons  faire  voir  maintenant  qu'une  ligne  de 
rivage  unique  pourra  se  separer  en  deux.  En  effet,  apres  la  formation  des  iles 
dont  quelques-unes  ont  pu  prendre  assez  d'etendue  pour  devenir  de  veri- 
tables  continents,  la  masse  d'eau  forme  une  mer  qui  entoure  toutes  ces  iles  ; 
considerons  la  ligne  de  rivage  de  cette  mer  par  rapport  a  une  des  iles  ou 
continents  :  la  mer  pent  etre  regardee  comme  un  bassin  circonscrit  par  cette 
ligne  de  rivage.  Soit  BB'B"  le  contour  du  bassin  ;  apres  un  certain  temps 
d'evaporation,  ce  contour  pourra  devenir  une  courbe  telle  que  hb'  V\  et  si 
la  profondeur  du  bras  de  mer  qui  reunit  les  deux  masses  d'eau  M  et  N  est 
plus  petite  que  celle  de  ces  masses,  il  arrivera  un  moment  ou  la  ligne  de 
rivage  se  decomposera  en  deux  courbes  fermees  qui  se  rencontreront  en  un 
point  commun  tel  que  A,  et  il  est  clair  que  ce  point  donnera  lieu  aux  memes 
observations  que  nous  avons  faites  pour  le  point  de  jonction  des  lignes  de 


22. 
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rivage  de  deux  iles  ;  il  sera  par  consequent  le  pied  d'une  normale  de  Tespece 
comprise  sous  la  designation  M. 

Ainsi  done,  autant  il  y  aura  de  jonctions  d'iles  et  de  separations  de  basr 


sins,  aut)sint  il  y  aura  de  noimales  a  compter  parmi  celles  dont  le  nombre 
total  est  represente  par  M. 

Maintenant,  dans  chacun  des  bassins  qui  pourront  ainsi^se  former  succes- 
sivementy  il  pourra  surgir  de  nouyelles  iles,  s'operer  de  nouvelles  jonctions 
d'iles,  de  nouyelles  formations  de  bassins,  et  nous  retrouverons  toujours  a 
r instant  de  la  production  de  chacun  de  ces  phenomenes  un  point  qui  sera  le 
pied  d'une  normale  dont  nous  connaitrons  respece. 

Apres  une  succession  plus  ou  moins  variee,  plus  ou  moins  nombreuse  des 
&its  precedents,  il  arrivera  qu'un  ou  plusieurs  des  lacs  qui  s'etaient  formes 
se  dessecheront  completement^  et  le  point  qui  dans  ehacun  d'euxsera  le  derr 
nier  point  reconvert  par  Teau  donnera  le  pied  dune  normale  minimum;  car 
le  rayon  vecteur  mene  du  point  G  a  ce  point  sera  normal  a  la  surface,  et 
sera  un  minimum  absolu  attendu  que  la  sphere  est  comprise  tout  entiere  en 
dedans  de  la  surface  autour  de  ce  point. 

Tons  les  assechements  de  bassins  correspondront  par  consequent  a  des 
normales  minima. 

11  y  aura  ainsi  un  plus  ou  moins  grand  nombre  d'assechements  et  dans 
les  bassins  subsistants  se  produiront  de  nouvelles  formations  d'iles,  de 
bassins,  etc ;  de  nouveaux  assechements  auront  lieu  et  ainsi  de  suite,  Teva- 
poration  continuant  toujours,  il  arrivera  au  bout  d'un  certain  temps  que  le 
noyau  sera  mis  a  sec. 

D'apres  cela,  faisons  le  denombrement  des  differents  elements  de  niveau 
qui  ont  ete  successivement  obtenus  sur  la  surface  et  formons  le  tableau 
sinvant  ^ 
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Quel  que  soit  Tordre  de  succession  des  faits,  les  sommes  des  resultats 
inscrits  dans  les  quatre  dernieres  eolonnes  pourront  toujours  etre  repre- 
sentees, ainsi  que  nous  Tavons  indique  sur  le  tableau,  par  les  expressions 
suivantes  : 

I -h 2/7  — 2^,     li—lr,     li—lr-\-lp—ls,     2f-+-2r  4-2/?-f-25. 

Or,  quand  toute  Teau  se  sera  evaporee,  nous  aurons  a  la  fin  pour  eha* 
cune  de  ces  sommes  les  resultats  suivants  : 

o,      I,     o,     N. 
Si  done  on  pose 

2/=I,     2r  =  R,     2/?  =  P,     ls  =  S, 
il  viendra : 

I4-P  — S  =  o. 
I  — R=i, 
(^)  ll_R  +  p_S  =  o, 

La  premiere  de  ces  equations  donne 

P  =  S-i, 
la  seconde  donne 

R=I  — I, 

et  si  on  stibstitue  dans  la  troisieme,  on  trou  ve  une  identite ;  cette  equation  n'est 
done  qu'une  consequence  des  deuxautres.  En  portant  dans  la  quatrieme  les 
valeurs  de  P  etde  R,  on  obtient 

N=2(I  +  S-i); 

le  nombre  total  des  Hormales  est  done  un  nombre  pair.  On  a  en  meme 
temps 

si  d'ailleurs  on  pose 

R  +  P=M, 
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on  aura 

M=iN— I, 


2 


Toutes  les  parties  du  theoreme  sont  done  ainsi  deniontrees  ;  mals  nous 
n'avons  considere  que  les  cas  generaux,  et  il  pourra  se  presenter  des  cas 
exceptionnels  dent  nous  devons  faire  mention  pour  montrer  comment  ils 
devront  eti^e  comptes  par  assimilation  aux  cas  generaux  :  ainsi,  au  lieudeTap- 
parition  d'un  seul  point  a  Tinstant  de  la  formation  d'une  tie,  il  pourra 
snrgir  toute  une  portion  de  sphere  pouvant  d'ailleurs  se  reduire  accidentel- 
lement  a  une  portion  de  ligne  ;  il  y  aura  dans  ce  cas  un  nombre  infini  de 
points  saillants,  mais  il  est  clair  qu'on  ne  deyra  compter  Tensemble  de  ces 
points  que  comme  correspondant  a  une  seule  normale,  attendu  qu'il  n'y 
aura  qu'une  seule  ligne  derivage. 

Un  cas  exception nel  du  meme  genre  pourra  se  produire  soit  ^  la  jonction 
de  deuxiles,  soit  a  la  separation  de  deux  bassins,  soit  enfin  a  Tassechement 
d'un  bassin,  et  a  chaque  fois  on  ne  devra  compter  qu'une  normale  corres- 
pondante. 

II  pourra  arriver  qu'au  lieu  d'une  portion  de  ligne  ce  soit  une  courbe  fer- 
mee  qui  a  un  instant  donne  surgisse  tout  entiere  au-dessus  de  I'eau,  et  iqu'a 
I'instant  suivant  il  y  ait  une  ile  en  forme  de  zone  annulaire  comprise 
entre  deux  lignes  de  rivage ;  le  fait  se  presentera,  par  exemple,  dans  le  cas  oil 
la  surface  donnee  serait  un  ellipsoide  que  nous  supposerons  de  revolution 
et  de  forme  aplatie,  et  oil  le  point  G  serait  place  au  centre  meme  de 
I'ellipsoide.  On  \  oit  alors  que  la  circonference  du  cercle  equatorial  sera  a 
un  certain  instant  la  courbe  de  contact  avec  la  sphere .  de  rayon  variable ; 
elle  sera  done  a  cet  instant  la  ligne  saillante  au-dessus  de  I'eau,  et  a  Tinstant 
suivant  deux  lignes  de  rivage  auront  pris  naissance  :  il  est  clair  que  dans  ce 
cas  la  formation  dedeux  lignes  de  rivage  devra  faire  compter  pour  deux  le 
nombre  des  normales  correspondantes. 

II  pourra  arriver  encore  que  le  long  d'une  ligne  de  rivage  un  element  de 
niveau  se  produise  a  un  certain  instant  pour  disparaitre  immediatement  apres, 
sans  qu'il  reste  aucune  trace  de  sa  formation ;  on  ne  devra  done  pas  compter 
eette  position  singuliere,  et  le  nombre  total  des  normales  n'en  restera  pas 
moins  un  nombre  pair. 
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Mais,  dans  de  semblables  circonstances,  il  convient  de  recourir  k  an 
moyen  d'epreuve  qui  permet  toujours  de  determiner  infailliblement  la  veri- 
table nature  des  positions  que  I'onetudie.  Ge  moyen  consiste  a  supposer  un 
certain  deplacement  infiniment  petk  du  point  6  et  a  voir  de  quelle  maniere 
Telement  en  question  se  presente  par  rapport  a  la  nouvelle  position  du  point. 
Si  nous  appliquons  d'abord  ce  eriterium.au  cas  dont  nous  avons  donne  un 
exemple  dans  Thypothesc  d'un  ellipsoide  de  revolution,  on  voit  qu'il  se 
produit  une  ile  entouree  d'une  ligne  de  rivage  qui,  un  peu  apres,  se  partage 
en  deux.  On  obtient  par  consequent  deuK  normales,  conformement  a  la  con- 
clusion que  nous  avons  tiree  precedemment ;  de  plus  on  voit  que  Tune  des 
normales  sera  de  Tespece  I,  Tautre  de  Tespece  P  et^par  suite  de  Tespece  M. 

Si  maintenant  nous  passons  au  dernier  cas  particulier  que  nous  avons  indi- 
que,  il  convient  de  choisir  un  exemple  pour  faciliter  la  discussion  desiaits : 

Supposons  qu*une  normale  GA  soit  telle,  que  la  ligne  de  phis  grande 
pente  (c'est-a-dire  la  section  normale  par  un  plan  perpendiculaire  a  la  ligne  da 
rivage)  passant  au  point  A  ait  precisement  une  inflexion  *en  ce  point,  on 
voit  bien  que  Telement  de  niveau  correspondant  ne  laissera  aucune  trace  de 
sa  formation  apres  que  la  masse  d'eau  environnante  se  sera  abaissee  au- 
dessous  de  lui.  G'est  done  un  point  qui  setrouve  exactement  dans  ies  con- 
ditions que  nous  voulons  etudier. 

Deplaqons  le  point  G  dans  le  plan  de  la  section  normale  GAT,  et  faisons- 
le  marcher  perpendiculairement  a  GA  d'une  quantite  infiniment  petite  GG' : 


on  voit  alors  que,  par  rapport  au  nouveau  point  G^  il  ne  se  preduit  plus 
d' element  de  niveau,  et  nous  sommes  ainsi  justifies  dans  la  maniere  dont  nous 
avons  rejete  precedemment  cette  position  singuliere. 

Mais  si,  au  lieu  de  faire.avancer  le  point  G  a  droite  de  la  normale,  nous 
le  transportons^en  arriere  au  point  G'^  qui  sera,  par  exemple,  lesymetrique 
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du  point  G',  deux  cas  pourront  alors  se  presenter,  suivant  la  forme  de  T in- 
tersection de  la  surface  par  un  plan  normal  perpendiculaire  a  GAT ;  quand 
cette  courbe  d'intersection  sera  exterieurc  a  la  section  de  la  sphere  par  le 
meme  plan,  un  bassin  devra  se  former,  et  a  Tinstant  de  la  formation  du  bassin 
il  y  aura  croisement  de  deux  lignes  de  rivage,  ce  qui  donnera  un  premier  ele- 
ment de  niveau ;  le  bassin  se  dessechera  ensuite,  et  a^  Tinstant  de  son  asse- 
chement  donnera  un  second  element  de  niveau  :  nous  aurons  done  ainsi 
deux  elements  de  niveau,  et,  par  consequent,  deux  normales. 

Quand  la  courbe  d'intersection  sera  interieure  a  la  section  de  la  sphere 
par  le  plan  normal  perpendiculaire  a  GAT,  il  se  produira  uiie  tie  qui,  par 
son  sommet,  donnera  le  pied  d'une  normale,  et  cette  ile  ne  tardera  pas  a  se 
relier  a  la  terre  voisine  par  un  isthme  qui,  au  moment  de  sa  formation,  don- 
nera le  pied  d'une  seconde  normale ;  done  nous  retrouverons  encore  ici  deux 
normales. 

II  en  resulte  que  la  translation  du  point  G  en  G'^  nous  conduit  a  regarder 
la  position  singuliere  GA  comme  correspondante  a  deux  normales;  de  plus, 
on  voit  que  Tune  des  deux  normales  fera  augmenter  d'une  unite  la  somme 
I  -h  S,  et  que  I'autre  fera  augmenter  d'une  unite  la  somme  M,  de  telle  sorte 
que  la  difference  de^  deux  sommes  ne  cessera  pas  d'etre  egale  au  nombre  u. 
Le  theoreme  sera  done  satisfait  a  I'un  comme  a  I'autre  point  de  vue,  soit 
qu'on  compte  pour  o,  soit  qu'on  compte  pour  2  la  normale  singuliere  GA 
dont  il  est  question. 

Le  moyen  d'epreuve,  qui  consiste  a  deplacer  le  point  G,  comme  nous 
venons  d'en  donner  un  exemple,  s'applique  a  tons  les  cas  generaux  et  excep- 
tionnels;  il  donne  une  regie  sure  pour  determiner  la  maniere  de  compter 
tons  les  elements  de  niveau,  quelles  que  soient  les  circonstances  dans  les- 
quelles  ils  se  produisent;  et,  par  1' application  de  cette  regie,  on  reconnaitra 
dans  tons  les  cas  que  le  theoreme  qui  fait  Tobjet  de  la  presente  demons- 
tration, subsiste  avec  une  entiere  generalite. 

A  la  surface  de  la  terre,  les  lettres  I,  S,  M  designeront  respectivement  : 

I     le  nombre  des  sommets  de  montagnes  et  de  collines ; 
S     le  nombre  des  fonds  de  bassins  ou  de  puits ; 

M    le  nombre  des  isthmes  et  elements  de  niveau  a  deux  courbures 
opposees. 

XJXFU*  Cahier,  ai 
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Dans  la  theorie  de  la  stabilite  des  corps  flottants,  les  memes  lettred  servi- 
rent  a  representer  : 

I     le  nombre  de  positions  d^'ecjuilibre  instable  f 
S     le  nombre  de  positions  d'equilibre  stable ; 
M    le  nombre  de  positions  d'equilibre  mixte. 

On  sait,  en  eflfet,  que  si  la  surface  donnee  est  la  surface  des  centres  de 
carene  d'un  corps  flottant,  et  si  le  point  donne  G  est  le  centre  de  gravite  du 
corps,  les  pieds  des  normales  qu'on  peut  mener  du  pont  G  a  la  surface  sont 
les  centres  de  carene  correspondants  aux  positions  d'equilibre  du  flotteur, 
en  sorte  que  ces  normales  determinent  les  positions  d'eqtiilibre  du  corps 
flottant. 

En  outre,  quand  les  normales  sont  des  maxima,  par  rapport  aux,  rayons 
vecteurs  infiniment  voisins  menes  du  point  G,  les  positions  d'equilibre  cor- 
respondantes  sont  instables;  quand  elles  sont  des  minima,  les  positions  d*e- 
quilibre  correspondantes  sont  stables;  quand  elles  sont  des  maxima  par 
rapport  aux  rayons  vecteurs  infiniment  voisins  dans  des  angles  diedres  op- 
poses, et  des  minima  par  rapport  aux  autres  rayons  vecteurs  infiniment 
voisins,  les  positions  d'equilibre  correspondantes  sont  instables  par  rapport 
a  certains  axes  d'indinaison,  et  stables  par  rapport  a  d'autres  axes  situes 
respectivement  dans  certains  angles  que  I'etude  de  la  stabilite  apprend  a 
determiner :  c'est  pourquoi  ces  positions  sont  appelees  positions  d'equilibre 
mixte;  mais,  dans  le  fait,  ce  sont  des  positions  sur  la  stabilite  desquelles  il 
ne  faudra  pas  compter. 

On  voit  ainsi  que,  dans  la  theorie  de  la  stabilite  des  corps  flottants,  on  a  ce 
remarquable  theoreme  : 

Le  nombre  total  N  d£S  positions  d'equilibre  d'unflotteur  est  pair. 

La  somme  des  positions  d'equilibre  qui  doivent  etre  consid^rSes  comme 
etant  absolument  stables  et  absolument  instables,  est 

2 
La  somme  des  positions  d'equilibre  mixte  est 


2 
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CONSTRUCTION 


CEiNTRES  DE  COURBURE  DES  UGNES  DfiCRITES  DANS  LE  MOUVEMENT 
D'UNE  FIGURE  PLANE  QUI  GUSSE  SUR  SON  PLAN; 


Pab  M.  a.  MANNHEIM, 

G«pitaine  d^artillerie. 


1.  Designons  par  f  {^)  le  centre  d^une  circonference  fixe  F,  par  m  le 
centre  d'une  circonference  M  qui  roule  sur  la  premiere  et  par  d  le  point  de 
contact  de  ces  deux  circonferences. 

a  etant  un  point  quelconque  du  plan  de  M^  on  obtient  le  centre  de  cour-* 
bure  de  Tepicycloide  decrite  par  ce  point  de  la  tnaniere  suivante:  On  joint 
le  point  a  au  point  d^  on  eleve  sur  cette  droite  la  perpendiculaire  dp  qui 
rencontre  le  diametre  am  au  point  p ;  la  ligne  fp  coupe  ad  au  centre  de 
courbure  cherche  a. 

M.  Savary,  a  qui  est  due  cette  construction,  adonne  en  outre  la  relation 
suivante : 


\dcfi        da  J 


cos/du=^^^^- 


Le  point  a  a  toujours  le  meme  centre  de  courbure  a  lorsque  les  rayons 

des  circonferences  varient,  pourvu  que  la  fonction^—  ^  reste  constante^ 

Lorsque  elf  est  infini,  la  circonference  mobile  roule  sur  une  droite  (**) ;  si 
dm  est  infini,  c'estau  contraire  une  droite  qui  roule  sur  une  circonference  ; 


C^)  On  est  prie  de  faire  les  figures. 

(**)  M.  Transon  a  donne  k  cette  circonference  le  nom  dc  cercle  de  ronUmertt  (Voir  J  carnal  de 
mathematiques  de  }&..  lAo^viWe  ^  tome  X»  page  i54)> 

23. 


l8o        CONSTRUCTION  DES  CENTRES  DE  COURBURE  DES  LIGNES  DECRITES 

dans  chacun  de  ces  cas  le  systeme  se  reduit  a  une  droite  et  a  une  circonfe- 
rence  ;  les  deux  circonferences  ainsi  obtenues  sont  egales. 

2.  Par  le  point  d  menons  a  ap  la  parallele  drj  cette  droite  coupe  ap  au 
point  r ;  de  ce  point  abaissons  sur  dala  perpendiculaire  rs  qui  coupe  da  au 
pcMot  s  et  6^au  point  t:  on  a 

2 L— __i___i.n 

da       da        dr  sin  rdp        ds 
d'ou 

(I  I  \  j^r         COS f da        I    l^) 

En  comparant  cette  relation  avec  celle  de  Savary  donnee  plus  haut,  on  voit 
que  dt  est  constant  et  en  outre  que  le  point  s  est  le  centre  de  courbure  de 
r element  decrit  par  le  point  qui  est  a  Tinfini  sur  da. 

Le  point  s  est  sur  la  circonference  decrite  sur  dt  comme  diametre ;  dt  etant 
constant,  cette  circonference  est  fixe ;  on  a  done  ce  theoreme  : 

Pour  un  mouvement  infiniment  petit  d*  une  figure,  le  lieu  des  centres  de 
courbure  des  elements  ddcrits  par  les  points  de  tinfini  est  une  drcortfe- 
rence  passant  par  le  centre  instantane  de  rotation. 

On  demon tre  facilement  ce  thforeme  en  s'appuyant  seulement  sur  la  con- 
struction de  Savary. 

Reprenons  I'egalite 


ou 


prolongeons  da  d'une  longueur  egale  a  elle-meme  jusqu'en  a',  cette  egalite 

(*)  Je  m'appuie  ici  sur  le  theoreme  siiivant  r  itant  donnes  un  angle  doni  le  sommei  est  m  et  un 
point  o  qudconque  dans  son  plan,  on  a,  quelle  que  soit  'la  direction  d^une  droite  passant  par  ce 

point  et  coupant  les  cdtes  de  I 'angle  aux  points  c  et  d:  [—- |  -r— : —  =  coDStante,  en  ob- 

\od        oc)  sin  dont  ' 

servant  la  regie  des  signes  ( Transformations  des  proprietes  m^triques  des  figures,  page  J). 
(**)  dt  est  egal  au  rayon  du  ccrcle  de  roulement.  • 


I 

di" 

a' 

I 

di  — 

a  + 

ii-' 
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peut  s'ecFire 


da!~  ds^  da' 


d'apres  Cela  a^d^s^oL  forment  une  division  harmonique  et  Ton  a 


d'oii 


a  a     ou     p  = • 

"         as 


Ainsi  connaissant  le  point  s  il  est  fadle,  ou  de  calculerp,  ou  de  con- 
struire  or. 

5.  En  considerant  Uegalite  ^  —  -7-  =  constante,  on  arrive  a  unecircon- 

ference  symdtrique  de  la  precidente  par  rapport  ad  et  qui  est  le  lieu  des 
points  qui  dScrivent  des  elements  dont  les  centres  de  courbure  sent  a 
tinfini. 

Designons  par  (^  le  point  oil  elle  coupe  c^,  on  a 


Jou 


L  X      1 

da-       doL  """  d\^ 


da~  dv'^  da.' 


prolongeons  da  d'une  longueur  egale  a  elle-meme  jusqu'en  a^,  cette  egalite 
peut  s'ecrire 

dd~  dv'^  da'^ 
les  points  a\v^d^OL  forment  une  division  harmonique  et  le  rayon  de  courbure 

ad} 

4.  D'apres  cela,  un  triangle  abc  etant  donne,  si  Ton  connait  les  centres  de 
courbure  a,  p  des  elements  decrits  par  deux  sommets  a,  b^  il  est  facile  de 
trouver  le  centre  de  courbure  y  de  Telement  decrit  par  le  sommet  c^  en 
employant  Tune  ou  Fautre  des  circonferences  dont  nous  venons  de  parler- 
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Cette  solution  est  surtout  applicable  lorsque  Tune  ou  Tautre  de  ces  cir- 
conferences  se  trouve  immediatement  determinee  comme  dans  les  exemples 
suivants : 

5.  I®.  Deux  sommets  bete  dun  triangle  aba  de  grandeur  constante  glis^ 
sent  sur  deux  droites  fixes  qui  se  coupent  en  o  ;  on  demande  le  centre  de 
courbure  a  de  t ellipse  decritepar  le  sommet  a,  ainsi  que  les  centres  de  cour^ 
bare  des  courbes  enveloppees  par  les  c6t6s. 

Dans  ce  cas,  la  circonference  qui  passe  par  les  points  o,  ^,  c  est  le  lieu  des 
points  qui'decrivent  des  elements  dont  les  centres  de  courbure  sont  a  I'infini, 
puisqu'elle  passe  par  le  centre  instantane  de  rotation,  et  par  deux  points  6,  c 
qui  decrivent  des  elements  rectilignes.  A  Taide  de  cette  cirooaferenoe^  on 
construit  a,  et  Ton  determine  p  a  Taide  de  la  formule 

=  —. 

On  retrouve  ainsi  un  theoreme  que  M.  Chasles  enonce  ainsi  (*)  : 

Si  sur  la  normale  en  un  point  s  d'une  ellipse  onporte,  de  part  et  d' autre 
de  ce  point  J  deux  segments  egaux  au  demi-diametre  conjuguS  a  celui  qui 
aboutit  a  ce  point,  puisj  quonprenne  sur  cette  meme  normale  le  pied  de  la 
perpendiculaire  qui  lui  est  abaissee  da  centre  de  la  courbe^  le  centre  du 
cercle  osculateur  au  point  s  sera  le  conjuguS  harmonique  de  ce  point  par 
rapport  aux  extrSmites  des  deux  segments. 

Du  centre  instantane  de  rotation  d  abaissons  des  perp'endiculaires  sur  les 
trois  cotes  du  triangle  abc^  les  symetriques,  par  rapport  a  rf,  des  points  ou 
ces  perpendiculaires  coupent  la  circonference  bco  sont  les  centres  de  cour- 
bure des  courbes  enveloppees  par  les  cotes  du  triangle ;  car  ces  points  sont 
sur  les  perpendiculaires  abaissees  du  point  d,  sur  les  cotes  du  triangle  al^Cj 
et  sur  la  circonference,  lieu  des  centres  de  courbure  des  elements  decrits  par 
les  points  de  Tinfini  {**). 


(*)  Journal  de  Mathimatiques  de  M.  Liouville,  tome  X,  page  3o8.  i 

(^]  II  est  important  ici  de  connaitre  un  theoreme  que  M.  P.  Serret  enonce  ainsi  :  Le  centre  de  \ 

eourbure  de  I'enveloppcy  en  un  point  m  de  cette  iigney  coincide  oqcc  le  centre  de  courbure  en  Mde  | 

\ 


\ 
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On  deduit  de  la  :  Le  centre  de  courbure  e  dela  courbe  ewehppe  d'une 
droite  de  longueur  constante  qui  se  meut  dans  un  angle  quelconque  o,  op- 
partient  a  la  perpendiculaire  abaissee  du  centre  instantanS  de  rotation  d  sur 
la  droite  mobile;  la  distance  ed  est  igale  a  la  distance  du  point  d  au  pied  de 
la  p&rpendiaalaire  abaissee  do.  point  o  sur  ed. 

Daos  le  cas  particulier  oa  Tangle  donneest  droit,  on  a  le  theoreme  sui- 
Tant,  donne  par  M.  Lamaiie  (^). 

Le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  enstehppe  d'une  droite  de  longueur 
conslante  qulse  meut  dans  un  angle  droit  estigal  h  trois  fois  la  distance 
du  centre  insiantanS  de  rotation  a  la  droite  mobile. 

Ge  theoreme  et  le  precedent  se^denuxitpent  directement  d*une  maniere 
tres-simple, 

7?.  A,  B,  C  sont  les  cotes  d'un  triangle  donnS  qui  se  meut  de/apon  que 
leS'  cotes  B  et  C  restent  constamment  tangents  a  deux  courhes  donnies;  on 
demands  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  decrite  par  le  sommet  a,  ainsi 
que  celui  de  la  courbe  enveloppee  par  A. 

Soient  |3  et  7  les  centres  de  courbure  des  courbes  donnees  correspondant 
aux  points  oiielles  sont  touchees  par  B,  G,  les  normales  a  ces  courbes  qui 
contiennent  |S  et  7  se  coupent  au  centre  instantane  de  rotation  d\  la  circon- 
ference  rf,  |3,  y  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  elements  decrits  par 
les  points  de  I'infini. 

Joignons  le  point  d  au  point  a ;  soit  s  le  point  oil  cette  droite  coupe  la  cir- 
eonference  d^y ;  le  conjugue  harmonique  du  point  d  par  rapport  aux  points  s 
et  a  est  un  point  a',  et  le  milieu  de  rfa'  est  le  centre  de  courbure  de  la  courbe 
decrite  par  le  point  a. 

La  perpendiculaire  abaissee  du  point  d  sur  A  coupe  la  circonference  d^y 
au  centre  de  courbure  de  la  courbe  enveloppee  par  A. 

Voici  des  enonces  faciles  a  traiter,  d'apres  ce  qui  precede  : 

Le  sommet  dun  angle  droit  parcourt  une  circonfSrence  donnee,  tun  des 


la  roulette  qui  seraii  engendree  par  le  point  M,  centre  de  courbure  en  m  de  la  courbe  dont  on  const- 
dere  Venveloppe  ( des  Methodes  en  geometric,  page  83). 

Plus  generalement :  Deux  courbes  paralleies  enpeloppent  deux  courbes  par  alleles. 

{•^)  Th^orie geometrique  des  rayons  et  centres  de  courbure;  par  M.  Lamarle,  page  4q. 
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cotes  passe  par  un  point  fixe;  on  demande  le  centre  de  courbure  de  laconic 
que  envehppe  de  V autre  cotiP 

D*un  point  fixe  on  abaisse  des  perperuiicuUiires  siir  les  tangentes  a  une 
courhe  donnee;  on  demande  le  centre  de  courbure  du  lieu  des  pieds  de  ces 
perpendiculaires?  (liima^on  de  Pascal,  cissoide  de  Diodes,  lemniscate. ) 

3"^.  Pour  derniere  application,  nous  allons  considerer  la  courbe  engen- 
dree  par  le  foyer  d'une  ellipse  qui  roule  sur  une  droite  (*). 

Soient  T  la  droite  sur  laquelle  roule  I'ellipse,  fel  f  les  foyers  de  cette 
tjourbe,  d  le  point  oil  elle  touche  T.  Au  point  d  elevons  sur  T  la  perpen- 
diculaire  dc^  c  est  le  centre  de  courbure  de  I'ellipse;  de  ce  point  abaissons 
sur  o^la  perpendiculaire  cv.  L' element  decrit  par  le  pomt  v  a  son  centre  de 

courbure  a  I'infini  (**) ;  on  a  done,  d'apres  ce  qui  precede,  p  ss*^  >  en  de- 

signant  par  p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  decrite  par  le  point/. 

Appelons  r  et  r'  les  rayons  vecteurs  fdjfdy  et  supposons  que  le  point  v 
soit  entre  deX.f\  on  a  alors 

r*                     I          1         dv 
p= 7-     ou     -  = 1, 

en  ajoutant  -  de  part  et  d'aiitre, 

I         1 a        dif 


dif  etant  la  projection  du  rayon  de  courbure  sur  un  rayon  vecteur,  est  e 

in 


i         ;;  rempla^ant  cfc  par  cette  valeur  et  simplifiant,  il  vient 


— —  =  -> 
r        p        a 


en  designant  par  a  le  demi  grand  axe  de  Tellipse;  lorsque  Ton  ne  suppose 


{*)  Voir  Journal  de  Mathematiques  de  M.  Liouvilley  tome  VI9  page  3og,  e(  roavnige  de 
M.  Lamarle,  dejk  cite,  page  54- 

(**)  Ceci  est  general  quelle  que  soit  la  ligne  mobile,  poorvu  que  la  base  de  la  roulette  soit  ane 
ligne  droite;  on  peut  dire  aussi  que  la  circonference  decrite  sur  le  rayon  de  couii>ure  qui  passe  parte 
centre  instantane  de  rotation  est  le  lieu  des  points  qui  decrivent  des  elements  dont  les  centres  de 
courbure  sont  ^  Tinfini. 
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plus  le  point  i^  en  del /,  on  trou ve 


I        I 


Lacourbe  decrke  par/*  (*)  est  altemativement  convexe  et  concave  par  rap- 
port a  T ;  cette  derniere  relation  convient  a  la  portion  convexe  de  la  courbe. 
A  Vaide  dc  la  construction  de  Savary,  on  voit  facilement  que  le  centre 
de  courbure  de  la  courbe  decrite  paryse  trouve  sur  la  perpendiculaire  ele- 
vee  sur  T  au  point  oil  celle-ci  est  coupee  par  le  grand  axe  de  Tellipse* 

6.  Occupons-nous  maintenant  de  la  question  suivante  (**) : 

Deux  courbes  M  at  M,  du  plan  de  la  courbe  A  se  meuvent  en  glissant 
constamment  sur  deux  courbes  fixes  F,  F, ;  on  demande  le  centre  de  cour- 
bure de  la  courbe  enjveloppe  de  A. 

Soient,  pour  une  position  des  courbes  mobiles,  myf\es  centres  de  cour- 
bure des  courbes  M,  F,  correspondant  a  leur  point  de  contact  et  m^^f^  pour 
les  courbes  M^,  F^,  c?  le  point  de  rencontre  de  mf^l  de  m^f^^  a  le  centre 
de  courbure  de  A  sur  la  normale  passant  en  c/;  on  pent  considerer  F  et  F, 
comme  les  enveloppes  des  courbes  M  et  M« ;  pour  un  mouvement  infiniment 
petit  les  points  f^^f^  sont  les  centres  de  courbure  des  courbes  decrites  par 
m  et  m^  (***)  et  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  decrite  par  le  point  a  est 
le  point  cherche. 

La  question  est  done  ramenee  au  cas  deja  traite  (4) ;  nous  allons  re- 
prendre  cette  question,  et  en  donner  une  deuxieme  solution. 

7.  Un  triangle  abc  glisse  sur  son  plaUy  on  connait  les  centres  de  cour- 


(^)  II  est  facile  de  trouver  un  arc  de  rercle  egal  en  longueur  a  un  arc  de  cette  courbe.  (Voir  le 
Journal  Vlnstituty  24'fevrier  i858.) 

Si  Ton  considere  lecercle  decrit  du  pointy  comme  centre  avec  a  pour  rayon,  il  enveloppe,  pen- 
dant le  mouvement  de  Tellipse ,  une  courbe  qui  coupe  T,  dont  il  est  facile  d*avoir  la  lon^eur  en  arc 
de  cercle  et  qui  jouit  de  la  propriete  suivante  :  Pour  un  quelconque  de  ses  points  le  produit  de  la 
normale  terminee  k  T  par  le  rayon  de  cocrrbure  est  egal  a  ^l^ 

(**}  Voir  dans  le  Journal  de  Mathematiques  de  M.  Liouvillc^  tome  X,  page  206,  une  solu-> 
tion  de  la  m^me  question  par  M.  Chasles. 

(***)  Voir  le  theoreme  enonce  dans  la  note  de  la  page  182. 
XXXFIV  Cahicr.  24 
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hure  a  J  |3  des  elements  dScritspar  a,  b;  on  demande  le  centre  de  courbure  y 
de  V Element  decritpar  le  sommet  c. 

Pour  un  niouvenient  infiniment  petit  du  triangle  abc,  on  peut  le  consi- 
derer  comme  faisant  partie  d'une  certaine  circonference  M  roulant  sur  une 
cireonference  fixe  F.  Le  point  d'intersection  d  des  lignes  aa,  ^|3  est  le  point 
de  contact  de  ces  deux  circonferences. 

En  design^nt  par  m  le  centre  de  M,  pary  le  centre  de  F,  et  par  T  la  tan- 
gente  commune  a  ces  deux  circonferences,  on  a,  en  faisant  usage  de  la  for- 
mule  de  Savary, 

d'oii 

I         I 

iU ^ cos  fd^  _  sin(T,  db) 

I  I  cos  f  da         sin(arf,T) 

^  ~db 

Joignons  «  et  p,  et  prolongeohs  cette  droite  jusqu'a  sa  rencontre  u  avec  ab; 
joignons  d  et  w,  on  a  dans  Tangle  auoc  (*), 

/  J i\       I       _  /  I t\       I      . 

\da.         da  )  siii  a  du         \d^         db )  siiip  du  ' 

dou 

X  I 

doi        da         s\i\  a  du         siw  a  du 


I  1  sin  |3  du         sin  u  db  ' 

T^~db 

comparant  cette  valeur  a  la  precedente,  on  en  deduit 

sin  adu sin  (T,  db) 

sin  udb         sin  (arf,  T) 

La  somme  des  angles  du  premier  membre  est  cgale  a  celle  des  angles  du 
second  membre ;  on  doit  done  avoir 

(arf,  T)  =  udb; 


{*)  D'apres  le  iheoreme  enoncc  dans  la  note  page  i8o. 
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ce  que  nous  venons  de  demontrer  pour  le  point  b  est  vrai  pour  le  point  c ; 
en  prolongeant  yu  jusqu'a  sa  rencontre  p  avec  ac,  et  en  joignant  d  et  9,  on  a 

(arf,T)  =  prfc; 

on  a  done  vdc  =  udb\  mais  Tangle  udb  est  connu,  le  point  v  est  done  fa- 
cile a  construire,  et  par  suite  y.  Voici  cette  construction  : 

On  joint  les  deux  centres  de  courbure  donnes  a,  /3,  et  Ton  prolonge  la 
droite  a|3  jusqu'a  sa  rencontre  u  avec  ab\  on  mene  dv  telle,  que  Tangle  vdc 
soit  egal  a  Tangle  udb^  cette  ligne  rencontre  ac  au  point  t^,  on  joint  p  et  a, 
et  Ton  prolonge  vol  jusqu'a  sa  rencontre  y  avec  dc ;  le  point  y  est  le  centre 
de  courbure  cherche. 

Si  Ton  donnait  simplement  le  centre  de  courbure  a  et  la  droite  T,  il  fau- 
drait  faire  Tangle  {^dc  egal  a  («rf,  T). 

Cette  construction  a  deja  ete  donnee  par  M.  Robillier  dans  ses  Elements 
de  GeomStrie.  On  peut  Tappliquer  aux  exemples  precedemment  donnes. 
Dans  le  cas  du  roulement,  on  retrouve  la  construction  de  Savary. 

Voici  d'autres  applications  : 

1^.  Une  courbe  M  rampe  sur  une  courbe  F,  on  demande  le  rayon  de 
courbure  de  la  reptoire.  Dans  ce  cas  F^  est  un  point  a  Tinfini,  M^  une 
droite  quelconque.  On  trouvera  facilement,  d'apres  ce  qui  precede,  que  le 
rayon  de  courbure  de  la  reptoire  est  egal  a  la  distance  des  centres  de  cour- 
bure  des  courbes  M  ef  F  correspondant  a  leur  point  de  contact. 

Cette  propriete  a  deja  ete  donnee  par  M  Prouhet  (*). 

a^.  Les  centres  de  courbure  des  elements  deer  its  simultan^ment  par  les 
diifers  points  d'une  droite  se  trouvent  sur  une  courbe  du  second  degri  (**). 

Soit  D  la  droite  donnee.  Nous  definirons  le  mouvement  de  cette  ligne  en 
nous  donnant  le  centre  de  courbure  a  de  Tun  de  ses  points  a  et  la  droite  T; 
d  est  toujours  T intersection  de  aa  et  de  T.  Cherchons  le  centre  de  courbure 
d'un  point  quelconque  b  de  la  droite  D.  Pour  cela,  menons  la  ligne  dp  telle, 
que  Tangle /?r/6  soit  egal  a  (ac/,  T)  ou  (p,  cette  ligne  coupe  D  au  point/?,  et 


(*)  Noupelles  Annates  de  Mathematiques,  tome  XIII,  page  280. 

(**)  Ce  tlieoreme,  du  k  M.  Rivals,  est  enoncc  dans  le  XXXV*  Cahier  de  ce  Journal,  page  1 12. 
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la  droite  a/?  coiipe  hd  au  centre  de  courburc  |3  de  Felement  decrit  par  Ic 
point  b ;  c'est  le  lieu  des  points  tels  que  |3  (jue  nous  allons  chercher. 

Quelle  que  soit  la  position  du  point  b  sur  D,  Tangle  pdh  est  constant, 
ainsi  les  points  b  et  p  ^e  correspondent  homographiquement,  et  les  Hgnes 
telles  que  db  et  ap  sont  les  rayons  de  deux  faisceaux  homographiques; 
leurs  points  d'intersection  se  trouvent  done  sup  une  courbe  du  second 
degre  S. 

Ces  points  d' intersection  sont  les  centres  de  courbure  des  elements  de- 
crits  par  les  points  de  D ;  le  theoreme  est  done  demontre. 

S  passe  par  les  sommets  a  eX  d  des  deux  faisceaux;  on  voit,  en  outre, 
qu'elle  est  tangente  a  T  an  point  d\  on  peut  done  dire  : 

Si  Von  considere  des  droites  quelconques  dans  un  meme  plan,  pour  un 
meme  mouvement  in/iniment petit,  les  courbcs  S  correspondant  a  chxicune  de 
ces  droites  sont  tangentes  entre  elles  au  centre  instantane  de  rotation. 

Supposons  que  le  point /^  soit  a  I'infini,  le  point  b  est  alors  en  c,  tel  que 
Tangle  acd=^  ^,  et,  pour  obtenir  le  centre  de  courbure  correspondant  a 
ce  point,  il  faut  mener  par  le  point  a  une  parallele  a  D ;  cette  droite  coupe  cd 
au  centre  de  courbure  y.  La  circonference  circonscrite  au  triangle  ydu  est 
tangente  a  T,  puisque  Tangle  y  de  ce  triangle  est  egal  a  ^,  par  suite  elle  est 
tangente  a  la  courbe  S.  II  suffit  done  de  prendre  les  bissectrices  des  angles 
formes  par  les  lignes  dy^da.^  pour  avoir  des  droites  paralleles  aux  axes  de 
la  conique  S. 

Considerons  le  point  9  de  cette  conique  qui  se  trouve  sur  une  parallele 
a  D  menee  par  rf,  ce  point  est  le  centre  de  courbure  correspondant  au  point 
a  Tinfini  de  D ;  si  le  point  a  vient  en  fl,  le  point  y  se  confond  avec  rf,  la  cir- 
conference ydo:  passe  alors  par  fl  et  est  osculatrice  de  S  au  point  d.  D-apres 
cela,  nous  pouvons  dire  que  les  axes  de  S  sont  paralleles  aux  bissectrices  des 
angles  formes  par  les  droites  T  et  D. 

Si  nous  considerons  une  serie  de  droites  paralleles  a  D,  pour  un  mouve- 
ment  infiniment  petit,  les  differentes  courbes  S  correspondant  a  ces  droites 
passeront  par  un  mdme  point  fl,  toucheront  la  droite  T  au  meme  point  rf, 
et  auront  leurs  axes  paralleles  a  deux  directions  constantes. 

De  la  on  peut  conclure  geometriquement  que  les  centres  des  courbes  S 
sont  sur  une  hyperbole  equilatere. 
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Supposons  que  la  conique  S  correspondant  a  une  droite  D  soit  entrainee 
dans  le  mouTement  de  cette  Hgne;  si  Ton  cherche  le  centre  de  courbure  de 
I'element  decrit  par  a,  on  trouve  que  ce  point  est  Thannonique  conjugue 
de  a  par  rapport  aux  points  6?  et  a ;  le  lieu  de  ces  points  est  done  une  co- 
nique tangente  a  S  au  point  d  (*),  et^  par  suite,  a  la  ligne  qui  en  roulant  pro- 
duirait  le  meme  mouvement. 

On  voit  done  que  :  Lorsquune  Ugne  route  en  entrainant  une  conique 
quelconque  qui  lui  est  tangente  au  centre  instantanS  de  rotation,  le  lieu  des 
centres  de  courbure  des  Elements  dScrils  simultanSment,  pour  un  mouve- 
ment  infiniment  petit,  par  tous  les  points  de  cette  conique ^  est  une  autre 
conique  tangente  a  la  premiere,  au  centre  instantane  de  rotation. 

Ce  theoreme  se  demontre  directement  de  la  maniere  suivante : 

Soient  d  le  point  de  contact  de  la  ligne  mobile  et  de  sa  base,  S  une  co- 
nique tangente  a  la  ligne  mobile  au  point  d^  ces  deux  courbes  ont  un  ele- 
ment commun  dd'\  joignons  detd'a  des  points  quelconques  a,  ft,  c  de  S. 
Les  deux  faisceaux  ainsi  obtenus  sont  homographiques;  les  rayons  du  faisr 
ceau  6?  sont  les  normales  aux  elements  oa',  bb\  cc'  decrits  par  a^b^c\  apres 
un  mpuvement  infiniment  petit,  le  second  faisceau  aura  son  sommet  d'  sur 
la  base  dela  roulette,  et  ses  rayons  d' a\  d^b\  d'  c'  sont  les  normales  aux 
elements  aa',  bb\  cc\  ils  rencontrent  les  premiers  aux  centres  de  cour- 
bure de  ces  elements;  le  lieu  de  ces  points  est  le  lieu  des  points  d' intersection 
des  rayons  correspondants  de  deux  faisceaux  homographiques ,  c'est-a-dire 
une  conique.  Cette  conique  passant  par  d  et  ^\  est  tangente  a  S  au  point  d. 

Dans  le  cas  particulier  oil  la  ligne  mobile  est  le  cercle  osculateur  de  S,  cette 
courbe  roule  sur  la  base  de  la  roulette,  nous  avons  done  ce  theoreme  : 


[*)  Ce  lieu  est  un  cas  particulier  du  lieu  suivant  : 

On  donne  une  conique  fixe  S  et  un  poini  quelconque  d^  par-ce  point  on  mene  une-  transversale 
arbitrairc  qui  coupe  une  droite  D  au  point  a  ei  ia  conique  aux  points  b  et  c;  le  lieu  du  point  a'  har- 
moniquc  conjugue  du  point  a  par  rapport  aux  points  b  et  c  est  une  conique. 

On  voit  iinniediatement  en  projetant  que  le  lieu  est  une  conique  passant  par  d  et  par  les  points  de 
contact  des  tangentes  ii  S  issues  de  ce  point.  On  ])eut  dire  :  A  une  droite  D  correspond  une  conique, 
a.un  faisceau  de  droites  correspondent  des  coniques  ayant  quatre  points  communs. 

Ce  n>ode  de  transformation  coroprend  com  me  cas  particulier  la  transformation  par  rayons  vec- 
Ceu  rs  Teciproques. 
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Lorsquune  conique  roule  sur  une  courbe  quelconque,  le  lieu  des  centres 
de  courbure  des  iUments  dAcrits  simuhaMment  par  tons  les  points  de  cette 
conique  est  une  conique  tangente  a  la  premiere,  au  centre  instantanS  de 
rotation. 

On  peut  se  proposer  de  chercher,  pour  une  courbe  quelconque,  le  lieu 
des  centres  de  courbure  des  elements  decrits  simultanement  par  chacun  de 
ses  points.  On  arriye  facilement  a  Tequation  de  ce  lieu  en  employant  la 
relation 


1 2 4')  cos  fd  a  =  constante ; 


on  peut  aussi  le  definir  geometriquement,  en  employant  Tune  ou  Vautre  des 
circonferences  dont  nous  avons  parle  (2  et  3)  (*). 

(*)  Depuis  la  redaction  de  ce  travail,  it  a  paru,  dans  le  tome  XXX  dies  Mimoires  des  Savants 
etrangers  de  f  Academic  royale  de  Bclgique,  des  Rechervhes  sur  les  propriMs  geometriques  des  mou-  , 

vements  plans  dues  h  M.  P.  Gilbert,  professeur  k  I'Universite  de  Louvain.  i 
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COURBES  DE  SEPARATION  D'OMBRE  ET  DE  LUMlfeRE  DANS  LA  VIS  SAINT -GILLES.  -  COMOUR 
APPARENT.  -POINTS  DE  PASSAGE. -NOTES,  THfiOREME; 


Par  M.  B.  VIALLA, 

Ancien  cleve  de  Vt^ole  iinperialc  Po1ytechniqu€;   sous-Iieutcnant  d'etaUiuajor. 


La  surface  de  la  \is  Saint-Gilles  est  la  surface  engendree  par  un  cercle 
anime  d'un  niouvement  helicoidal  autour  d'un  axe  situe  dans  son  plan. 

C'est  sur  cette  surface  que  je  me  propose  de  chercher  la  courbe  de  sepa- 
ration d'ombreetdelumiere  pour  un  rayon  lumineux  donne.  Auparavant, 
je  rappellerai  quelques  proprietes  de  cette  surface. 

Tout  le  long  de  I'helice  decrite  par  un  point  de  la  courlje  meridienne,  le 
plan  tangent  a  la  meme  inclinaison  sur  le  plan  horizontal.  Si  done  nous 
supposons  que  la  courbe  meridienne  entratne  ce  plan  dans  son  mouvement 
helicoidal,  ce  plan  restera  toujours  tangent  a  la  surface  au  meme  point  de  la 
courbe  meridienne  dans  ses  differentes  positions.  Prenons  deux  positions 
successives  de  ce  plan ;  pour  passer  de  la  premiere  a  la  seconde,  tons  les 
points  de  ce  plan  auront  parcouru  des  arcs  d'helice  .de  meme  pas  et  auront 
tous  monte  de  la  meme  hauteur.  Par  consequent,  pour  un  angle  connu  dont 
on  aura  tourne  le  plan  tangent  autour  de  Taxe,  connaissant  le  pas  de  la 
surface,  on  pourra  avoir  la  hauteur  dont  aura  monte  ou  descendu  un  point 
quelconque  du  plan;  ou,  inversement,  connaissant  cette  hauteur,  avoir 
Tangle  de  rotation.  Cest  sur  ce  principe  que  je  m'appuierai  pour  determi- 
ner la  courbe  d'ombre. 

J'examinerai  deux  cas : 

I**.  Les  rayons  lumineux  sont  paralleles- 

2**.  lis  sont  convergents. 
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PREMIER    CAS. 

{PL  /,  Jig.  I .)  —  Je  me  donne  le  cercle  meridien  parallele  au  plan  ver- 
tical et  les  deux  projections  de  Thelice  d'un  point  quelcotique,  du  centre  o>o 
par  exemple.  Je  prends,  pour  «implifier  les  constructions,  les  rayons  lumi- 
neux  paralleles  au  plan  vertical. 

La  construction  consiste  a  chercher,  sur  Thelice  decrite  par  un  point  quel- 
conque  de  la  courbe  meridienne,  les  points  qui  appartiennent  a  la  courbe 
de  separation  d' ombre  et  de  lumiere. 

Considerons  Thelice  decrite  par  le  point  M'  M.  Menons  en  ce  point  M'  M 
le  plan  tangent  a  la  surface.  II  contient  la  tangente  au  cercle,  M'^'  qui  est  la 
trace  de  ce  plan  sur  le  plan  vertical,  et  la  tangente  a  Fhelice.  (J'indiquerai 
plus  loin  le  moyen  de  construire  ce  plan  tres-simplement. )  Sa  trace  horizon- 
tale  passe  par  le  point  a  et  par  le  point  ^  determine  par  la  proportion 

M/3  _  27r.CM^ 

h  etant  le  pas  commun  a  toutes  les  helices. 

Supposons  un  cone  droit  qui  ait  pour  base  le -cercle  de  rayon  co  et^dont 
les  generatrices  fassent  avec  le  plan  horizontal  le  meme  angle  que  les  rayons 
lumineux.  Transportons  au  sommet  S  de  ce  cone  le  plan  tangent  M  a  ap 
parall element  a  lui-meme.  Ce  plan  coupe  le  cone  suivant  les  deux  genera- 
trices projetees  en  C  <p  et  C  4- 

En  menant  par  M^  M  les  paralleles  a  ces  generatrices ,  nous  aurons  dans 
le  plan  tangent  en  M'M  deux  droites  faisant  avec  le  plan  horizontal  le  meme 
angle  que  les  rayons  lumineux.  Faisons  mouvoir  le  plan  tangent  le  longde 
rhelice  du  point  M'M;  il  y  aura  deux  positibns  de  ce  plan  pour  chacune 
desquelles  une  de  ces  droites  deviendra  parallele  au  plan  vertical  et  par  con- 
sequent au  Tayon  lumineux.  II  est  evident  qu'alors  les  points  de  tangence 
dans  ces  deux  positions  seront  des  points  de  la  courbe  d' ombre.  Effectuoos 
la  construction  pour  un  point.  Quand  le  plan  tangent  aura  tourne  de 
Tangle  a>,  la  generation  projetee  en  G4  du  cone  sera  devenue  parallele  au 
rayon  lumineux.  II  faut  trouver  ak>rs  la  position  du  point  M'  M.  D  abord  sa 
projection  iiorizontale  sera  sur  le  cercle  de  rayon  CM  au  point  ju,  de  la  droite 
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tfjL  faisant  avec  CM  Tangle  co  de  I'autre  cote  de  CM  par  rapport  a  C  4*  ^^ 
projection  verticale,  ce  point  se  trouve  siir  la  verticale  fjt,  U  en  (jI  a  une  hau- 
teur fjL^  jut!  au-dessus  de  sa  premiere  position  precisement  egale  a  la  hauteur 
dont  le  point  C  s'est  eleve  pour  le  meme  angle  de  rotation  o).  C'est  la  lon^ 
gueur  <TT  qu'il  faudra  porter  au-dessus  de  yu,.  Nousavons  ainsi  determine 
un  point  de  la  courbe  d' ombre.  Gelui  qui  correspond  a  la  genera  trice  pro- 
jetee  en  C  ^  se  determinerait  de  meme.  C'est  pour  faciliter  la  recherche  des 
hauteurs  correspondantes  a  des  angles  de  rotation  connus  que  j'ai  trace  tout 
d'abord  les  projection^  de  Thelice  du  point  (Jb'. 

II  est  bon  de  faire  toujours  les  rotations  dans  le  meme  sens  pour  avoir 
plus  d'uniformite  et  par  suite  nioins  de  causes  d'erreur  dans  la  determination 
des  differents  points. 

Une  rotation  de  Tangle  a>  m'a  donne  le  point  fjifjd  ;  la  rotation  de  Tangle 
36o  4-  CO  m'aurait  domie  le  m6me  point  sur  la  spire  superieure,  c'est-a-dire 
a  la  hauteur  h  au-dessus  de  ^^',  etc. 

Voyons  comment  ie  fera  la  construction  du  plan  tangent.  Dans  le  plan 
Tneridien,  menons  une  droite  xy  parallels  a  la  ligne  de  terre,  projelons  sur 
cette  droite  en  M',  etc. ,  les  differents  points  de  la  courbe  meridienne  et  sup- 
posons  qu'on  eleve  paralleletnent  a  elles-memes  aux  points  M'^  etc.,  les 
tangentes  aux  helices  des  points  M',  etc.,  de  la  courbe  meridienne.  En  vertu 

de  la  relation  ecrite  plus  haut-^rF§-  = tttt?  dans  laquelle  je  remplace  -j~ 

M/  S' 
•par-jjj|-,  je  vois  que  M'^  /3'  etant  constant,  M^,  varie  proportionnellement 

a  CM;  done  le  lieu  des  points |3,  est  une  droite.  Comme  elle  passe  par  le 
point  C,  il  suffit  d'en  determiner  un  point.  Cette  droite  connue,  la  trace 
d'une  tangente  a  unehelice  en  M',  etc.,  s'obtiendra  par  la  construction  d'une 
quatrieme  proportionnelle  et  par  suite  on  aura  facilement  les  traces  d'un 
plan  tangent. 

On  pouvait  prevoir  que  le  lieu  des  points  p,  etait  une  droite,  car  il  est 
evident  que  les  tangentes  ainsi  transportees  ^n  M'j,  etc.,  forment  une 
surface  de  paraboloide  hyperbolique  ayant  le  plan  horizontal  pour  un  des 
plans  directeurs. 

Nous  pouvons  ainsi  determiner  deux  points  sur  chaque  helice  ;  mais  il  est 
facile  de  voir  que  plus  le  point  M'M  s' eleve  sur  le  cercle,  plus  les  deux 

XXXrW  Cahitr,  ^ 
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points  de  la  courbe  d'ombre  se  rapprochent  Tun  de  I'autre.  Ces  deux  points 
viendront  se  confondre  quand  le  plan  tangent  au  point  M'  M  transporte  en 
S'  C  sera  tangent  au  cone ;  et  pour  un  point  M'M  place  plus  haut  sur  le  cercle, 
le  plan  tangent  ne  coupant  plus  de  cone,  iln'y  a  plus  de  points  de  la  courbe 
d'ombre  sur  Thelice  correspondante.  J'appellerai  helices  du  plus  grand  et  du 
plus  petit  rayon,  ces  helices  sur  lesquelles  les  deux  points  de  la  courbe 
d'orabre  se  reunissent  en  unseul.  II  est  facile  de  voir  qu'il  y  en  a  quatre  et 
jamais  plus.  Elles  appartiennent  deux  a  deux  au  meme  cylindre  et  servent  a 
li miter  sur  le  plan  horizontal  l^zone  qui  contient  la  courbe  d' ombre  inte- 
rieure  et  celle  qui  contient  la  courbe  d'ombre  exterieure. 

[PL  /,  fig.  2.)  —  Determinons  Thelice  du  plus  grand  rayon,  par 
exemple  ;  supposons  que  ce  soit  Thelice  du  point  M'M.  Le  plan  tangent  a 
la  surface  en  M'M,  transporte  au  sommet  du  cone,  sera  tangent  a  ce  cone; 
la  nouvelie  en  M'  M,  transportee  avec  le  plan  tangent,  sera  done  normale  au 
cone  et  fera  avec  Taxe  un  angle  egal  au  complement  de  Tangle  du  cone 
90®  -f- 1.  II  faut  done  trouver  Thelice  le  long  de  laquelle  les  normales  a  la 
surface  font  avec  Taxe  Tangle  90*  4-  0.  Pour  cela  je  transporte  parallelement 
a  elles-memes  les  normales  a  la  surface  aux  differents  points  de  la  courbe 
meridienne  de  maniere  a  les  faire  passer  par  le  sommet  du  cone  s'  s.  Je  cons- 
tiniis  le  cone  droit  normal  au  premier  et  dont  les  generatrices  font  avec  Taxe 
Tangle  90  +  ^.  L'intersection  de  ce  cone  et  du  cone  forme  par  les  normales 
a  la  surface  me  donne  les  normales  qui  satisfont  a  la  question  et  par  suite 
Thelice  correspqndante, 

Jusqu'ici  la  courbe  meridienne  pouvait  etre  quelconque ;  examinons  le 
cas  oil  c'est  un  cercle.  Toutes  les  normales,  en  projection  verticale,  passent 
en  o';  par  consequent,  dans  Tespace,  elles  rencontrent  toutes  la  droite  00'. 
Je  les  ferai. toutes  glisser  parallelement  a  elles-memes  sur  cette  droite,  de 
maniere  a  passer  par  le  point  00'  que  je  prends  pour  le  sommet  commun  de 
mes  cones.  Jecherche  T intersection  de  ces  cones  avec  le  plan  x^y^  parallele 
au  plan  horizontal.  L'une  de  ces  intersections  est  un  cercle  facile  a  tracer, 
Tautre  est  une  courbe  que  Ton  construit  par  points.  Les  points  conununs  a 
ces  deux  courbes,  joints  au  sommet  oo\  me  donnent  les  normales  feisant 
avec  Taxe  Tangle  90®  H-  ^.  J' en  deduis  Thelice  sur  laquelle  les  deux  pdnts 
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de  la  courbe  d' ombre  se  confondent  en  un  seul  que  je  determine  comme  un 
point  ordinaire. 

Quant  au  point  le  plus  eclaire,  il  se  trouve  en  cherchant  Thelice  le  long 
de  laquelle  les  normales  a  la  surface  font  avec  Faxe  Tangle  %.  La  courbe 
precedente  sert  encore,  la  base  du  cone  droit  seule  est  changee. 


CONTOUR    APPARENT. 


lia  question  du  contour  apparent  se  raniene  a  celle  de  la  determination 
d'une  courbe  de  separation  d'ombre  et  de  lumiere,  et  la  methode  indiquee 
plus  haut  s' applique  en  se  simplifiant  un  pen. 

Supposons  qu'on  veuille  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan 
vertical,  ce  n'est  autre  chose  que  la  courbe  de  separation  d' ombre  et  de 
lumiere  pour  un  rayon  lumineux  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

La  methode  precedente  doit  se  modifier  un  pen,  car  le  cone  forme  par 
les  droites  aussi  inclinees  que  le  rayon  lumineux,  se  reduit  ici  a  un  plan. 

{PL  I,  fig.  3.)  —  Soit  un  point  M'M  de  la  courbe  meridienne;  cher- 
chons  les  points  du  contour  apparent  appartenant  a  Thelice  decrite  par  ce 
point.  Le  plan  tangent  en  M'M  est  M'a'a/3.  Si  le  point  M'M  etait  un  point 
du  contour  apparent,  il  contiendrait  la  perpendiculaire  au  plan  vertical 
menee  par  M'M;  par  suite,  la  trace  «]3  du  plan  tangent  etant  parallele  a  la 
droite  precedente,  serait  aussi  perpendiculaire  a  la  ligne  de  terre.  Recipro- 
quement,  si  cette  trace  du  plan  tangent  est  perpendiculaire  a  la  Ugne  de 
terre,  le  point  de  tangence  appartient  au  contour  apparent.  Nous  avons 
done  la  condition  necessaire  et  suffisante  a  laquelle  doit  satisfaire  la  trace 
horizontale  du  plan  tangent  en  un  point  du  contour  apparent.  Nous  ferons 
mouvoir  le  plan  tangent  en  M'M  le  long  de  I'helice,  jusqu^a  ce  que  sa  trace 
horizontale  soit  de  venue  perpendiculaire  a  la  ligne  de  terre,  et  le  point  de 
tangence,  dans  sa  nouvelle  position,  sera  un  point  du  contour  apparent.  La 
fig.  3  montre  les  constructions  a  faire.  Je  niene  CV  perpendiculairement  a 
la  trace  du  plan  tangent.  Quand  cette  droite,  dans  sa  rotation,  se  confondra 
avec  CM,  le  plan  tangent  sera  devenu  perpendiculaire  au  plan  vertical.  La 
droite  CM  aura  pris  alors  la  direction  CW,  le  point  M'M  sera  venu  en  ^t  en 
projection  horizontale,  et  en  ^'  en  projection  verticale,  fx^  fx  etant  egal  a  o-r* 

25. 
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Remarque  1. — Dans  la  determination  de  la  courbe  d' ombre,  j'ai  parle  dea 
points  extremes  appartenant  aux  helices  du  plus  grand  et  du  plus  petit 
rayon.  II  est  facile  de  voir  que  ces  points  doivent  se  trouver  en  projection 
verticale  sur  le  contour  apparent  de  la  surface  et  aux  points  oil  la  tan- 
gente  a  ce  contour  est  parallele  au  rayon  lumineux.  En  effet,  la  normale  a  la 
surface  en  ce  point  fait  bien  avec  Taxe  Tangle  go"*  -h  ^,  puisque  le  plan  tan- 
gent etant  perpendiculaire  au  plan,  vertical,  fait  avec  Taxe  un  angle  egal  a  % 
par  construction. 

Remarque  IL  — Reprenons  le  point  M'M.  Nousavons  fait  monter  ce  point 
avec  son  plan  tangent  jusqu'a  ce  que  la  trace  de  ce  plan  fut  perpendicu- 
laire a  la  ligne  de  terre;  alors  la  tangente  menee  par  M'M  parallelement  a 
cette  trace  deviient  aussi  perpendiculaire  au  plan  vertical :  c'est  cette  con- 
struction qui  nous  a  donne  le  contour  apparent.  Supposons  que  le  point 
M'M  soit  descendu  jusqu*a  venir  dans  lie  plan  horizontal,  la  trace  du  plan 
tangent  devient  la  tangente  en  ce  point  MM'  a  la  trace  de  la  surface  sur  le 
plan  horizontal,  et  c'est  cette  meme  tangente  qui,  par  sa  rotation,  me  deter- 
minera  le  point  du  contour  apparent  quand  elle  sera  devenue  perpendicu- 
laire au  plan  vertical.  Gela  donne  un  procede  compiode  pour  avoir  le  contour 
apparent  de  la  surface  quand  la  tangente  a  la  trace  horizontale  de  la  surface 
est  facile  a  determiner;  c'est  ce  qui  se  presente  pour  les  colonnes  torses,  ou 
cette  trace  est  un  cercle. 

Le  contour  apparent  etant  connu,  on  pourrait  s'en  servir  pour  deter- 
miner la  courbe  d' ombre.  En  eflPet,  la  projection  de.la  surface  sur  un  plan 
meridien  quelconque  n'est  autre  chose  que  le  contour  apparent  connu,  plus, 
ou  moins  eleve  ou  abaisse  selon  Tangle  du  plan  meridien  avec  le  premier 
plan  veitical  de  projection  du  contour  apparent.  La  meme  projection  du 
contour  apparent  pourra  done  nous  servir  en  elevant  plus  ou  moins  la  ligne 
de  terre.  Les  plans  tangents  le  long  de  ce  nouveau  contour  apparent  sont 
perpendiculaires  au  plan  meri^iien  sur  lequel  est  projete  ce  contour  appa- 
rent; pour  qu'ils  contiennent  un  rayon  lumineux,  il  faut  que  leur  trace  sur 
ce  plan  meridien  soit  parallele  a  la  projection  du  rayon  lumineux  sur  ce 
plan.  Nous  chercherons  done  cette  projection;  nous  menerons  au  contour 
apparent  une  tangente  parallele  a  cette  droite,  et  nous  ramenerons  le  point 
de  contact  oil  il  serait  si  les  deux  lignes  de  terre  coincidaient ;  il  &udra  done 
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le  faire  descendre  sup  son  helice  d'un  angle  correspondant  a  la  distance  des 
deux  lignes  de  terre. 

Cette  methode  est  defectueuse  en  pratique,  a  cause  de  1' incertitude  sur  la 
position  du  point  de  contact  des  tangentes. 

DEUXlik^ME    CAS. 

CcLS  ou  les  rayons  lumineux  sont  comer  gents. 

Je  me  donne  encore  Taxe  qui  est  vertical,  et  la  courbe  meridienne  dans 
un  plan  parallele  au  plan  vertical.  Je  prends  le  point  lumineux  s's  dans  ce 
plan  meridien.  La  methode  est  independante  de  ce  cas  particulier,  mais 
I'explication  en  est  un  peu  plus  simple. 

{PL  I,  fig-  4)  —  La  question  consiste  encore  a  chercher,  sur  les  he- 
lices que  decrivent  les  differents  points  de  la  courbe  meridienne,  les  points 
pour  lesquels  le  plan  tangent  passe  par  le  sommet  lumineux  s's. 

J'ai  encore  besoin  des  projections  d'une  helice,  mais  au  lieu  de  prendre 
eelles  de  F helice  decrite  par  le  point  o'o,  je  construis  celles  d'une  helice  de 
meme  pas  que  la  surface  et  dans  le  meme  sens,  qui  serait  decrite  par  le 
point  s's. 

Cherchons  un  point  de  la  courbe  d'ombre  sur  Thelice  du  point  M'M,  par 
exemple,  Le  plan  tangent  en  M'M  est  M'a'ajS,  que  je  construis  de  la  ma- 
niere  deja  mdiquee.  Ce  plan  coupe  Thelice  du  point  s's  en  un  ou  plusieurs 
points.  Soit  ^'^  un  de  ces  points,  que  je  considere  comme  fixe  invariable- 
ment  au  plan  tangent.  Faisons  mouvoir  le  plan  tangent  le  long  de  Thelice 
du  point  M'M,  de  maniere  qu'il  reste  toujours  tangent  a  la  surface.  Nous 
savons  que  tons  les  points  du  plan  tangent,  dans  ce  mouvement,  decrivent 
des  helices  de  meme  pas,  et  s'elevent  tons  de  la  merae  hauteur.  Le  point  <p(p' 
va  done  decrire  I'helice  du  point  /j,  et  arrivera  a  se  confondre  avec  ce 
point  quand  le  plan  tangent  aura  monte,  en  tournant,  d'une  hauteur  egale 
a  (p'a.  Nous  aurons  alors  un  plan  tatigent  passant  par  le  rayon  lumineux,  et 
dont  le  point  de  tangence  appartiendra  a  la  courbe  cherchee.  Ce  point  de 
tangence  est  a  une  hauteur  ^V  au-dessus  de  M',  et  sa  projection  horizontale 
est  venue  en  ^,  en  tournant  d'un  angle  correspondant  a  la  hauteur  (t(^  sur 
sur  rhelice  du  point  ss' . 


198  MEUOIRE    SUR    LA    VIS    SAINT-GILLE5. 

Si  le  plan  tangent  avait  coupe  Thelice  en  deux,  trois,  quatre  points,  etc., 
on  aurait  fait  la  meme  construction  pour  chacun  d'eux  et  on  aurait  eu,  sur 
la  meme  helice,  deux,  trois,  quatre  points,  etc.,  de  la  courbe  cherchee. 

Cette  construction  a  besoin  d'etre  simplifiee,  car  il  est  ais^  de  voir  que, 
dans  la  determination  de  chaque  point,  pour  trouver  Tintersection  du  plan 
tangent  avec  Thelice  de/.y,  il  faudrait  construire  Fellipse  d'intersection  dc 
ce  plan  avec  le  cylindre  sur  lequel  est  tracee  Thelice  de  s's.  Pour  eviter  cela, 
je  fais  mouvoir  le  plan  tangent  le  long  de  Thelice  de  M'M  jusqu'a  ce  qu'il 
devienne  perpendiculaire  au  plan  vertical ;  je  determine  la  nouvelle  position 
du  point  de  tangence  comme  je  Tai  fait  pour  le  contour  apparent,  et  par  ce 
point  je  fais  passer  la  nouvelle  trace  facile  a  tiouver,  car  elle  est  parallele  a 
M'G'  rabattement  sur  le  plan  vertical  de  Tintersection  du  plan  tangent  avec 
le  plan  M'  MG  perpendiculaire  a  ai3.  Je  m^ne  done  /uy'  parallele  a  M'G'. 

Dans  sa  nouvelle  position,  le  plan  tangent  estfiy'y,  et4'4  ^*  son  in- 
tersection avec  rhelice.  Le  point  //  ,u  doit  monter  sur  son  helice  de  la  hau- 
teur 4'^  pour  appartenir  a  la  courbe  d'ombre.  Pour  trouver  sa  position,  je 
trace  la  droite  w  feisant  avec  c  /u.  Tangle  a>  correspondant  a  la  hauteur  4'  ^>  et 
la  position  definitive  du  point  cherche  est  VV. 

POINTS    DE    PASSAGE. 

Pour  completer  la  question,  il  me  reste  a  indiquer  une  construction  geo- 
metrique  des  points  de  passage. 

La  methode  est  analogue  a  celle  de  Hachette ;  il  faut  done  oonnaitre, 
comme  pour  les  surfaces  de  revolution,  les  asymptotes  de  Tindicatrice  pour 
chaque  point  de  la  courbe  meridienne. 

En  chaque  point  de  la  courbe  meridieone,  je  determinerai  Tindicatrice  en 
<;herchant  deux  diametres  conjugues,  la  longueur  de  Fun  d'eux,  et  la  lon- 
gueur d'untroisieme  diametre  quelconque;  Tindicatrice  sera  donccomple- 
tement  determinee.  L'un  des  diametres  sera  la  tangente  a  la  section  men- 
dienne ,  le  deuxieme  sera  son  diametre  conjugue  et  le  troisieme^ra  la  tangente 
a  rhelice  du  point  considere.' 

Pour  chercher  la  direction  du  diametre  conjugue  de  la  tangente  a  la  sec- 
tion meridienne,  je  m'appuie  sur  cette  propriete  connue,  qu'en  chaque 
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point  de  la  courbe  de  contact  la  tangente  a  cette  courbe  et  le  rayon  lumineux 
forment  un  systeme  de  diaraetres  conjugues  dans  Findicatrice  en  ce  point. 

Je  vois  de  suite  que  pour  les  points  de  Thelice  de  gorge  et  de  Thelice 
extreme,  la  tangente  au  meridien  et  la  tangente  a  Thelice  forment  un  systeme 
de  diametres  conjugues,  puisque,  les  rayons  lumineux  etant  verticaux, 
c'est-a-dire  paralleles  a  la  tangente  au  meridien,  les  courbes  de  contact  sont 
precisement  Thelice  de  gorge  et  Thelice  extreme. 

{PL  IF.)  —  Soit  un  point  M' M  et  M'a|3  le  plan  tangent  en  ce 
point.  Je  construis  le  diametre  conjugue  de  la  direction  M'a.  La  pro- 
jection horizontale  de  ce  diametre  est  une  droite  faisant  avec  OM  un  angle 

dontla  tangente  a  pour  expression  ^^  rc*(^'^^  donnerai  plus  loin  la  de- 
monstration.) Le  point  R  est  le  point  oil  la  normale  en  M'M  rencontre  la 
perpendiculaire  en  c  an  plan  meridien ;  il  s'obtient  en  menant  par  M  une 
perpendiculaire  a  la  trace  horizontale  du  plan  tangent.  Je  porte  en  Ob^  la 

longueur  ^i=  ^^  yje  joins  b^  R  et  la  perpendiculaire  M2^  a  cette  droite 

est  la  projection  horizontale  du  diametre  conjugue. 

Je  connais  ainsi  sur  le  plan  horizontal  les  projections  de  mes  trois  dia- 
metres; M  a,  M  |3  et  M  2, .  Je  n'ai  besoin  que  de  ces  trois  projections  et  des 
longueurs  projetees  de  deux  de  ces  diametres,  puisque  les  asymptotes  a  la 
projection  de  Tindicatrice  sont  les  projections  des  asymptotes  de  cette  meme 
indicatrice.  Je  eonstruirai  done  sur  le  plan  horizontal  les  deux  asymptotes 
de  rhyperbole  avec  les  donnees  que  j'aurai  determinees.  J'aurai  ainsi  les 
projections  horizontales  des  asymptotes  de  T indicatrice ,  et  comme  ces 
asymptotes  sont  dans  le  plan  tangent,  je  passerai  aisement  des  projections 
horizontales  aux  projections  verticales. 

Determinons  les  deux  rayons  de  courbure  :  d'abord  celui  de  la  section 
normale  passant  par  la  tangente  M'  a.  Rabattons  le  plan  normal  autour  de 
sa  trace  GR,  la  normale  vient  en  RB  et  le  rayon  de  courbure  iM'  G  de  la  sec- 
tion meridienne  vient  en  CB  ;  je  vois  done  immediatement  que  BR  est  le 
rayon  de  courbure  cherche  (theoreme  de  Meunier).  Pour  I'autre  rayon  de 
courbure,  celui  de  la  section  normale  passant  par  la  tangente  a  Thelice,  je  le 
cherche  de  meme  en  remarquant  que  je  connais  celui  d'une  section  oblique 
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passant  par  cette  meme  tangente,  c'est  le  rayon  de  courbure  de  Thelice,  qui 

est  dirige  suivant  le  rayon  O'M',  OM,  Sa  longueur  est  M  p  egale  a •  Le 

rayon  de  courbure  cherche  a  done  sur  le  rayon  O'M',  OM  une  longueur  de 
projection  egale  a  Mp.  Je  rabats  le  plan  de  la  normale  et  du  rayon  O'  M',  OM 
autour  de  sa  trace  horizontale  Rp^  ;  la  normale  rabattue  est  RB, ;  abaissant 
en  p,  (Rp,  =  Mp)'  une  perpendiculaire  jusqu'a  sa  rencontre  en  p,  avec  la  nor- 
male rabattue,  j'ai  pour  le  deuxieme  rayon  de  courbure  cherche  R  p^. 

Dans  mon  indicatrice,  si  j'appelle  /'  et  T  les  longueurs  des  deux  dia- 
metres  correspondants  aux  deux  rayons  de  courbure  /  et  r''  trouves  ci- 
dessus,  j'ai  la  relation  P  =Cr'  et  f^  =C/';  C  etantquelconque.  Je  prends 
C  egal  /'et  les  deux  longueurs  de  mes  diametres  devienneitt  /'riz  r\  P^  =Lr'T^. 
Je  porterai  done  sur  le  diametre  M'a  une  longueur  egale  a  RB  et  sur  le  dia- 
metre  MM',  p  une  longueur  egale  a  y^Rpj.RB,  e'est-a-dire  egale  a  Ro-.  Ces 
diametres  projet^s  sur  le  plan  horizontal  me  donnent  pour  elements  de  mon 
hyperbole  sur  le  plan  ce  diametre  M  -v^  en  longueur  et  en  direction,  son 
diametre  conjugue  M2,  en  direction,  et  le  troisieme  diametre  M2  en  gran- 
deur et  en  direction. 

La  determination  des  asymptotes  est  ramenee  alors  a  une  simple  question 
<le  geometric.  Je  prends  M2,  =  M2,  je  porte  sur  la  droite  2,  r  la  longueur 

rs^  egale  a  2,  ^  ou  a  y  2,  r  +  M4  et  la  droite  MS,  est  la  direction  d'une  des 
asymptotes  de  I'hyperbole  quand  j'ai  ramene  les  diametres  conjugues  a 
etre  des  axes,  Tun  suivant  M4  I'autre  suivant  M2.  Par  une  rotation  de 
Tangle  2,  M2,  je  ramene  les  asymptotes  a  leur  vraie  position. 

J'ai  done,  en  definitive,  MY  et  MZ  pour  les  projections  horizontales  de 
mes  asymptotes ;  leiirs  projections  verticales  s'en  deduisent  facilemenl. 

II  reste  a  faire  quelques  remarques  au  sujet  de  la  nature  des  diametres. 
Pour  tons  les  points  de'la  courbe  meridienne  entre  A  et  c',  les  deux  rayons 
de  courbure  que  nous  avons  obtenus  sont  de  signes  contraires;  Tun  des 
diametres  correspondants  sera  done  reel  et  I'autre  imaginaire;  c'est  toiijours 
le  diametre  suivant  la  tangenle  a  la  courbe  meridienne  que  je  prendrai  pour 
diametre  imaginaire.  Pour  le  point  c\  I'autre  diametre  devient  infini,  la  tan- 
gente  a  rhelice  en  ce  point  est  done  une  des  asymptotes  de  Tindicatrice,  ce 
qui  nous  donne  tres-facilement  Fautre  asymptote.  Cn  s'eloignaht  du  poiift  ^ 
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vers  le  point  B,  les  diametres  sont  tous  deux  reels.  L'indicatrice  ne  reste 
pas  toujours  une  hyperbole.  Pour  un  certain  point  elle  se  reduit  a  deux 
droites  paralleles,  et  plus  loin  elle  devient  une  ellipse.  Par  Textremite  du 
diametre  connu,  menons  une  parallele  a  son  conjugue;  si  rindicatrice,  pour 
le  point  correspondant  de  la  courbe  meridienne,  est  un  systeme  de  deux 
droites  paralleles,  cette  parallele  devra  passer  par  Fextremite  du  second  dia- 
metre connu.  Si  nous  considerons,  sur  la  courbe  meridienne,  les  points  a 
gauche  de  ce  point  limite;  pour  ces  points,  Tindicatrice  etant  une  hyper- 
bole, Textremite  du  second  diametre  connu  se  trouvera  d'un  certain  cote 
de  la  parallele  au  diametre  conjugue ;  pour  les  points  de  la  courbe  meri- 
dienne a  droite  du  point  limite,  Tindicatrice  devenant  elliptique,  I'extremite 
du  diametre  connu  passe  de  I'autre  cote  de  la  parallele  au  diametre  con- 
jugue. Si  done,  en  construisant  les  asymptotes  aux  differents  points  de  la 
courbe  meridienne,  Textremite  du  diametre  connu  change  de  sens  dans  sa 
position  par  rapport  a  la  parallele  au  diametre  conjugue,  c'est  qu'on  sera  ar- 
rive a  la  partie  convexe,  on  n  aura  plus  a  construire  d'indicatrice.  On  pent 
ainsi  separer  la  partie  convexe  de  la  partie  a  courbures  opposees. 

II  reste  a  utiliser  cette  construction  pour  la  determination  des  points  de 
passage. 

Dans  le  cas  des  rayons  lumineux  paralleles,  je  transporte  ces  asymptotes 
parallelement  a  elles-memes,  de  maniere  qu'elles  passent  par  le  meme  point. 
Je  construis  la  trace  de  ce  cone  avec  le  plan  horizontal,  ainsi  que  le  cercle 
trace  du  cone  droit  qui  aurait  meme  sommet,  et  dont  les  generatrices  feraient 
avec  le  plan  horizontal  le  meme  angle  que  le  rayon  lumineux.  Les  points 
d 'intersection  de  ces  bases  me  donneront  les  asymptotes  aussi  inclinees  que 
le  rayon  lumineux.  En  faisant  tourner  le  meridien  d'angles  egaux  a  ceux  dont 
il  faut  faire  tourner  ces  asymptotes  pour  les  amener  a  etre  paralleles  au  raeyoti 
lumineux,  j'aurai  les  positions  du  meridien  qui  contiennent  les  points  de  pas- 
sage. Cherchant  les  points  de  la  courbe  d'ombre  sur  ces  meridiens,  j'aurai  les 
points  de  passage. 

Dans  le  cas  des  rayons  lumineux  convergents,  je  cherche  Tintersection, 
avec  le  cylindre  qui  contientThelice  du  point  lumineux,  des  asymptotes  des 
indicatrices  lelongdela  courbe  meridienne.  Considerons  un  des  points  de 
rencontre  de  cette  courbe  avec  Thelice  du  point  lumineux  ;  dans  Ic  mouve- 
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ment  heli^oidal  de  la  surface  meridienne,  oe  point,  transpoite  avec  Tasymp^ 
tote  sur  laquelle  il  se  trouve,  parcourra  Thelice  du  point  lumineux  et  arrivera 
a  se  confondre  avec  ce  point.  J'aurai  alors  la  position  d*une  asymptote  qui 
passe  par  le  point  lumineux  et  en  faisant  tourner  le  plan  meridien  d'un 
angle  corfespondant  a  la  hauteur  dont  on  a  du  monter  le  point  d*inter- 
section,  j'aurai  la  position  du  plan  meridien  qui  contient  un  point  de 
passage. 

NOTES. 

Nous  avons  vu  que  toutes  les  normales  a  la  surface  le  long  d'un  meridien 
rencontrent  la  perpendiculaire  au  plan  de  ce  meridien  menee  par  le  centre 
(y O ;  on  pent  se  demander  de  determiner  celle  qui  rencontre  cette  perpendi- 
culaire a  la  distance  maximum  ou  a  une  distance  donnee. 

Le  calcul  donne  tres*simplement  la  construction  de  la  solution. 

Soit  la  normale  au  point  M'M,  ses  projections  sont  (y  M'  et  O,  M  ;  c'est  la 


longueur  00^  que  je  veuxevaluer.  Les  deux  triangles  semblablesO,  OM 
et  fl(  M  /3  me  donnent 

OO,  _  M« 

OM  "^  M|3" 


(0 


Soit  OM  =  X  Tabscisse  du-  point  M  ^n»  le  cerde  meridien ;  alors 

.       ^^«— P«  — O^f  =— X— ' 

M/3  m'est  donne  par  la  propriete  de  la  tangente  a  I'helice 

MP a7r(a-f-x) 

M'^'~"         h 
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Portant  ces  valeurs  dans  Tequation  (i),  il  vient 


2o3 


/  = 


h  sfW—x^ 


air     a-HJ: 


Supposons  qu'on  me  donne  une  valeur  de/,  /^ ;  et  cherchons  le  point 
pour  lequel  la  normale  satisfait  a  cette  valeur.  Les  points  qui  satisfont  a 
lequadon 


ne  sont  autres  que  les  points  communs  au  cercle/  =  ±  y/R^  — x^  et  a  la 
droite  j  =  ^-p-(a-ha?).  Ce  cercle  est  precisement  le  cercle  meridien  et  la 
droite  se  construit  en  la  faisant  passer  par  les  deux  points 

2ir/,a 

j=o,     0?= — a    et    x:=o,    j= — ~— > 

facile  a  trouver  par  la  proportion  j-=:  -r— 
D'apres  cette  construction,  on  voit  qu'on  ne  pent  pas  se  donner  une  lon- 


gueur arbitraire  pour  /,  ce  qu'on  savait  du  reste ;  mais  on  peut  trouver  la 
limite  qui  aura  lieu  quanc}  la  droite  y  =  -^  (a -ho:)  sera  tangente  au  cercle. 
En  cherchant  la  condition  de  contact,  on  trouve 


/  = 


27r^a'— R*' 


qui  se  construit  en  remplacant  le  rapport — j  «_Rt>  P^^  ^^  ^g^l"TE'^^^ 


C'A'=C'M'=v^a^  — R^ 


sfi. 
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On  pourrait  chercher  le  volume  compris  entre  deux  positions  de  la  surface 
meridienne;  je  vais  le  deduire  d'un  theoreine  general,  independant  de  la 
nature  de  la  courbe  meridienne-  . 

Theoreme.  — Le  solide  engendre  par  le  mouvement  (Tune  figure  plane  an- 
tour  d'une  droite  dans  son  plan  a  un  volume  egal  au  produit  de  I' aire  de 
cette  figure  par  I' arc  de  cercle  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  a 
faxe  de  la  trajectoire  du  centre  de  gravite 


Soit  S  une  figure  plane  donnee.  Le  volume  a  evaluer  est  limite  par  la 
surface  que  decrit  le  contour  de  la  surface  meridienne  et  par  deux  plans 
meridiens  faisant  un  angle  connu,  si  on  connait  la  hauteur  h  a  laquelle  s'est 
eleve  un  point  quelconque  de  la  figure.  Je  remplacerai  ce  volume  par  un 
autre  qui  lui  est  egal  et  qui  se  trouve  compris  entre  deux  plans  horizontaux 
a  une  distance  precisement  egale  a  h.  Le  volume  n'a  evidemment  pas  change 
puisque  la  partie  que  je  retranche  dans  un  sens  est  egale  a  celle  que  j'ajoute 
dans  I'autre.  La  question  revient  alors  a  evaluer  I'aire  de  la  section  de  la  sur- 
face avec  le  plan  horizontal  et  a  multiplier  cette  aire  par  h. 

Soit  le  petit  element  BB'CG'  sur  la  surface  S.  Les  quatre  tangent es  aux 
helices  des  points  B,  B',  C,  C  rencontrent  le  plan  horizontal  en  /3,  |5',  y,  y. 
Quand  j'enroulerai  ces  tangentes  sur  les  cylindres  correspondants  de  maniere 
qu'elles  coincident  avec  les  helices  des  points  BB'  CC,  les  extremite^ 
|3,|3',7,7'  de  ces  tangentes  se  seront  deplacees  dans  le  plan  horizontal  et 
seront  venues  en  /3^ ,  ^\ ,  y^ ,  y\ ,  me  donnant  en  |3^  ^\  y^  y\  un  element  de  la 
surface  d' intersection  avec  le  plan  horizontal.  Or  ces  deux  elements  {i^' yy 
et  |3^  p\  JiVk  sont  egaux,  puisque,  en  negligeant  les  infiniment  petits  du 
second  ordre,  le  premier  a  pour  expression  jSy  X  AA'  et  I'autre  |3, 7,  X  AA' 
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(accroissement  d\\  rayon).  Gomme  ^j^  y^  n'est  autre  chose  que  ^y  enroule, 
ces  deux  aires  sont  bien  egales.  Cette  aire  elementaire  est,  en  remplacant  A  A' 
et  ■-^y  par  leurs  valeurs, 


airx, 


et  I'aire  totale^ 


if  jf'^bi— A)^- 


^^  ( Ji  —X2)  d^  est  I'aire  BB'CC,  et  x  ( j^  — Ja)  dx  est  le  moment  de 

cette  aire  par  rapport  a  Taxe  des  y.    f    x{f^  — y^dx  est  done  le  moment 

de  la  surface  comprise  entire  les  deux  limites  extremes  x^  et  x^ ,  c'est-a-dire  Sa, 
a  etant  Tabscisse  du  centre  de  gravite. 

Le  volume  compris  entre  deux  plans  horizontaux  a  la  distance  h  a  alors 
pour  expression 

iMais  lira  ^  n*est  autre  chose  que  Fare  de  cercle  projection  de  la  trajec- 

toire'du  centre  de  gravite  sur  un  plan  perpendiculaire  a  Taxe,  ce  qui  me 
donne  alors  pour  expression  du  volume  celle  que  j'ai  indiquee. 

Ce  theoreme  n'est  lui-meme  qu'un  cas  particulier  d^un  theoreme  plus 
general,  que  j'enoncerai  ainsi  : 

Theoreme.  —  Une  figure  planCy  se  mouvant  d'une  maniere  quelconque 
autour  dun  axe  quelconque,  entendre  une surface  dont  le  ^volume  est  egal 
au  Dolume  du  tore  qu  engendrerait  cette  figure  en  tournant  du  meme  angle 
autour  de  la  ligne  projection  de  Vaxe  sur  son  plan,  multiplie  par  le  co- 
sinus  de  V angle  du  plan  et  de  Vaxe,  et  augmente  du  ^volume  du  cylindre 
qui  aurait  pour  base  la  projection  de  la  figure  sur  un  plan  perpendiculaire 
a  I' axe,  et  pour  hauteur  la  hauteur  a  laquelle  s*est  eleve  le  centre  de  gra- 
vite parallelement  a  Vaxe. 

Soit  0,0'0'  I'axe  et  B' A'  le  plan  de  la  figure  qui  se  meut  autour  de  cet 
axe.  Je  prends  le  plan  vertical  de  projection  perpendiculaire  a  ce  plan,  et 
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j'appelle  ^  Tangle  de  ce  plan  et  de  Taxe.  La  ligne  B' A',  OA  est  la  projec- 


tion de  I'axe  sur  ce  plan.  Je  prends  dans  le  plan  de  la  figure  un  element  de 
surface  ds  en  MjCt  c'est  Texpression  du  volume  engendre  par  le  mouvement 
infiniment  petit  de  cet  element  que  je  vais  determiner. 

Je  sais  que,  dans  le  mouvement  infinimait  petit  d'une  surface,  le  volume 
engendre  est  egal  au  produit  de  Taire  de  cette  sur^sice  par  la  projection  sur 
la  normale  a  cette  surface  du  petit  element  de  trajectoire  que  decrit  le  centre 
de  gravite.  Ici,  le  centre  de  gravite  de  la  petite  surface  ds  decrit  un  element 
de  trajectoire  heli^oldale  projete  en  MN,  et  la  normale  a  £^  est  la  droite 
M'P',  MP.  Au  lieu  de  projeter  le  petit  element  heli^oidal  sur  la  normale,  je 
projetterai  le  polygone  qui  aboutit  aux  memes  extremites  et  qui  est  forme 
de  I'element  circulaire  MN  et  de  Telement  r^ctiligne  PT^N'.  La  somme  de  ces 
deux  projections  est 

MNcos(p-f-Pr,N'sin/3. 
Or 


MN  =c  y^x*-+-j*  rf«,      cos  IP  =  cos  a  cos  j3  =  -=^=rcos  p, 

dansle  triedre  dont  les  trois  aretes  sont  (MP,  A'Q),  (MP,  A'P'),  (MR,  A'Q) 
et^\N' =dh. 

L 'expression  devient  alors 

jrdcocos^-h  cttsinjS, 
et  le  volume  elementaire  est 

ds {y  deo  cos /3  -+-  dhsm  p) ; 
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COS  |S  et  sin  |3  etant  des  quantites  constantes,  le  volume  total  est 

cos ^ /  dsy  dco  -h  f  cts sin ^ dh; 

ce  qui  me  donne  Tenonce  du  theoreme. 

Si  je  remarcfue  que  ds  cos  ^  est  la  projection  de  Pelement  ds  sur  un  plan 
passant  par  Taxe  et  faisant  avec  le  plan  de  la  figure  donnee  Tangle  /3,  et  que, 
par  ce  nouveau  plan,  Tordonnee  /  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  une 
perpendieulaire  a  Taxe,  je  pourrai  enoncer  le  theoreme  de  la  maniere  sui- 
vante : 

Theoreme.  —  Si  une  figure  phne  se  meut  autour  d^un  axe  m^ec  lequel 
elle  fait  I' angle  |3,  le  volume  quelle  engendre  est  egal  a  la  somme  des  deux 
volumes  quengendreradent,  en  tournant  awe  cette  figure,  ses  deux  projec- 
tions sur  -deux  plans,  Vun  perpendieulaire  a  Vchxe^  V autre  passant  par 
I' axe  et  faisant  V angle  ^  a^ec  le  plan  de  la  figure. 

J'ai  donne  une.  construction  de  la  tangente  a  la  projection  horizontale  de 
la  courbe  d' ombre  au  point  situe  sur  le  meridien  parallele  au  rayon  lumi- 
neux ;  il  me  reste  a  la  demontrer. 

J'emploiela  methode  directe  qui,  bien  qu'assez  longue,  conduit  sans  dif- 
ficulte  au  resultat.  Je  prends  pour  plan  vertical,  le  plan  meridien  parallele 
au  rayon  lumineux.  Je  cherche  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'ombre 
en  coordonnees  polaires,  et  la  valeur  de  la  sous-tangente  pour  le  point  m, 
projection  horizontale  de  m\  point  de  contact  de  la  tangente  parallele  au 
rayon  lumineux. 

Je  vais  traduire  analytiquement  la  methode  qui  me  donne  lbs  difiPerents 
points  de  la  courbe  d' ombre.  Elle  consiste,  comme  je  Taidejd  dit,  a^mener 
par  S,  oil  le  plan  tangent  rencontre  I'axe,  un  cone  parallele  au  rayon  lumi- 
neux. Les  deux  generatrices^  qui  aboutissent  aux  points  tt  et  ^^  oil  la  base 
du  cone  coupe  la  trace  du  plan  tangent,  sent  deux  droities  du  plan  tangent 
aussi  inclinees  que  le  rayon  lumineux.  Si  le  plan  tangent  tourne  d'un  mou- 
vemenl  helicoidal,  le  point  M'M  deviendra  un  point  de  la  courbe  d'ombie 
quand  la  droite  Ott  aura  tourne  de  Tangle  co^ .  Les  coordonnees  de  ce  point* 
sont  alors  o=a),etp  =  a-t-  x. 
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Je  vais  determiner  a>  en  fonction  de  x,  et  en  eliminant  x  entre  ces  deux 


si 


\« 


OC 
CM 


=  a. 


=  X. 


\ 
\ 


\c'/   :fr.\^    "^.g'. 


LC 


Mjm. j.^ 


/'     ^-'^ 


equations,  j'aurai  la  projection  cherchee. 

J'appelle  X'  et  Y'  les  coordonnees  du  point  tt. 
J'ai 


(0 


Y'  X 

tango;  =  ^,    oil     cos  a^  = 


\/X'*-4-Y'*' 


Y'  et  X'  me  seront  donnes  en  cherchant  les  coordonnees  des  points  com- 
muns  a  la  droite  a^  et  au  cercle  Ott. 
L'equation  de  la  droite  a/3  est 


{^) 


Yy/r'  —  x'^^{ax-hx')\X-a  —  ^\  =  o, 


Je  I'obtiens  en  ecrivant  qu'elle  passe  par  les  deux  points  a,  et  |5  dont  les  coor- 
donnees sont 
pour  a,, 

Y,=  o,  X,  =  a  +  ^, 

pour  /3, 


Y^  =?  -r^  (a  H-  a?)  \/r^  —  x^j         X^  =  a  -+-  a:. 


Le  cercle  a  pour  equation 

X=  -h  Y^  =  OL '=  as\ang^  a  ; 
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des  deux  triang'es  semblables  CVS  a',  et  C'M'^  me  donnent 

O'S         C'3'  rVQ'       f      .    ''*\        *  ax-hr*  . 

OV  =  ^    ou     0S=(a4--J-^===:-j^==; 

requation  du  cercle  devierit 

(3)  X«-HY«  =  i^^±^'tang»«.     - 

II  faut  eliminer  X  et  Y  entre  les  equations  (i),  (2).et  (3),  oul)ien  X-eritre 
les  deux  equations 

(4)  •  X=-.=..===rtangacos«, 

(5)  X  tang  a>  \/r'—sc'  ^^{ax-h  x»):jx  —  a  —  ^' j  =  o-; 

elimination  qui  se  fait  immediatement,  et  qui  me  doraie  apres  les  simplifi- 
cations : 

(6)  y/r'  —  %*^  tang  a  sin a> "+-  x  ^^  "^  j:)|  j:  tangacosa>  —  y/r'  — ;rM  =  o. 

II  faudrait  maintenant,  entre  cette  equation  et  Tequation  p  =  a-h^,  eli- 
miner X  pour  avoir  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'ombre ;  mais 
cette  elimination  est  inutile. 

L'expression  de  la  tangente  dc  Tangle  que  fait  avcc  le  rayon  vecteur  la 

tangente  a  la  courbe,  est 

dF 

P  _       ^  ^P 

d(M) 

Or 

rfF  _  ^  ^_  dF  ^ 
dp  dx    dp  dx  ' 

j'ai  done  a  chercher  Texpression 

dF 
dx 

F  etant  la  fonction  (6). 

JCXXFIV  Cahicj.  ?-7 
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Coinme  je  veux  cette  expression  pour  un  point  particuliery  le  point  m!  m 
pour  lequel  la  tangente  est  parallele  au  rayon  lumineux,  je  devrai  done  faire 

a>  =  o     et     J?  =  r  cos  a. 
En  ne  difFerentiant  alors  que  les  terines  qui  ne  deviendront  pas  nuls,  j'ai 

^F  I- 2 

5^  =  V^   — -^  tanga; 

substituant  ces  valeurs  dans  Texpression  ^,,  et  faisant  a:  =  r  cos  a,  j'ai 

?'  '»  M  tangar*sin*a  I* 

Cette  expressioa  se  simplifie  beaucoup.  EUe  devient 


t  — 


^   ^  M  rsin'a  j  h         rsin*« 


or 

r  sin  a  =  m'  p''  =  yjr^  —  x^^ 


sm«  sma 


=  Lm  . 


L'expression  devient,  en  multipliant  haut  et  bes  par  Om  =  a-h  x^ 

p_ 27t(a  +  x)Lm^* 

p'  ~         h  v/r«^^«    Om  ' 
je  connais 

e'est  la  distance  a  laquelle  la  normale  au  point  m' m  rencontre  la  perpendi- 
culaire  CC,  a  partir  du  point  C,  c  est  done  Gn. 

L' expression  ^  devient  alors 

^ Lm'        I 


MEMOIRE    StR    LA    VIS    SAINT-GILLBS.  lilt 

Je  niene  LT'  perpendiculaire  a  Lm',  je  joins  Tn,  et  Tangle  TnC  a  pour 
tangente  pFecisement -^z,  en  efFet, 

tang  1  nij  =  —^  =  —pr  =  tx —  •  7=r-; 
la  perpendiculaire  mD  a  cette  droite  Tw  estbien  alors  la  tangente  au  point  m 


de  la  projection  de  la  courbe  d' ombre ;  ce  qui  explique  la  construction  donnee 
precedemment. 

EXPLICATION  DES  PLANCHES  II,- III,  IV,  V. 

La  P/.  //  represenle  la  courbe  d' ombre  pour  des  rayons  lumineux  parall^Ies  a  R,  R'. 
La  courbe  d' ombre  extdrieure  est  NP,  C  Pj. . .  sur  le  plan  horiBoutal  et  N'P,  a:Pj . . .  sur 
le  plan  vertical ;  la  courbe  interieure  est  F  M,  TM, . . .  sur  le  plan  hori2ontal  et  F  M',  xM\ . . 
sur  le  plan  vertical.  Les  projections  verticales  devront  toujours  se  croiser  en  x  et  en  z. 

Pai  ddtermin^  les  points  M,  M',,  M,  M'j  sur  Fhelice  du  plus  grand  rayon  pour  la  courbe 
d'ombre  interieure  et  les  points  P,,  P'l,  Pj  Fj  sur  Thdice  du  plus  petit  rayon  pour  la  courbe 
d  ombre  exierieure.  Pour  cela,  j'ai  transporte  parallilement  a  clles-m^mes  toutes  les  nor- 
males  a  la  surface  le  long  de  la  courbe  meridienne  et  je  les  ai  fait  passer  par  le  point  C 
J'ai  obtenu  la  courbe  AApour  intersection  de  ce  c6ne  avec  leplan  horizontal  auxiliaire  xy. 
La  trace  du  c6ne  droit  dont  le  sommet  est  en  CK et  dont  les  generatrices  font  avec  la  verticalc 
Tangle  90**  H-  ^  est  le  cercle  VU.Les  points  V  et  U  communs  a  ces  deux  courbes  me  donnent 
en  (y  V  et  Cy  U'  les  projections  verticales  des  normales  faisant  avec  la  veriicale  Tangle 

Les  points  M'  et  P'  par  lesquels  passent  ces  normales  sont  ceu^  qui  me  donnent  les 
helices  du  plus  grand  et  du  plus  petit  rayon  sur  lesquelles  je  determine  les  points  correspon- 
dants  de  la  courbe  d'ombre  par  la  methode  ordinaire.  J'obtiens  pour  la  courbe  exterieure 
Jes  points  limites  P,  Pt5  Pt  Pi  et  pour  la  courbe  inl^rieure  Mi  M*„  M,  M',.  Comme  verifi^ 
cation,  ces  points  doivent  se  trouver  sur  te  contour  apparent  vertical. 

I.es  tangentes  a  la  courbe  d' ombre  aux  points  NN'',  rr^^  ou  la  tangente  au  m^ridien  eat 

27. 
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parallele  au  rayon,  lumineuac  me  80iit.donnee8  par  la  construction  que  j'ai  indicju^  pouiv 
avoir  dans  rindicatrice  en  un  point  te  diamitre  conjugu^  de  la.  tangente  au  m^ridien  en 
oe  point. 

Pour  la  construction  des  plans  tangents,  les  tangentes  auY  helices  sont  ^lev^s  jusqu'a  la 
droite  xy  et  leurs  traces  sur  le  plan  horizontal  forment  alors  la  droite  C  0. 

PL  IIL  —  Cette  planche  repr^sente  la  courbe  d'omhre  pour  des  rayons  lumineux 
divergents  du  point  S'  S. 

Les  points  de  la  courbe  d'ombre  si  tu^s  sur  les  m^ridiensqui  passent  par  le  point  lumineux. 
se  d^terminent  immediatement*,  il  en  est  de  m^me  pour  les  points  sur  les  helices  extremes, 
car  en  tons  les  points  de  ces  helices  les  plans  tangents  sont  verticaux.  Pour  trouverd'autres 
points,  j'applique  la  construction  indiqude;  c'est  ainsi  que  j'ai  determine  le  point // X.  J'ai 
pris,  sur  la  courbe  meridiennC;  le  point  L'  L ;  le  plan  tangent  en  ce  point  est  L'  PQ.  Quand 
ce  plan  tangent  est  devenu  perpendiculaire  au  plan  vertical,  le  point  L^L  est  venu  en  L  i  L, 
sur  le  contour  apparent.  Le  plan  tangent  qui  est  alors  L'FQ'  coupe  enii  rhilice  du 
point  S'S.  Quand  ce  plan  aura  mont^  en  tournantde  la  hauteur  X,X,,  il  passera  par  le 
point  S'  S.  Le  point  L\  L|  qui  aura  mont^  de  la  m^me  hauteur  sera  alors  un  point  de  la 
courbe  d'ombre.  A  la  hauteur  ^t  i^  correspond,  sur  le  plan  horizontal.  Tangle  de  rotation 
Bi  C  B  X4 ;  faisant  done  avHJC  CL,  un  angle  ^gal  k  Tangle  Bj  G  BA».et  dans  le  sens  du  mou- 
vement,  nous  aurons  en  1  la  projection  horizontale  d'un  point  de  la  courbe  d'ombre;  sa 
projection  verlicale  est  en  V  k  une  hauteur  X,  Ij  au-dessus  de  Thorizontale  L',  X',. 

On  obtient  tr^-facilement,les  points  sur  le  contour  apparent,  en  menant  des  tangeutes 
a  ce  contour  par  le  point  S'.  J'ai  ainsi  les  points  P/^,  i9  el  CC 

Pour  faciliter  la  construction  de  la  courbe,  j^ai  construil  les  tangentes  aux  points  de 
cette  courbe  situes  sur  les  meridiens  passant  par  le  point  lumineux.  J'ai  donne  la  construc- 
tion dans  Tepure  pr^c^dente.  J'ai  construit  aussi  les  tangentes  aux  points  7/,  f^,  bb\  eti 
sur  les  helices  extr^es.  Au  point  f'  f  par  exemple,  j'ai  port^  sur  la  droite  f'  D,  projection 
de  la  tangente  a  Thelice  qui  d&:rit  le  point  (^^',  une  longueur  ^D  egale  a  la  projection  sur 
le  plan  vertical  du  diam^tre  de  Tindicatrice  qui  se  confond  avec-  c^tte  tangente.  Le  dia- 
mitre  conjugue  de^  D  est  vertical  et  se  projette  en  vraie  grandeur;  sa  longueur  est  r.  Je 
determine  alors  le  diamitre  conjugue  de  S'  f'  par  la  relation  DT.  DR  =  r',  ce  qui  me  donne 
la  droite  T^. 

Examinons  la  courbe  d' ombre  interieure.  Elle  pourra  dans  certains  cas  presenter  un  noeud 
au  point  &,  ou  au  point  e,  en  projection  horisontale,  et  comme  cas  particulier,  elle  pourra 
presenter  un  rebroussemenl  en  ces  points.  Quand  la  tangente  au  point  V  en  projection 
verlicale  sera  inclin^e  du  cole  du  point  lumineux,  comme  dans  le  cas  que  j*ai  traite,  il  est 
facile  de  voir  qu'il  n'y  aura  pas  un  noeud  au  point  h  sur  le  plan  horizontal.  Si  cette  tan- 
gente en  y  devient  verticale,  on  aura  un  rebroussement  en  fe,  et  si  elle  est  inclinee  de 
Tautrec6t^  de  la  verticale  par  rapport  au  point  lumineux,  on  aura  un  noeud.  Ces  differents 
cas  dependent  de  la  direction  du  rayon  lumineux  qui  passe  par  le  point  V  h.  En  ce  point, 
la  tangente  a  Thelice  et  la  verticale  iV  sont  deuxdiamitres  conjugues  de  Thyperbole  indi- 
oairice,  si  le  rayon  lumineux  est  compris  dans  Tangle  aigu  de  ces  deux  diamitres^  le  diametrc 
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conjugud  de  ce  rayon  lumineux,  c'est^a-dire  la  tangente  a  la  courbe  d'ombre,  qui  est  com- 
pris  dans  le  m^e  angle  sera  evidemment  incline  a  gauche  de  la  verticale  V  tf  etdvL  c6te 
da  point  lumineux  ;  il  n'y  aura  pas  noeud  ni  rebroussement  sur  le  plan  horizontal.  Si  le 
rayon  lumineux  se  confondait  avee  la  tangente  k  Th^lice,  il  y  aurait  rebroussement,  car  le 
diamitre  conjugue  serait  vertical  ]  et  si  le  rayon  lumineux  ^tait  dans  Tangle  obtus,  il  y 
aurait  noeud^  mais  pas  n^essairement  cependant.  Cela  n'a  lieu  que  tant  que  la  courbe  iiite- 
rieure  et  la  courbe  ext^rieure  sont  distinctes. 

Ce  que  je  viens  de  dire  dans  le  cas  du.  c6ne  tangent,  s'applique  Evidemment  pour  le  cas 
du  cylindre  tangent. 

PL  IV.  —  Celte  planche  repr&ente  I'applicalion  de  la  th^orie  des  points  de  passage  a 
la  determination  exacle  de  la  courbe  d'ombre  pour  les  rayons  lumineux  perpendiculaires 
au  plan  vertical. 

J'ai  determine  les  asymptotes  de  rindicatjcice  seulement  dans  la  partie  de  la  courbe  me- 
ridienne  ou  doit  passer  Th^lice  du  point  de  passage ;  ce  qui  se  voit  a  peine  a  Tinspection  de 
la  courbe  de  contact.  La  connaissance  des  asymptotes  aux  trois  points  MM',  NK'  et  CC  me 
suffit.  Ces  asymptotes  transportees  en  S  me  donnent  deux  courbes  sur  le  plan  m^ridien  OAB. 
L'une  de  ces  courbes  est  inutile,  je  ne  Tai  pas  tracee  \  1^'auire  est  la  courbe  y(x  V^^  coupe  la 
ligne  de  terre  en  TT.  Stt  est  done  une  asymptote  parallele  au  plan  horizontal.  En  faisant 
toumer  le  m^ridien  OAB  jusqu'a  ce  que  cette  asymptote  devienne  perpendiculaire  au  plan 
vertical,  je  determine  le  point  de  passage  P  et  par  suite  de  la  sym^trie  les  trois  autres 
Pi.P.etP,. 

La  hauteur  dm  correspondant  a  la  rotation  pOB  sert  a  me  donner  les  projections  verii- 
cales  des  di(r(£rents  points  de  passage.  Ainsi,  par  exemple,  le  point  P'l  se  trouve  au-dessus 
de  Vr  d'une  hauteur  egale  a  OH-h  J>3.  La  tangente  en  ces  points  P*!,  V  s'obtient  comme  la 
tangente  en  un  point  quelconque  du  contour  apparent,  en  construisant  leplan  tangent  au 
point  correspondant  sur  la  courbe  m^ridienne  et  faisant  toumer  ce  plan  jusqu'a  ce  qu'il 
devienne  perpendiculaire  au  plan  vertical ;  la  tangente  est  parallele  a  la  trace  verticale  de 
renouveauplan. 

Entre  les  points  P,  et  P  la  courbe  d' ombre  est  imaginaire,  il  faut  la  remplacer  par  la  trace, 
sur  la  surface  du  cylindre,  du  cylindre  tangent  le  long  de  le  courbe  Pm,  P,  V.  C'est  un 
cylindre  vertical  qui  ne  coupera  la  surface  qu' entre  les  deux  points  F,  T'.  Cette  courbe  F  T' 
est  la  projection  verticale  de  F intersection,  P  F  tvT  est  la  projection  horizontale.  Elle  coupe 
rhelice  de  gorge  au  point  F  correspondant  au  point  F'  ou  la  courbe  FT'  rencontre  la  pro- 
jection verticale  aa  de  cette  helice.  La  gen^ratrice  qui  passe  par  T'  me  donne  le  point  T  ou 
la  tangente  a  la  courbe  de  section  est  parallele  au  rayon  lumineux.  Pour  oblenir  des  points 
intermediaires  de  cette  courbe,  j'ai  besoin  de  connaitre  la  trace  de  la  vis  avec  le  plan  hori- 
zontal. Je  Taurai  facilement  par  la  construction  suivante  :  Je  prends  un  point  Q!  du  cercle 
meridien,  je  trace  sur  le  plan  horizontal  la  droite  OC,  faisant  avec  OAB  Tangle  correspon- 
dant a  la  hauteur  CC ;  le  point  ou  Thelice  du  point  G  repcontre  le  plan  horizontal  se  trouve 
sur  celte  droite  et  a  une  distance  du  point  O  egale  a  OC5  c'est  le  point  d.  Deux  points  a 
la  memc  hauteur  sue  le  cercle  meridien  me  donnent  sur  le  plan  horizontal  deux  points  sur 
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line  m^me  droite  aboutissant  au  point  O,  et,  par  le  point  extreme  Ct  donne  par  le  point  le 
plus  haut  C,  la  tangente  a.  la  courbe  est  la  droite  OCi. 

Cette  covrbe  obtenue,  je  reviens  a  la  determination  des  diffi^ents  points  de  la  coarbe 
PFT.  Par  le  point  ii,n/  du  contour  apparent  je  mtee  un  rayon  lumineux  qni  coupe  en  ww' 
la  surface.  Pour  obtenir  ce  point,  je  fais  descendre  cette  droite  W,  uw  d'un  raouvement 
helicoidal  de  m^me  pas  que  la  surface  j  uscfu'a  ce  qn'elle  soil  dans  le  plan  horiiontal  en  ii|  i^i . 
Cette  droiie  est  tangente  a  la  trace  de  la  surface,  et  le  premier  point  ou  elle  coupe  cette 
trace  deviendra  le  point  chercbe  qnand  cette  droite  sera  revenue  a  sa  position  primitive 
w\  uw,  Comme  je  n'ai  trace  que  la  moiti^  de  la  courbe  dMntersection  de  la  surface  avec  le 
plan  borizontal,  et  que  la  droite  i/i  i',  rencontre  en  I'j  cette  courbe,  dans  Tautre  moitie  qui 
est  symetrique  de  la  premiire,  j'aurai  le  point  fj,  en  cbercbant  le  point  i^  qui  est  sym^trique 
du  point  i^i  et  qui  se  trouve  sur  la  droite  z^^  symetrique  de  zv^^.  En  tracant  un  cercle  avec 
O  Ml  pour  rayon,  il  me  donnera  le  point  w  que  je  chercbe. 

La  courbe  PFT  remplace  la  courbe  PP,  T  qui  est  virtuelle,  mais  qui  ne  Test  pas  dans  les 
menies  condilions  entre  P  et  P|  et  entre  P,  et  T. 

Pour  la  courbe  d' ombre  symetrique,  je  coustruirai  de  m£me  la  courbe  P,  Fi  qui  est  iden- 
tique  a  la  courbe  PF. 

PL  V.  —  Dans  cette  ^ure  j^ai  pris  nn  rayon  lumineux  parallile  au  plan  vertical  et  in- 
cline d'une  maniire  quelconque  sur  le  plan  horizontal^  c*est  le  rayon  R'  D.  J'ai  construit  les 
courbes  d'ombre  et  determine  leurs  tangentes  en  quelques  points  ouelles  setrouvent  faci- 
lement  ^  j'ai  chercbe  ensuite  les  points  de  passage.  En  transportant  au  point  S  les  asymp- 
totes des  indicatrices,  j'ai  eu  poor  base  de  ce  c6ne  sur  le  plan  horizontal  la  courbe  Ks  Ks 
qui  rencontre  en  tt  la  base  du  cdne  dont  les  g&i^ratrices  sont  aussi  incline  que  les  rayons 
lumineux.  Quand  cette  asymptote  Stt  sera  devenue  parallele  au  rayon  limiineux,  le  m^ri- 
dien  OAB  sera  venu  en  OP  et  me  donnera  en  P  un  des  points  de  passage ;  Tautre  point  P, 
s'en  deduit  par  symetrie. 

A  partir  du  point  P  la  courbe  interieure  devient  virtuelle  et  est  reraplac^e  par  la  courbe 

Pw,  K^  intersection  avec  la  surface  du  cyliudre  circonscrit  le  long  de  la  courbe  PL  af 

Cette  courbe  d'intersection  rencontre  la  courbe  d'ombre  ext^rieure  au  point  ^;  en  ce  point, 
la  tangente  est  paralUle  au  rayon  lumineux.  A  Tinstant  ou  le  rayon  lumineux  Ungent  le 
long  de  la  courbe  d'ombre  interieur  PL  F  devient  aussi  tangent  en  <  a  la  courbe  exterieure, 
j1  y  a  dans  le  meme  plan  vertical  mt  un  autre  rayon  lumineux  tangent  a  la  courbe  d^ ombre 
exterieure  OU  et  tangent  en  m  a  la  courbe  interieure.  II  eet  facile  de  voir  que  ce  point  m 
limite  la  partie  virtuelle  de  la  courbe  d'ombre  interieure^  en  effet,  de  P  en  P|  cette  courbe 
est  virtuelle,  car  le  rayon  lumineux  est  tangent  interieuremeut  k  la  surface,  et  de  Pi  a  m 
olle  est  virtuelle  comme  etant  dans  Fombre'projetee  par  la  surface  elle^m^me.  La  courbe 
d'intersection  du  cylindre  circonscrit  est  mpgql  qui  rencontre  en  /  la  courbe  d'ombre  oet, 
Entre  tGil  cette  courbe  d'ombre  est  virtuelle,  car  elle  est  dans  I'ombre  projetee  par  la  sur- 
face. J'ai  trace  en  traits  pleins  la  courbe  mpql^  car  j^ai  suppose  qu  elle  n^^tait  pas  masqu^e 
par  les  spires  superieures  de  la  surface. 
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II  est  facile  de  suivre  sur  le  plan  vertical  rexplication  que  j'ai  donn^e  par  la  projection 
horizontale. 

II  reste  a  indiquer  la  construction  d'un  point  W|  W\  de  la  courbe  d'intersection.Le  rayon 
lumineux  qui  me  donne  ce  point  est  le  rayon  a' W, ,  a  Wj  tangent  a  la  courbe  d'onibre.  Je 
trace  sur  le  plan  horizontal  la  courbe  rfW,  intersection  avec  ce  plan  de  la  surface  eugeiidree 
par  cette  tangente  toumant  du  m&me  mouvement  h^li9oi'da]  que  la  surface  de  la  vis.  La 
projection  horizontale  de  cette  droite  reste  toujours  tangente  au  cercle  Oar.  Le  point  W  ou 
cette  courbe  dW  rencontre  la  trace  de  la  vis  desccndra  le  point  W't  W,  quand  le  rayon 
lumineux  sera  revenu  a  sa  position  primitive  aW,.  J'obtiens  done  desuite  W^  en  pre- 
nant  OWj  =  OW  ^  la  projection  W,  s'obtient  en  ^levant  en  W,  une  verticale  jusqu'a  sa 
rencontre  avec  a!W\  ;  et  comme  verification  la  hauteur  de  W'l  au-dessus  du  plan  horizon- 
tal  doit  etre  pr^cisement  la  hauteur  qui  correspond  a  Tangle  de  rotation  WOWi. 

La  courbe  dYf  est  facile  a  construire.  Je  commence  par  determiner  le  point  d  ou  le  point 
a  rencontre  le  plan  horizontal  dans  sa  rotation.  II  est  donn^  par  Tangle  ocOd  correspou- 
dant  a  la  hauteur  Qfb.h.  partir  du  point  dy  je  divise  la  circonference  en  8  parties  par 
exemple  et,  sur  les  tangentes  a  ces  divisions,  je  porte,  dans  le  sens  convenable,  <ies  lon- 
gueurs proportionnelles  ^  u '  -3"*  ~o~  selon  le  point  de  division.  Ces  tangentes  se  determinent 

facilement  au  moyen  de  la  projection  verticale  du  rayon  lumineux  et  sont  les  memes  pour 
toutes  les  courbes  d^yf  quej^aurais  a  construire. 


GEODESIE. 


SUR  LES  AlTfiRATIONS  D'ANGLES  ET  DE  DISTANCES 

DA7IS 

LE  DfiVELOPPEMENT  MODIFlfi  DE  FLAMSTEED; 

Pjir  m.  a.  nssoT. 


La  forme  du  globe  etant  supposee  eelle  d'un  ellipsoide  de  revolution, 
appelons  : 

L    la  latitude  d'un  parallele  du  pays  que  Ton  veut  figurer ; 

L^  celle  du  parallele  moyen ; 

s     une  quantite  de  meme  signe  que  L  —  L^  et  egale  en  valeur  ab- 

solue  a  Tare  de  meridien  compris  entre  les  deux  paralleles ; 
N    la  grande  normale  a  la  latitude  L ; 
N^  sa  longueur  a  la  latitude  L^ ; 
A     la  longitude,  comptee  a  partir  du  meridien  moyen,  d'un  meridien 

quelconque  a  Test  du  premier. 

Si  Ton  prend  comme  pole  le  centre  commun  des  paralleles  de  la  carte, 
et  comme  axe  la  droite  qui  represente  le  meridien  moyen,  les  coordonnees 
polaires  du  point  dont  la  longitude  est  A  et  la  latitude  L  auront  pour  expres- 
sions 

(i)  r  =  N^cotL,„— ^, 

(2)  .  g^^NcosL  ^,. 

I  *  j   roir  !a  Topogmphie  de  Puissant  ou  le  Memoriai  du  Dep6t  de  la  Guerre^  tome  U, 
XXXVII'  Cahier.  28 


irrS  9UR    LES    ALTERATIONS    D*ANGLES    ET    DE    DISTANCES 

Alteration  de  Vazimut  d'un  parallele. 

Gonsiderons  au  meme  point  la  portion  du  meridien  qui  se  dirige  vers  le 
nord ;  Tangle  a  qu'elle  fait  en  projection  avec  la  normale  au  parallele  sera 
(lonne  par  la  formule 

(3)  tanga  =  9-^AsinL   H, 

laquelle  conduira  a  un  resultat  positif  ou  negatif,  suivant  que  la  premiere 
Hgne  devra  se  trouver  a  Test  ou  a  Fouest  de  la  seconde. 

Dans  la  region  sud-est  de  la  carte,  on  aura  toujours  a  >  o.  En  efFet, 
a  cause  des  equations  (i)  et  (2),  la  formule  precedente  pent  s'ecrire  : 

tang  a  =  ^^  (N  cotL  —  N«  cotL^ -f.  ^) ; 

'^  or,  M  etant  le  point  dont  il  s^agit,  PKM  son  meridien  et  K  T intersection  de 


ce  meridien  avec  le  parallele  moyen,  si  Ton  mene  a  Tellipse  PKM  les  tan- 
gentes  KL,  MT  qui  se  coupent  en  I  et  rencontrent  le  prolongement  de  la 
ligne  des  poles  en  L  et  en  T,  on  aura 

N  cot  L  =  MT,     N,„  cot  L^  =  KL,     s  =  —  arc  KM, 

et,  par  consequent, 

tanga  =  ?^  [MT-  (KL -f-  arcKM)]; 


{/*)  rofr  la  Topographie  de  Puissant  ou  Ic  Memorial  du  DSpdt  de  la  Guerre^  tome  H. 
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mais  IT  est  plus  grand  que  IL,  done  MT  est  plus  grand  que  IL  +  IM,  et  a 
plus  forte  raison  que  KL  H-  arc  KM,  de  sorte  que  a  est  positif.  On  demon* 
trerait,  d'une  maniere  analogue,  qu'au-dessus  du  parallele  moyen  le  meme 
angle  est  negatif ;  enfin,  il  est  nul  pour  tons  les  points  de  ce  parallele  comme 
pour  ceux  du  meridien  moyen. 

Dans  ce  qui  suit,  il  ne  sera  question  d'abord  que  de  la  portion  sod-est  de 
la  carte,  de  sorte  que  Ton  aura  «  >  o. 

Aherution  d'un  azimut  quelconque. 

Soient  A  Tangle  d'une  courbe  et  d'un  meridien  stir  le  globe  an  point  con- 
sidere,  A'  Tangle  correspondant  de  la  carte ;  supposons  que  Ton  prenne  ces 
deux  azimuts  au-dessus  du  parallele,  et  qu'on  les  compte  a  partir  du  meri- 
dien, positivement  du  nord  a  Test,  negativement  du  nord  a  Totiest ;  ak>rs  A 

pourra  varier  de  o  a  -  et  de  o  a ^  tt  designant  le  rapport  de  la  cir- 

conference  an  diametre,  A'deoa «t,  etdeoa  —  (  — h«),    et  Ton 

aura,  dans  tous  les  cas, 

(4)  tang  ( A' -h  a )=  tang  A  4- tang  a  (*). 

Cette  formule  demontre  que  Talteration  d'azimut  n'est  pas  nulle  seulemenl 
pour  A  =  o,  mais  aussi  pour  A  =  —  «,  c*est-a-dire  pour  la  direction  qui 
se  projette  sur  la  carte  suivant  la  normale  au  parallele.  Pour  plus  de  clarte, 
je  designerai  par  la  lettre  (c)  les  courbes  situees  a  Touest  de  cette  direc- 
tion, par  la  lettre  {c')  celles  qui  se  trouvent  dans  Tangle  qu'elle  forme  avec 
le  meridien,  et  par  la  lettre  (c'')  celles  qui  se  trouvent  a  T^st  du  meridien, 
de  sorte  que  les  trois  series  de  courbes  seront  caracterisees  de  la  maniere  sui- 
vante  : 

(c)    -?<A<-«,      -(f  +  «)<A'<-*, 

(c')  — a<A<o,  — «<A'<o, 

(O       o<A<^,  o<A'<^-«. 


(*)  Voir  I'un  des  deux  ouvrages  deja  cites. 

28. 
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Sur  la  carte,  les  azimuts  se  trouvent  augmentes  pour  les  courbes  (c)  et 
diminues  pour  les  courbes  (c')  et  (c").  En  effet,  Tequation  (4)  revient  a  la 
suivante  : 

tang(A'H-a)  =  (i  —  tang  a  tang  A)  tang  (A -H  a), 

de  laquelle  on  tire 

tang  ( A  -h  a)  —  tang  (A'-i-  a)  =  tang  a  tang  A  tang  { A'+  a) , 

ou  bien,  en  rempla^ant  les  tangentes  du  premier  membre  par  les  rapports  des 
sinus  aux  eosinus,  et  faisant  disparaitre  les  denominateurs, 

(5)  sin  (A  —  A')  =  tang  a  tang  A  sin  (A  -}-  a)  cos  (A'+  a). 

Dans  le  second  membre  de  cette  nouvelle  equation,  tang  a  et  cos  (A'h-  a) 
sont  toujours  positifs ;  le  signe  de  A  —  A'  sera  done  le  meme  que  celui  de 
tang  Asin  (A  4-  a),  ou  que  celui  de  A  (A  -h  a).  Ainsi,  pour  les  courbes  (c), 
on  aura  A  —  A'  >  o ;  mais  A  et  A'  sont  alors  negatifs  :  done  en  valeur  ab- 
solue  Tazimut  de  la  carte  sera  plus  grand  que  celui  du  globe.  Pour  les 
courbes  (c')  on  aura  A  —  A'  <  o,  et  comme  A  et  A'  sont  encore  negatifs, 
Tazimut,  abstraction  faite  du  signe,  sera  plus  petit  en  projection.  Enfin, 
pour  les  courbes  (c'"^),  on  aura  A  >  o,  A'  >  o,  A  —  Af  >  o,  ce  qui  indique 
aussi  une  diminution  de  Tazimut. 

En  chaque  point  de  la  carte,  la  plus  grande  alteration  d'azimut  est  la 
deviation  a  du  parallele.  Pour  toute  autre  ligne  que  le  parallele,  Tequa- 
tion  (4)  donne,  en  efFet, 

A'-Ha>A     ou     A  — A'<a. 

Si  la  courbe  que  Ton  considere  appartenait  a  la  serie  (c'),  Talteration  serait 
representee  en  valeur  absolue  par  A' —  A  et  non  par  A  —  A',  et  le  raison- 
nement  cesserait  d'etre  applicable ;  mais  alors  A  et  A',  abstraction  faite  du 
signe,  etant  inferieurs  a  a,  on  aura,  a  plus  forte  raison, 

A'— A<a. 

En  isolant  tang  a  dans  le  second  membre  de  Tequation  (4)r  on  obtiait, 
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par  une  transformation  deja  employee, 

(6)  sin  (a  -h  A'  —  A)  =  tang  a  cos  A  cos  (A'  -h  a), 

lorsque  A  augmente  en  valeur  absolue,  il  en  est  de  m^me  de  A',  de  sorte 
que  si  Ton  a  A  >  o  ou  A  <  —  a,  le  secend  membre  diminuera  et  A  —  A' 
augmentera  dans  le  premier;  la  formule  (6)  demontre  done  aussi  que  la  plus 
forte  alteration  d'azimut  est  celle  du  parallele.  Supposons  maintenant 
que  A  varie  de  o  a  —  a ;  Talteration  etant  nulle  pour  ces  deux  yaleurs  ex- 
tremes, elle  passera  dans  rintervalle  par  un  maximum  :  afin  de  le  mettre  en 
evidence,  remplacons  dans  la  meme  formule  le  produit  des  cosinus  par  une 
somme,  et  posons 

(7)  tang^  =  ^tanga, 
alors  il  viendra 

(8)  •      sin(a  — /3-+- A'— A)  =  sin  p  cos  (A  -t-A'-ha). 

On  voit  immediatement  que  le  maximum  de  A' —  A  a  lieu  pour 

A-hA'=  — a, 
et  qu*il  est 

A'—  A=  2^  — a, 

les  azimuts  correspondants  sur  le  globe  et  sur  la  carte  sont  respectivement 

_|3et-(a-p). 

Maximum  de  I' alteration  de  I' angle  de  deux  courbes. 

Si  les  deux  courbes  appartiennent  a  la  meme  serie,  leur  angle  sera  la  dif- 
ference de  leurs  azimuts,  qui  se  trouveront  tons  deux  augpientes  ou  tons 
deux  diminues  sur  la  projection ;  I'alteration  de  cet  angle  sera  done  la  diffe- 
rence des  alterations  d'azimuts,  et  ne  pourra  surpasser  a. 

Si  Tune  des  courbes  appartient  a  la  serie  (c)  et  T autre  a  la  serie  (c'''),  leur 
angle  sera  la  somme  des  deux  azimuts  :  or,  le  premier  augmente  en  pro- 
jection etle  second  diminue;  Falteration  de  Tangle  est  done  encore  egale  a 
la  difference  des  alterations  d'azimuts,  et  ne  pent  devenir  plus  grande 
que  a. 
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Mais  s'il  s'agit  de  Tune  des  courbes  (c)  et  de  Tune  des  courbes  {c')^ 
Tangle  etant  la  difference  de  deux  azimuts  qui  se  trouvent  Tun  augmente 
et  Tautre  diminue,  les  deux  alterations  s'ajouteront,  et  leur  somme  pourra. 
etre  egale  aa-{-(a|3  —  a)ouaa^,  qui  est  plus  ^rand  que  a. 

Enfin,  il  en  sera  de  meme  pour  un  angle  forme  par  Tune  des  courbes  {c') 
avecTune  des  courbes  (c^^)^  car  alors  les  deux  azimnts  s'ajoutent,  et  tous 
deux  sont  augmentes  sur  la  carte;  leurs  alterations  s'ajoutent  done  aussi 
comme  dans  le  cas  precedent. 

Ainsi,  le  maximum  de  Talteration  de  Tangle  de  deux  courbes  est  egal 
a  2^. 

Alterations  de  distances. 
Soient  MN  le  m^dien  du  point  M  sur  le  globe,  MV  Telement  de  courbe 


h    In  p 


que  Ton  considere,  et  NV  le  parallele  qui  passe  par  son  extremitc ;  soient  /w/i, 
./np,  w  les  lignes  correspondantes  de  la  carte,  et  mJi  la  normale  au  parallele; 
on  aura 

NMV  =  A,     nmv  =  A',     hmn  =  «, 

et  les  triangles  rectangles  MNV,  mhv  donneront 

M  V  == T-  J      mv  = 


cos  A  €08(A'-ha)' 

mais,  d'apres  le  mode  de  construction  de  la  carte,  les  lignes  MN,  mA  sont 
egales ;  si  dqnc  on  designe  par*'  le  rapport  des  longueurs  mv,  MV,  il  viendra 

,    V  COS  A 

(9) 


cos  (A' -Ha)' 

les  alterations  de  distances  seront  d'autant  plus  faibles  que  tce  rapport  sera 
plus  voisin  de  Tunit^.  En  posant 

(;i o)  tang  8  =  tang  |3  sin  ( A  -+-  A'  +  a) , 
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on  peut  le  mettre  sous  la  forme 

enefFet,  par  les  transformations  ordinaires  de  la  trigonometric,  on  trouve  que 
Tangle  S  pour  lequel  les  valeurs  (9)  et  (i  i)  seraient  egales,  est  donne  par  la 
formule 

S  2cosAcos(A'4-a)  ' 

or  on  a,  en  rertu  des  equations  (6)  et  (7), 

8in(a  +  A^-A)    _  ^^^  r.. 

par  consequent,  la  demierc  expression  de  tang  S  revient  a  cellc  de  Tequa- 
tion(io). 

L'alteration  de  longueur  s'annule  en  meme  temps  que  S ;  or,  cela  n'a  pas 
lieu  seulement  pour 

A  +  A'+a  =  ±7r, 

c'est-a-dire,  quand  la  courbe  que  Ton  considere  est  tangente  au  parallele, 
mais  aussi  pour 

A  +  A'H-a  =  o     ou     A  =  — 13, 

•  c*est-a-dire,  pour  cellc  des  courbes  (c')  qui  presente  la  plus  grande  deviation 
azimutale;  a  Test  de  cette  Hgne,  les  distances  sont  augmentees,  etaTouest 
elles  se  trouvent  diminuees. 

L'augmentation  de  longueur  sera  la  plus  grande  possible  lorsqu'on  aura 


par  consequent, 


2 


4         a' 


et  la  plus  grande  diminution  correspondra  a 


A-h  A'-ha  = J 

S2 
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c'est-a-dire  a 

es  lignes  ainsi  obtenues  sur  le  globe  se  coupent  a  angle  droit,  et  il  en  est 
de  meme  de  leurs  projections.  Pour  la  premiere^  on  a 

et,  pour  la  seconde, 

g  =  _,S,     .  =  tang(f_f); 

le  produit  de  ces  deux  valeurs  de  .-^  est  egal  a  T  unite ;  on  pent  aussi  remar- 
quer  que  les  alterations  d'azimut  des  directions  auxquelles  elles  se  rappor- 
tent  ont  la  meine  valeur  a  — 13,  et  que  Tangle  de  ces  deux  directions  ne  se 
trouve  pas  modifie  sur  la  carte.  C'est  la,  du  reste,  une  consequence  de  la 
propriete  suivante,  qu'il  est  facile  de  verifier  : 

A,  A'  se  rapportant  a  une  courbe  quelconque,  et  A^,  A'^  representant  les 
angles  analogues  pour  une  autre  direction,  si  Ton  choisit  A«  de  maniere  que 

Ton  ait 

A'+A, -ha:  =  o, 

on  aura  aussi 

A  -1-  A'j+  a  =  '0; 

les  deux  courbes  seront  situees  de  cotes  differents  de  celle  qui  ne  presente 
pas  d'alteration  de  longueur;  elles  appartiendront toutes xleux  a  la  serie  (c'), 
ou  Tune  a  la  serie  {c)  et  Tautre  a  k  serie  (c");  leur  angle  ne  sera  pas  mo- 
difie en  projection;  leurs  azimuts  le  seront  d'une  meme  quantite;  enfin, 
Tune  diminuera  et  Tautre  augmentera  de  longueur,  de  telle  maniere  que  le 
produit  des  deux  rapports  correspondants  soit  egal  a  Tunite. 

Alterations  d* angles  et  de  distances  dans  les  regions  nord^sty  nord-ouest 

et  sudr-ouest  de  la  carte. 

» 

Pour  la  premiere  de  ces  trois  regions,  on  a  a  <  o;  or,  les  formules  (4) 
et  (9)  ne  changent  pas  lorsqu'on  y  remplace  a  par  —  ct,  A  par  —  A  et  A' 
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par  —  A' ;  tout  ce  qui  a  ete  dit  jiisqu'a  present  des  courbes  situees  a  Test 
du  meridien,  pourra  done  s'appliquer  ici  aux  courbes  qui  se  trouvent  a 
I'ouest  de  la  meme  ligne,  et  inversement.  Seulement,  il  faut  remarquer  que 
la  valeur  numerique  de  a  n'est  pas  exactement  la  meme  pour  deux  points 
dont  les  longitudes  sont  egales,  et  qui  sont  places  a  la  meme  distance  du 
parallele  moyen,  I'un  au  nord  et  Fautre  au  sud  de  ce  parallele. 

Enfin,  la  symetrie  du  canevas  de  part  et  d'autre  du  meridien  moyen  dis- 
pense de  s'occuper  des  angles  nord-ouest  et  sud-ouest  de  la  carte. 

ResuUats  plus  simples,  que  Von  obtient  en  prenant  des  fvaleurs  approchees. 

La  formule  (3),  qui  donne  la  deviation  azimutale  du  parallele,  revient 
a  la  suivante  : 

tang  a  =  A  f  —  cos  L  —  sin  L  J ; 

si  Ton  pose 

cos  L,„  =  a,     sin  L,„  =  b,     tang  L,„  =  c, 

L-L^=/,     N  =  (n-v)N,„     ^  =  (i-^)N,„/, 

elle  pourra  s'ecrire  : 

^1       ^r     //         •     i\           i(sin/ — /cos/)  —  (v — A  a/)  cos  LI 
tanga  =  — aA/-f- A   a{l —  sm/)  —  c— ^ ^_/_  \   ^ • 

En  negligeant  y,  J7  /  ainsi  que  /'  devant  /^  on  aura  done 

tang  a  = —  a  A/  (*) ; 

a  plus  forte  raison,  on  pourra  regarder  comme  egales  a  a  les  plus  grandes 
alterations  d'angles;  enfin,  les  plus  fortes  alterations  de  distances  rapportees 

a  I'unite  de  longueur  seront  representees  par  -  tang  a,  et  correspond ront 

aux  deux  courbes  qui  font  avec  le  meridien  les  angles  j  —  x^*7'^~7'^^y 
aura  pour  Tune  augmentation,  et  pour  lautre  diminution  de  longueur. 

(*)  On  pent  deduire  de  I^  un  procedc  d'une  application  facik  pour  determiner  \e  meridien  et  le 
parallele  moyens  par  la  condition  que  les  plus  grandes  alterations  d'angles  et  de  distances  soient  aussi 
faibies  que  possible,  quelle  que  soit  la  form€  du  contour  qui  limite  lo  pays  dont  on  veut  faire  la  carte. 
(Foir  le  Compte  rendu  des  stances  de  rjcad^mie  des  Sciences  du  29  mars  i858.} 
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LES  PROPRlfiTfiS  Gl^lOMfiTRIQlES  DU  MOUVEMEM  LE  PELS  GMML 

DUN  COPS  SOLIDE; 
Par  M.  U.  RESAL  , 

Ingenieur  aii  corps   imperial  dcs  Mines,  professeur  h  la  Faculte  des  Sciences  de  Besan^on. 


Lorsqu'une  figure  plane  se  meut  dans  son  plan,  il  existe  a  cliaque  instant 
un  point  de  cette  figure  dont  Tacceleration  est  nulle  et  que  Ton  est  natu- 
rellement  conduit  a  appeler  centre  des  accelerations. 

L'existence  de  ce  point  a  ete  deniontree  pour  la  premiere  fois  par  M.  A 
Transon  {Journal  de  Mathematiques  pures  et  appUquies^  t.  X;)  qui  le  de- 
signe  sous  le  nom  de  centre  de  roulement,  dont  il  indique  Tutilite  dans  la 
recherche  des  rayons  de  courbure  des  courbes  susceptibles  d'une  definition 
geometrique. 

En  partant  d'autres  considerations^  M.  Bresse  a  traite  plus  tard  la  meme 
question  dans  le  XXXIV^  cahier  du  Journal  de  I'Ecole  Poly  technique^  oil  il 
donne  un  choix  d'exemples  forts  curieux  sur  la  determination  des  rayons  de 
courbure  de  quelques  courbes  planes. 

Le  Menioire  de  M.  Bresse  renferme  untheoremenouveau,  dua  M.  Rivals, 
sur  les  accelerations  des  differents  points  d'un  systeme  invariable  mobile 
autour  d'un  point  fixe.  Ce  theoreme  s'etend  au  cas  general  par  Tintroduc- 
tion  de  Tacceleration  du  centre  de  gravite. 

Les  proprietes  decouvertes  par  M.  Transon  et  par  M.  Rivals  ne  sont  que 
des  corollaires  d'un  theoreme  general  auquel  je  snis  parvenu  en  faisant  entrer 
en  consideration  I'axe  instantane  de  rotation  et  de  glissement.  Jen  ai  deduit, 
en  poursuivant  cet  ordre  d'idees,  une  serie  de  propositions  fort  curieuses 
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qui  jetteront  peut-etre  quelque  lumiere  sur  un  sujet  aussi  peu  connu  que 
celui  du  mouvement  le  plus  general  d'un  systeme  invariable  libre. 

Pour  donner  aux  resultats  de  mes  recherches  des  enonces  suffisamment 
elairs,  j'ai  dii  employer  quelques  nouveaux  mots  dont  je  vais  d'abord  expli- 
quer  la  signification. 

Nous  appellerons  vitesse  orthogonale  deTaxe  instantane  de  rotation  et  de 
glissement,  la  plus  courte  distance  entre  deux  positions  consecutives  de  cet 
axe,  rapportee  a  T unite  de  temps. 

\J acceleration  de  gUssement  sera  pour  nous  Tacceleration  relative  au 
mouvement  general  de  translation  du  systeme. 

L'acceleration  du  centre  de  gravite  de  ce  meme  systeme  pent  etre  consi- 
deree  comme  la  resultante  de  Tacceleration  de  glissement  et  d'une  autre 
que  nous  nommerons  acceleration  compUmentaire  du  centre  de  gravite. 

Nous  rappellerons  que  V acceleration  angulaire  relative  a  un  axe  de  rota- 
tion dont  la  direction  et  la  vitesse  angulaire  varient  a  chaque  instant  est  le 
rapport  a  I'element  du  temps,  de  la  vitesse  angulaire  infiniment  petite  de  la 
rotation  dont  la  resultante  avec  la  rotation  correspondant  au  commencement 
de  cet  element  est  precisement  celle  qui  a  lieu  a  la  fin  du  meme  element,  en 
supposant  les  axes  instantanes  de  rotation  consecutifs  transportes  parallele- 
ment  a  eux-memes  en  un  meme  point,  s'ils  ne  se  rencontrent  pas.  La 
direction  de  Taxe  de  I'acceleration  angulaire  est  d'ailleurs  parfaitement  de- 
terminee. 

Enfin  ,  il  nous  arrivera,  pour  abreger  le  langage,  d'appeler  tout  simple- 
ment  axe  instantane  des  vitesses,Vdixe  instantane  de  rotation  et  de  glissement. 


Soient  Oa,   O'a'  deux  positions  consecutives  de  Taxe  instantane   de 
rotation  et  de  glissement;  00'  leur  plus  courte  distance  qui,  dans  le  cas* 
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ocy 
dn  parallelisme  pourra  etre  prise  d'une  maniere  arbitraire  ;  U  =  -j-  la  vi- 

tesse  orthogonale  de  Faxe  ;  a>,  eJ  les  vitesses  angulaires  instantanees  autour 
de  Oa  et  O'  a' J  dont  nous  supposerons  le  sens  de  gauche  a  droite  pour  I'ob- 
servateur  place  suivantO  a  et  O'a'  les  pieds  en  O  et  O' ;  V,  V  les  vitesses  de 
glissement  consecutives  suivant  Oa  et  O'a' ;  a  et  w  les  acceleratfons  angu- 
laire  et  de  glissement. 

Par  le  point  O  je  mene  O  b  parallele  a  O'  a.  La  rotation  co  autour  de  O'  a' 
pent  etre  consideree  comme  la  resultante  d'une  meme  rotation  eJ  autour  de 
Ob  et  d'une  translation  suivant  Om  perpendiculaire  au  plan  fcOO'  ou  au 
plan  a  00',  representee  par  a>'00'=  U  ew'rf^  =  Vcddt^  en  negligeant  les 
termes  du  second  ordre.  La  position  de  0/w  sera  determinee  en  supposant 
que  Ton  fasse  toumer  00'  ou  U  d'un  angle  de  270  degres  autour  de  Oa 
dans  le  sens  de  ai ;  Om  est  d'ailleurs  parallele  a  Imterseclion  du  plan  aOb 
avec  tout  plan  perpendiculaire  a  O^. 

La  rotation  a>  autour  de  O  6  se  compose  de  la  rotation  eo  autour  de  O  a 
et  de  la  rotation  a  dt  autour  d'une  droite  Op  de  position  determinee. 

Enfin  la  translation  V  suivant  O'a'  se  compose  de  la  translation  V  paral^ 
lele  a  O  a  et  de  la  translation  udt  parallele  a  O  </. 

Soient  M  et  M'  lea  positions  d'lui  point  du  systeme,  correspondant  a 
celles  Oa,  O'a'  de  I'axe  instantane  de  rotation  et  de  glissement;  r  la  dis- 
tance de  M,  M'  a  Oa ;  p,p-hdp\es  distances  de  ces  memes  points  a  I'axe  de 
Tacceleration  angulaire.  II  resulte  de  ce  qui  precede,  en  negligeant  les  termes 
du  second  ordre,  que  la  vitesse  de  M'  est  la  resultante  des  vitesses  a>r, 
o^ip  -h  dp)  dt  =  apdty  Veodt^  V,  udt.  Or,  si  Ton  considere  M,  M'  en  pro- 
jection sur  un  plan  perpendiculaire  a  Oa,  on  voit  que  la  vitesse  ewr  de  M' 
est  celle  que  possederait,  au  second  instant,  le  point  M  s'il  tournait  efTec- 
tivement,  avec  la  vitesse  angulaire  constante  a>,  autour  de  Taxe  Oa  suppose 
fixe ;  d'oii  il  suit  que  la  vitesse  o^r  de  M'  se  compose  de  celle  eyr  de  M,  et  de 
Tacceleration  elementaire  co^  rdt  dirigee  suivant  r,  de  M  vers  Oa. 

Ij'acceleration  totale  du  point  M  du  systeme  a  done  pour  composanteso^^r, 
pocj  a,  aiU,  et  Ton  a  ainsi  le  theoreme  : 

Thjsoreme  P'.  —  L' acceleration  de  tout  point  d'un  systeme  invariable 
mobile f^  d'une  maniere  quelconque,  se  compose  :  1^  de  I' acceleration  centri- 
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pete  relative  a  Vaxe  instantanS  et  a  la  a>Uesse  angulaire  correspondante; 
2°  de  I'accSlSration  due  a  la  vitesse  angulaire  totale,  relativement  au  point 
oil  taj:e  instahtane  est  coupe  par  sa  plus  courte  distance  a  sa  position  suir 
vante;  3®  de  P accel6ration  de  gUssement;  4**  dune  acceleration  igale  au 
produit  de  la  vitesse  angulaire  instantanSe  par  la  vitesse  orthogonale  de 
I' axe,  dont  la  position  s'obtient  en  supposant  que  la  droite  qui  represente 
cette  vitesse  tourne  dun  angle  de  ayo  degres  autour  de  Caxe  instantanCy 
dans  le  sens  de  la  ^vitesse  angulaire  correspondante. 

Dans  le  cas  d'un  point  fixe,  les  deux  dernieres  accelerations  sont  nuUes,  et 
la  premiere  partie  de  Tenonce  donne  le  theoreme  de  M.  Rivals. 

Si  Ton  se  rappelle  que  le  mouvement  le  plus  general  d'un  systeme  inva- 
riable peut  etre  considere  comme  resultant  d'un  mouvement  de  translation 
du  centre  de  gravite  et  du  mouvement  relatif  par  rapport  a  ce  centre,  c'est- 
a-dire  d'une  rotation  cd  autour  d'une  droite  parallele  a  I'axe  des  vitesses 
menee  par  ce  point,  on  a  cet  autre  theoreme  de  M.  Rivals  : 

Theoreme  II.  —  Dans  le  mouvement  le  plus  gen&ral  dun  corps  solide^ 
raccSlSration  d'un  point  quelconque  se  compose  de  I' acceleration  du  centre 
de  gravite,  de  r acceleration  centripete  due  a  la  rotation  instantanSe  autour 
du  centre  de  gravity,  et  de  tacceUration  due  a  tucceUration  angulaire 
totals. 

Si  Ton  se  place  dans  Thypothese  d'un  mouvement  d'un  corps  parallele  a 
un  plan,  ou  d'une  figure  plane  mobile  dans  son  plan,  I'acceleration  angulaire 

devient  -r-  >  et  Ton  arrive  au  theoreme  suivant,  que  M.  Bresse  ne  parait  pas 

avoir  entrevu : 

Theoreme  III.  —  Dans  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan, 
V acceleration  dun  point  quelconque  resulte  de  celle  qui  aurait  lien  si  la 
figure  tournait  effectivement  autour  de  son  centre  instantane  et  dune  acce- 
leration egale  au  produit  de  la  vitesse  angulaire  par  la  vUesse  du  centre 
instantane,  et  dont  la  position  sera  determinee  en  supposant  que  cette  der- 
niere  vitesse  tourne  d'un  angle  de  270  degres  dans  le  sens  de  la  vitesse 
angulaire  instantanSe. 

Remarque.  — Si  Ton  considere  le  mouvement  relatif  d'un  point  par  rapport 
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a  iin  sy Sterne  invariable,  T acceleration  d'entrainement  se  compose  de  celles 
qui  se  trouvent  enumerees  dans  la  premiere  proposition,  et  le  theoreme  de 
Coriolis  sur  les  accelerations  apparentes  prend  alors  une  forme  plus  expli- 
cite,  sous  laquelle  il  peut  devenir  d'un  usage  plus  general  en  mecanique  et 
en  geometric. 

Dans  la  plupart  des  questions  de  geometric,  oil  ce  theoreme  pourra  rece- 
voir  son  application,  il  servira  a  trouver  I'acceleration  absolue,  connaissant 
Tacceleration  relative ;  il  convient  alors  de  Tenoncer  ainsi  qu'il  suit : 

Theoreme  IV.  — Si un point  est  animS  d'un  mouvement  relatifpar  rapport 
a  un  systems  invariable,  t acceleration  dans  le  moui^ement  absolu  se  com- 
pose de  raccSleration  dans  le  moui^ment  relatif,  de  I' acceleration  d'entrai- 
nement  dont  les  composantes  sont  donnees  par  le  thSoreme  P''  ou  le  theo-- 
reme  III,  selon  le  cas,  et  ddune  acceleration  igale  au  double  produit  de  la 
Vitesse  angulaire  instantanee  par  la  projection  de  la  vitesse  relative  sur  un 
plan  perpendiculaire  a  taxe  des  vitesses,  dirigee  suivant  cette  projection^  a 
laquelle  on  aurait  fait  dScrire  un  angle  de  90  degrSs  dans  le  sens  de  la 
vitesse  angulaire  instantanee. 

Nous  donnerons  plus  loin  des  applications  curieuses  de  ce  theoreme. 

Du  centre  des  accelerations. 

Je  prendrai  pour  origine  de  trois  axes  coordonnes,  le  point  O ;  pour  axe 
des  z  la  droite  Oa;  je  snpposerai  les  axes  Oj?  et  Oy  perpendiculaires  entre 
eux  et  a  Oz,  en  laissant  pour  le  moment  la  direction  de  Tun  d'eux  tout  a 
fait  arbitraire. 
Soient : 

;t,  /u,  y  les  composantes  relatives  aux  axes  Oa:,  O/,  Oz  dela  rota- 
tion a  du  systeme  autour  de  la  droite  O  q ; 
m^n^p  les  composantes  de  TacceWration  de  glissement  correspondant 

aux  memes  axes ; 
0  Tangle  forme  par  Facceleration  6)U,  ou  la  resultante  de  A  et  /u, 

ou  encore  celle  de  m  et  /i,  avec  I'axe  Ox ; 
L  la  vitesse  de  glissement; 

rf4        Tangle  form^  par  deux  positions  consecutives  de  Taxe  de  glis- 
sement; 
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On  a,  evidemment, 

A  =  6)-^  cosd, 
fjtsz:  a-^  sino, 

O^  CO 

at                      0) ' 
sin  S  =  ^^  ^      ,     cos  S  =  ,, • 

Si  I'on  considere  oi,  A,  ac  et  L  comme  des  donnees  de  la  question,  les  va- 
leurs  dev^p,  m,  n  et  B  seront  foumies  par  les  formules  precedentes,  et  ne 
pourront  pas  etre  supposees  arbitraires. 

Dans  le  cas  ou  A  et  yu,  par  suite  met  n,  seraient  nulsi  c'est-a-dire  oil  deux 
axes  instantanes  consecutifs  seraient  paralleles,  Tangle  S  n*en  serait  pas 
moins  bien  defini,  et  representerait  le  complement  de  Tangle  forme  par  la 
Vitesse  orthogonale  avec  Taxe  Ox. 

Nous  allons  maintenant  chercher  si,  a  un  instant  determine,  il  n'existe 
pas  dans  le  systeme  un  ou  plusieurs  points  pour  lesquels  T acceleration  e^t 
nulle.  II  suflit,  pour  cela,  d'exprimer  que  la  somme  des  projections  des 
composantes  co^r^pa^  coV,  u  de  Tacceleration  sur  chaque  axe  est  nulle,  et 
Ton  arrive  facilement  a 

j  Aj  — yu:c  +  /?  =  o, 
fjLZ  —  vy  4-  m  H-  coM  cosS  —  o^^x  ==  o, 
vx  —  Az  -h  /2  H-  a»U  sin  I  —  cd^ y  =  o ; 

equations  qui  representent  trois  plans.  II  y  aura  done,  en  general,  un  centre 
et  un  seul  centre  des  acciUrations ;  dans  quelques  cas  il  pourra  y  avoir  un 
axe  des  accelerations  :  c'est  ce  que  nous  examinerons  plus  loin. 
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Des  deux  demieres  equations,  on  deduit 
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X  (fx(ii)*-|-  Xv)  +  mw* — nv  -+•  «U  ( &>•  cos  <J  —  v  sin^) 

&>*+V*  ' 

z  ( —  Xtt)*+  Xv)  rf-  yico* H-mv  +  ^U^ci)*  sin  J — v  cos  3) 


Portant  C5es  valeurs  dans  la  premiere  equation,  on  trouve,  en  ayant  egard 
aux  valeurs  de  sin  $  et  cos  B, 


(a) 


Enfin 


(3) 


|ou,  en  ayant  egard  a  la  valeur  de  n, 

CT(X*-Hfx')+./>(«)V+X>)  +  «UXVlM^ 

ou 


(4) 


(«inJ-h-^cos^  \        ., 
— /^.       —  ;  -f-  -  cos  8j 

£m  (»X«  -f-  fx')  -hp  (— w"  X  -Hfx  v)  -H  w  UfA  V^IM^" 


w^(X«-hfii*) 


OU 


— co&^  -4-  ^sinJ  \         j^ 


sinS. 


Le  r£(pport-9  de  la  vitesse  orthogonale  a  la  vitesse  angulaire,  qui  entre 

dans  ces  formules,  joue  un  role  important  dans  la  partie  de  la  Qnematique 
qui  nous  occupe.  II  est  d'ailleurs  susceptible  d^une  interpretation  geome- 
-triquecurieuse  qu'il  convient  deiS  lors  de  faire  connattre  immediatement. 
Soient  £3?;i^  et  dx'  les  angles  de  contingence  des  sections  normales  aux  gene^ 
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ratrices  des  lieux,  roulant  Tun  8ur  I'autre,  des  axes  instantanes  dans^Ves* 
pace  et  dans  le  systeme  invariable,  ces  sections  etant  menees  suivant  la  plus 

courte  distance  entre  deux  generatrices  consecutives  ;  r  =  tt^»  1^=  to;'^ 
rayons  de  courbure  de  ces  sections  :  on  aura 

codt  =dX'+-dx'     ou     codt  =  dx  —  dx'j 

selon  que  les  surfaces  seront  exterieures  ou  int^eures  Tune  a  I'autre; 
d'oii 


U_i        I 

et 

U           I 

Done  : 

Theoreme  V.  —  Le  rapport  de  la  vitesse  angulaire  a  la  Dttesse  orthogo- 
nale  est  egal  a  la  somme  ou  a  la  difference  des  inverses  des  rayons  de 
courbure  des  sections  normales  a  la  generatrice  de  contact  diss  Ueuxdes  axes 
instantanSs  dans  tespace  et  dans  le  systeme  invariable y  oaix  points  corres- 
pondants  a  la  vitesse  orthogonale,  selon  que  ces, surfaces  sont  exterieures 
ou  intSrieures  tune  a  t autre. 

Dans  le  cas  d'une  figure  plane  mobile  dans  son  plan,  r  et  F'  representent 
les  rayons  de  courbure  des  lieux  des  centres  instantanes  sur  le  plan  consi- 
dere  comme  fixe  et  sur  le  plan  mobile  de  la  figure. 

Revenons  maintenant  a  la  discussion  des  fbrmules  (i),  (2),  (?)  et  (4). 
Les  trois  dernieres  montrent  qu'il  n*y  aura  qu'un  seul  centre  des  accelera- 
tions, lorsque  co  et  Tune  des  quantites  A  etAc  ne  sera  pas  nulle. 

Dans  le  cas  contraire,  ou  ce  centre  n'existera  pas,  eu  il  y  en  aura  une 
infinite ;  c'est  ce  que  nous  allons  6tudier  en  nous  reportant  pout  plus  de 
simplicite  aux  equations  (1). 

Supposons  d'abord  que  a>  seule  soit  nulle ;  dans  ce  cas  il  n'y  a  plus,  a  pro- 
prement  parler,  d'axe  instantan^,  puisque  alors  le  mouvement  sc  reduit 
momentanement  a  une  simple  translation;  on  na  doit  alors  considerer  que 
la  droite  limite  vers  laquelle  tend  la  position  de  cetaxea  meswequed^s'ap^ 
procbe  de  %U0y  droite  dont  la  direction  est  parallele  k  I'acQ^l^UQO  an- 
gulaire. 
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L'acceleration  elementaire  en  cheque  point  du  systeme  resulte  ainsi  d'une 
rotation  et  d'nnp  translation  ayant  ainsi  pour  composantes  niy  n^p;  ce  qui 
conduit  a  un  axe  de  rotation  et  de  glissement  pour  les  accelerations;  et  Ton 
Yoit  qu'il  n*y  aura  aucun  point  sans  acceleration,  a  moins  que  la  translation/? 
nesoit  nuUe ;  mais  alors  tous  les  points  de  cet  axe  n'auront  point  d^  acceleration. 
C'est  ce  que  montrent  d'ailleurs  les  equations  (i)  quidonnent  en  y  supposant 

ft>  =  o,     A  =  o,     /t<  =  o , 

(5)  jvj  — m=o, 

va:H-/i=o. 

Supposons  maintenantque  a  ^nt  different  deo,  on  ait  en  meme  temps 

A=o,     At  =  o; 

Taxe  de  Facceleration  angulaire  coincide  alors  avec  celui  de  rotation  et  de 
glissement,  et,  d'apres  les  relations  etablies  au  commencement  de  cet  article, 
on  a  m  =  o,  /I  =  o.  Les  equations  (i)  deviennent  alors 

/?  =  o, 
/g\  I  — vy-+  a>UcosS  —  a)^a:=o, 


De  ces  equations  on  tire 

(7) 


y/i-h«UsinS  —  «^J=  o. 


r=  -T i(     vcosS-h<:d^sinJ). 


0?=  -7 i(  —  vsm6  +  a>  cos6). 

Done,  si  a  im  instant  donne  deux  axes  consecutifs  de  rotation  et  de  glis- 
sement  sont  paralleles,  en  d'autres  termes  si  Taxe  de  racceleration  angulaire 
coincide  avec  celui  des  vitesses,  il  y  a  un  axe  instantane  des  accelerations 
parallele  a  cette  direction,  pourvu  qu'il  n'y  ait  pas  d'acceleration  de  glisse- 
ment,  autrement  il  n'y  aurait  ni  axe,  ni  centre  instantane  des  accelerations. 

3o. 
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En  resumant  ce  qui  precede,  on  a  cet  enonc^  general : 

Thi^oreme  VI.  —  i^^  II  y  aura  toujour s  un  centre  des  accilSrations  et  il 
Tiy  en  aura  quun,  lorsque  la  vitesse  angulaire  instantanSe  ne  sera  pas  nuUe 
et  que  taxe  de  t accileration  angulaire  ne  coincidera  pa^  avec  taj:e  instan- 
tani  de  rotation  et  de  glissement.  2^.  Uy  aura  un  axe  des  a^cilSrations  pa- 
rallele  a  celui  de  V acceleration  angulaire  lorsque  la  ^vitesse  angulaire  sera 
rmlle,  ou  que  ce  dernier  axe  se  confondra  avec  taxe  de  glissement;  mais  il 
faut  pour  cela,  dans  le  premier  caSj  que  I' acceleration  de  glissement  soit 
normale  a  Vaxe  de  ^acciUration  angjilaire  et  que  cette  derniere  ne  soit  pas 
nulle,  et  dans  le  second  que  IcLCcSieration  dJb  glissement  soit  nidle^  autre- 
trement  il  ny  aurait  ni  axe  ni  centre  instantani  des  accelerations. 

Le  theoreme  VI  etles  formules  (6)  et  (7)  sont  evidemment  applicables 
au  cas  des  figures  planes  mobiles  dans  leur  plan,  leseul  qui  ai&ete  examine 
par  M.  Bresse.  En  partant  de  considerations  tres-differentes  des  precedentes, 
M.  Bresse  a  obtenu  le  centre  des  accelerations  par  T  intersection  de  deux  cir- 
conferences,  tandis  qu'ici  ce  centre  est  determine  par  le  point  de  ren- 
contre de  deux  droites.  Or  it  est  facile  de  niontrer  la  coincidence  de  ces 
deux  resultats.  Supposons  pour  cela  que  Taxe  Ox  se  coufonde  avec  la  direc- 
tion de  la  vitesse  orthogonale,  on  a  ^=  90  degres,  et  les  equations  (6) 
deviennent 


1  v..         U 

r  j=-««^H — 


Ces  deux  droites,  dont  Tune  passe  par  Torigine,  sont  perpendieulaires 
entre  elles,  et  la  seconde  coupe  Taxe  des  7  en  un  point  determine  par  Tor- 

donnee  —  et  Taxe  des  x  en  un  point  correspondant  a  Tabscisse '■ —  II  est 

clair  alors  que  le  point  cherche  se  trouve  a  I'intersection  des  circonferences 

deorites  surrordonnee—etsurrabscisse 9  prises  commc  diametres. 

Dans  le  cas  d'une  rotation  instantanee  uniforme,  on  a  y  =  -tt  =  <>>  ^^ 
le  centre  des  accelerations  se  trouve  sur  une  perpendiculaire  a  la  vitesse  or- 
thogonale  a  une  distance  du  centre  des  vitesses  egale  a— 
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Si  le  systeme  est  assujetti  a  tourner  autour  d'un  point  fixe,  on  a 

U=o,     m  =  o,     /E  =  o,     p  =  Oy 

et  les  equations  (i)  se  reduisent  a 

A7— yua?  =  o, 
f^-z  —  vx  — ft)*ar=o, 
vx  —  Az — a>*jy=o. 

On  reconnait  facilement  que  si  A,  /tc  et  6>  sont  difft^rents  de  o,  ces  equa- 
tions ne  sont  verifiees  que  par  a:  =  o,  j  =  o,  z  =  o,  et  le  point  fixe  est  le 
seul  point  pour  lequel  Tacceleration  est  nuUe. 

Dans  le  cas  oil  oi  =  o,  ces  equations  se  reduisent  a  la  premiere  qui 
represente  I'axe  de  I'acceleration  angulaire. 

Enfin  lorsque  Ton  a  A  =  o,  /u  =  o,  les  equations  ci*dessu6  sonti  verifiees 
par  0?  =  o,  /  =  o,  qui  representent  I'axe  des  vitesses. 

On  deduitde  la  que  si  une  figure  spherique  se  meutsur  sa  sphere,  elle* 
n'aura  generalement  pas  depole  des  accelerations,  c'est-a-dire  de  point  pour 
lequel  I'acceleration  sera  nulle.  Ce  pole  n'existera  que  dans  le  cas  d'une  vi- 
tesse  angulaire  nulle,  ou  d'une  rotation  continue  pendant  deux. instants  con- 
secutifs  autour  d'un  meme  axe  ou  d'un  meme  pole. 

Theor^me  VII.  —  L' acceleration  en  chaque point  dti  systeme  est  ta  meme 
que  si  la  rotation  instantanSe  et  F  acceleration  angulaire  a\^aient  lieu  effec- 
tivement  autour  du  centre  des  accelerations,  ou  d'un  point  quelconque  de 
taxe  des  ajcceUrations,  s'ily  en  a  un. 

En  efFet,  X,  Y,Z,les  composantes  deTaccelei^ation  parallels  aux  axes  Oar, 
Oj,  Oz,  sont  egales  respectivement  aux  premiers  membces  des  equations  (i). 

On  a 

/  Ay  — )wa:H-^=Z,. 

(A)  I  ^z — y/H-m+a»Ucos8 — a>*ar=rX, 

[vx — AZ4-/I  -f-oiUsinS  —  a>*J=  Y,. 

J'appelle  a,  6,  c  les  trois  coordonnees  du  centre  ou  d'un  point  de  I'axe 
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des  accelerations;  ^,  ^,  «,  les  ooordonnees  du  pcint  (ar,^,  z),  par  rapport 
aux  axes  coordonnes  supposes  transportes  parallelement  a  eux-memes  a  ce 
centre  ;  on  a 

substituant  ces  valeurs  dans  les  equations,  et  remarquant  que 

aJ  —  fjca  -h/?  =  o, 

jbtc —  vfc  H- m-+- 6)11  cos  <r — a>*a  =  o, 

va  — A^  -4-  n  -f-  a>Usin  ^ — a)'6  =5=  o^ 
il  tvient 


<■ 

-/4^z, 

M"  —  »c  — 

-a,'e  =  x. 

v$  —  Aji- 

-«'C  =  Y» 

qui  ne  sont  autre  chose  que  les  equations  (A)  dans  Thypothese  d'un  point 
fixe ;  et  le  theoreme  enonce  se  trouve  ainsi  demontre. 

On  aurait  pu  arriver  k  ce  resultat  sans  calcul,  en  supposant  que  Ton 
imprime  k  tout  le  systeme  une  translation  dont  la  vitesse  soit  egale  et  paral- 
lele  a  la  vitesse  de  grandeur  et  de  direction  constantes  que  possede  le  centre 
des  accelerations  pendant  deux  Elements  consecutifs  du  temps.  Mais  il  est 
clair  que  le  mouvement  autour  du  centre  se  reduit  a  la  rotation  o)  et  a  Tacce- 
.leration  angulaire  transportees  parallelement  a  eiles-memesen  ce  point ,  et 
Ton  est  ainsi  conduit  aux  conclusions  precedentes. 

Acceleration  normale  a  la  trajectoire  d'un  point  du  systeme. 

Choisissons  pour  plus  de  siniplicite  I'axe  des  x  suivant  la  direction  de  )a 
vitesse  orthogonale.  On  a 

8  =  90'',     A=.o,     m=o, 

et,  en  continuant  a  appeler  X,  Y,  Z  les  composantes  parall^les  aux  axes  de 
racceleratjon  totale,  les  formules  (i),  qui  expriment  qu'elles  sont  nulles, 
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donnent 

(8)  {  X  =5 /MZ — ty  —  «*a:, 

Y  =  rz  -h  /I  -h  a>U  —  eo^y. 


Appelant  r  la  distance  ^x^  +/*  d*un  point  du  systeme  h,  Taxe  instantane 
des  vitesses,  il  vient,  en  designant  ton  jours  par  L  la  vitesse  de  glissement  et 
en  nommant  a  Tangle  qu'elle  forme  avee  la  vitesse  V  =  y/oi^r'  -f-L^  du 
point  considere, 

L  cor  .  L 

tanga  =  — »     cosa=   , —     . ,,  ^    sin  a  =^  , 

Les  accelerations  X  et  Y  donnent  suivant  r  la  composante 


Cette  composante  sera  negative  ou  positive  selon  qu'elle  sera  dirigee  vers 
I'axe  instantane  des  vitesses  ou  en  sens  inverse. 

L'acceleration  Z  donne,  perpendiculairement  a  la  vitesse  resultante  V  de 
L  et  air,  la  composante 

(lo)  Zcosa  =  (p  —  fJLx)  , 

II  vient  ainsi,  pour  la  resahaAte  des  aeeel^ratimis  (9)  et  (lo),  c'est-a-dire 
pour  I'acceleration  normale,  en  posant  tang  g  = -7  et  appelant  p  le  rayon 
de  courbure  de  la  trajeetoire  du  point  considere, 

—  —  >■ 
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d'oii 

(o«r«  +  L* 

^  ~  i/(^-'*'''^:!''''^Vr"--wV+:(/»H-x»U)sme+ftf  cose)]' 

•On  voit  ain3i  que  pour  tous  les  points  de  Taxe  des  vitesses,  dans  lliypo- 
fhese  de  L  =o,  le  rayon  de  courbure  sera  generalement  nul. 
Remarques. — i"".  Dans  le  cas  d'une  figure  plane,  on  a 

p=:Oy     /i  =  o,     Li=o,     yu=^o, 
par  suite 

et  Tacceleration  se  reduit  a 

(9')  S  =  —  ed^r  4-  U«  sin  §. 

n?.  Si  le  corps  est  mobile  autour  d'un  point  fixe^  on  a 
L=o,    p=^o^     n=o,     U=a, 


et  alors 


--■'■■     II 1^ ■  ■  ■  I   I  ■  ■    III  ■    II     III  I  . »      ♦  ^f ^t 
^^  =  yyu'  r'  cos*  f  -4-  ( —  c»^r  -H  fjLZ  cos  «)*  =c  -; —  1 

r 


d'ou 

(11^  p= 


Vcd  4  r*  +ft'  *•  cos*«  —  2  co'fxr^  cos  e 


i^'  designant  la  distance  du  point  considere  au  point  fixe.  Les  iBomposantes 
(9)  ^^  (^^)  del'aceeleration  normale  se  reduisent  ici  a 

(9'^)  S  =  -^  c»^  r  -+-  fzz  cos  €, 

(10")  Z  cos  a  :^  —  /ur  cos  s. 

Angles  du  rayon  de  caurbure  avec  les  trois  aites  coordonn^s. 

L'accel^ration  Zcosa  donne  lescomposantes  Zcosa  sinii  parallele  a 
I'axe  Ozy  et  Z  cos*  a  perpendiculaire  a  Oz  etk  r.€ette  d«mi«re  se  decompose 
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eHe-meme   en    deux  autres,   rune  —  z  cos'  a  sin  s  suivant  ox^  lautre 
X  cos^  a  cosg  suivant  O/.  On  a  done,  pour  les  cosinus  des  angles  eherches-, 

/        V        Scose  —  Z  cos*  a  sine 
cos  (/>,  x)  = 

[  —  w'r-f- (/J -h  &)U)sine -f- fx^-cossjcose  — (p  —  fxrcose)    ,         ., sin b 

i/{;?  —  fxr  cose)*    ^"/       -+-  [ —  w*  r  4-  (/i  •+■  wU)  sine  -+-  fxz  cose]* 
Ssine+  Zcos*aco8e 


[ — T«>*r  -^.(/i  -f-  coU)  sine  -H fxz cose]  sine  +  [p  —  fxrcose)  -^— ; — n'^^®  ^ 


J- 

TF            •              (P  —  urcose)--— ; — =-: 
/        V        Zcosasina         ^'^       ^            'w»r'-f-L* 
COSCp,  Z)  = = 

ZHi/  ,plan  osculaieur. 

Le  plan  osculateur  est  determine  par  le  rayon  p  et  la  vitesse  V,  qui  fait 
avec  les  axes  eoordonnes  les  angles  donnes  par  les  formules 

i\T      V  wrsine  ,^r      v         — wrcose  .^j      v  *      L 

<^os(V,a:)  = -===>     oos(V^r)= -7==-^  . <;os(V,z)  =-===- • 

Le  plan  osculateur  sera  done  parallele  au  plan  r^presente^par  1' equation 

a;[cos  (V,  y)  cos  (p,  z)  —  cos  (V,  z)  cos  (p,  y)  ]    j 
-hj[cos(V,  j3)cos(p,  x)  —  cos(V,x)  cos(p,js)]    |=.o, 
-h  zJcos(V,ar)  cos{p^.j)  —  <50s(V,  j,)  cos.(p,  x)]    ) 

et  Ton  aura  tres-facilemeiit  et  Tequation  du  plan  osculateur  et  les  angles 
qu'il  forme  avec  les  plans  coordonnes. 

Les  resultats  auxquels  on  arrive  sont  tres-compliques,  c'est  pourquoi 
nous  nous  dispenserons  de  les  ecrire,  d'autant  plus  qu'ils  ne  nous  sont  pas 
indispensables  dans  ^e  qui  suit. 

Nous  montrerons  plus  loin  Vutilite  de  ces  eonsidecations,  dans  la  solution 

ZXXriir  Cahier.  3i 
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de  quelques  problemes  de  geometric  relatifs  a  la  determinatioii  de  la  cour- 
bure  de  certaines  lignes  planes  et  non  planes. 

LIEU  G^OMETRIQUE  DES  POINTS    POUR   LESQUELS   l'aCCi£lE RATION  NORMALE  EST 
NULLE,  OU  POUR   LESQUELS   LE  RAYON    DE  COURBURE    EST    INFINI. 

Cette  condition  s'exprimera  en  posant 
i"".  zcosa  =  o,     OU  tout  simplement, 

(ra)  /?  =  yux=o, 

attendu  que  ..:  =  a,  our  =  o,  donne  I'axe  instantanc  pour  les  points 

duquel  le  rayon  de  courbure  ne  sera  generalement  pas  infini ; 
2^.  S  =  o, 

ou 

(i  3)  —CO  {x^-hy^)  +  luzx  +  (n  +  e^[J)x  =  o. 

L'equation  ( i  ^ )  montre  que 

Theoreme  Vin.  —  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  k  rayon  de  courbure 
de  chaque  trajectoire  est  normal  a  taxe  des  vitesses  est  un  plan  perpendi- 
culaire  a  la  vitesse  orthogonale. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  I'acceleration  est  perpendieulaire  au 

rayon  r,  repr^sent^  par  Tequation  (i3),  sera  en  general  une  surface  du  se- 

eond  degre  douee  d'un  centre,  car  les  equations  qui  donnent  ee  point  se 

reduisant  a 

zz=a,     x  =  o^     — 2a>*j>r-f.  a  4- ftiiU=  o, 

donneront  pour  a;,  j,  z  des  yaleurs  finies,  lorsque  la  vitesse  angulaire  ne 
sera  pas  nulle.  Supposant  d'abord  qu'il  en  soit  aiAsi,  I'equation  de  la  sur- 
£ice  rapportee  a  son  centre  et  a  des  axes  paralleles  aux  cocMrdonnees,  est 

et  comme  pour  a;  =  o  on  obtient  deux  drokes,  la  surface  dont  il  s'agit  est 
un  hyperboloide  a  une  nappe,  dont  I'axe  des  j  est  un  axe  reel  principal. 
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Si  k  repreaente  Tangle  que  forme  Tun  des  deux  autres  axes  prineipauj^, 
avec  Taxe  des  :r,  on  trouve 

lang  nk  =  ^^, 
et  pour  Tequation  de  ki  sur&ce  rapportee  a  ses  axes  principaux 

Dans  le  casoii  ai=:o,  on  a  aussi^  comme  nous  Tavons  vu,  yte  =  o,  et 
Tequation  (i3)  se  reduit  a  j  =  o,  en  d'autres  termes  le  lieu  est  un  plan 
forme  par  Taxe  des  vitesses  et  la  vitesse  orlhogonale. 
Si  Ton  suppose  ^  =  o,  Tequation  (i3)  devicnt 

«'(^'-Hr')-»-(«H-^U)7  =  o, 

qui  represente  un  cylindre  droit  a  base  circulaire,  parallele  a  Taxe  instan- 
tane  des  vitesses. 

£n  resumant,  on  a  le  theor^me  suivant  : 

Th^oreme  IX,  -—  Ze  lieu  des  points  pour  iesquels  t acceleration  est  nor^ 
male  a  leur  plus  courte  distance  u  I'axe  des  ^vitesses  est :  i^  en  gSnSral,  un 
hyperholoide  a  une  nappe,  dont  Pun  des  plans  diametraux principaux  est 
parallele  auplan  determine  par  taxe  des  vitesses  et  la  noitesse  orthogonale, 
et  qui  est  coupe  suiwint  des  cercles  par  des  plans  perpendiculaires  a  cet  aj:e; 
2®  le  plan  determine  par  Va^e  des  a)itesses^t  la  vitesse  orthogonale,  lors-- 
que  la  vitesse  angulaire  instantan^e  est  nulle;  3®  un  cylindre  droit  a  base 
circulaire  dont  une  gSnAratrice  coincide  aQec  Taxe  des  "Vitesses,  et  dont 
taxe  de  figure  est  situe  dans  un  plan  perpendiculaire  a  la  vitesse  ortho- 
gonale, passant  par  I' axe  des  vitesses,  lorsque  txixe  de  T acceleration  angw^ 
laire  coincide  avec  ce  dernier. 

Le  lieu  des  points  dont  les  accelerations  normales  sont  nuDes,  c'est-a* 
dire  Tintersection  des  surfaces  (12)  et  (i3),  est  donne  par  Tequation 


{l4)  — a)V+/^^  +  {'^  +  ^U)7-h«*^  =  o, 


—  u, 

5.. 
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qui  represente  une  parabole  parallele  au*  plan,  zy  aysmt  pour  parametre 
^9  dont  Taxe  est  parallele  aux  z  et  dont  les  coordonnees  du  sommet  ont 
pour  valeurs 

Dans  le  cas^oii  la  vitesse  de  glissement  ne  variecait  pas  en  grandeur,  /?  etant 
alors  nul,  on  aurait  les  equations 

(r5)  ft)*/*— (/E-4r  fi)U)  j  =  o,     a:  =  o, 

qui  representent  les  droites 

far=o. 

Lorsque  la  vitesse  angulaire  sera  nulle,  le  lieu  n'existera  qu'autant  que 
p  sera  nul  ]ui-meme;  il  coineidera  alors  avec  le  plan  zOx.  ' 

Supposons  maintenant  que  le  systeme  se  meuve  parallelement  a  un  plan  : 
ona/?  =  o,  ^  =  o,  et  le-lieu  est  un  cylindre  droit  a  base  circulaire  ou  un 
cercle  dans  le  cas  d'une  figure  plane  mobile  dans  son  plan^ 

On  a  done  en  resume  ce  theoreme  : 

Th^oreme  X. —  I®.  Le  lieu  g^omStrique  des points  dur  systeme  dont  toe- 
cilSration  normale  est  nulle,  est,  dans  le  cas  gSnSral  oil  le  mouvement  nest 
pas  parallele  a  unplany  une  parabole  du  second  degri  situ^e  dans  unplan 
parallele  a  ta^e  des  vitesses  et  perpendicukdre  a  la  vitesse  orthogonale^  et 
dont  taxe  de  figure  est  perpendiculaire  a  ces  deux  droites,  Cette  parabole 
se^reduira  a  I' axe  instantanS  des  vitesses  et  a  une  droite  parallele  a  cet  axe 
et  contenue  dans  le  plan  perpendiculaire  a  la  vitesse  orthogonale  passant 
par  le  meme  a^e,  lorsque  la  vitesse  de  glissement  ne  variera  pas  en  gran- 
deur.  2®.  Lorsque  la  vitesse  angulaire  est  nuUe,  le  lieu  est  un  plan  paral- 
lele a  taxe  instantard  des  vitesses  eta  la  vitesse  orthogonale  ;mais  ilfaut 
pour  cela  que  la  vitesse  de  glissement  ne  varie  pas  en  grandeur,  autrement 
le  lieu  nexiste  pas.  3^.  Dans  le  cas  d*un  systeme  invariable  qui  se  meat 
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paraUelement  a  unplanfixe^  ou  d'une  figure  mobile  dans  sonplariy  le  lieu 
consider^  est  un  cylindre  droit  a  hose  circulaire  paraUele  a  taxe  des  vitesses 
ou  un  cercle.  4^.  //  nexiste  aucun  point  jouissant  de  la  proprUti  Snoncee 
lorsque  la  vitesse  de  glissement  variant  en  grandeur^  taxe  de  FaccSlera- 
tion  angulaire  coincide  avec  cebii  des  vitesses. 

LIEU    G^OMETRIQUE    DES    POINTS   POUR    LESQUELS    l'aCG^LI^ RATION 
TANGENTIELLE    EST    NULLE. 

La  composante    ^~ — de  X  et  Y  suivant  c»r  a  pour  projectioi>  sur  1^ 
direction  de  la  vitesse ,     y~    ^  .  j,  donne  lieu  a  la  composante 

Z  ,  suivant  cette  meme  direction.  On  a  done  pour  Tacceleration 

tangentielle 

ZL-h(Xy — Yx)a)r Mfxzy — taviy'-hx*) — 3:(n(ia-hcd*U'f-fxL)-f-^L 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  cette  acceleration  est  nulle  a  pour  equa- 
tion 

cov{x^  +  x^)  — a/bczy-hx  (noi-i-fti'U-}-  ,uL)-l-^L  =  o, 
ou,  en  remarquant  que  nea=^iuLLy 

a>  v(  J*  +  a?*)  —  a>  At  zj  4- a?  (a)*^U  +  2  AtL) -f-/?L  =  o. 

Cette  surface  du  second  degre  sera  g^neralement  douee  d'un  centre ;  car  les 
equations  entre  les  coordonnees  de  ce  point  se  reduisant  ici  a 

j=:o,     z  =  o,     2A>va:+ (a'U4- 2/teL)  =  o, 

donneront  pour  ces  coordonnees  des  yaleurs  finies  lorsque,  comme  nous  le 
supposerons  d'abord,  ^  et  v  ne  serontpas  nuls. 

L'axe  des  x  est  un  diametre  principal  de  la  surface,  qui,  rapportee  a  son 
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centre  et  a  des  axes  paralleles  aux  coordonnees  est  represent^  par 

Enfin  Tequation  de  cette  meme  surface  rapportee  a  ses  diametres  princi- 
paux  est 

Et  en  appelant  k'  Tangle  que  forme  avec  I'axe  primitif  Oj"  I'un  des  dia* 
metres  principaux  parallele  au  plan  zOx,  on  trouTe 

tang  2^'=  ^. 

A  r  inspection  de  la  demiere  equation^  on  reconnait  que  k  surface  sera  tan- 
tot  un  hyperboloide  a  une  nappe,  tantot  un  hyperboloide  a  deux  nappes,  et 
quelquefois  meme  un  cone  du  sepond  degre,  Cette  derniere  circonslance 
se  presentera  notamment  dans  le  cas  d'un  point  fixe. 

Si  nous  supposons  que  la  vitesse  angulaire  est  nulle,  comme  il  en  estde 
meme  de  /u>,  Tacceleration  tangentielle  ne  pent  etre  nulle  qu'autant  que  Ton 
aura/7  =  o,  mais  alors  cette  acceleration  est  nulle  pour  tons  les  points  du 
systeme. 

Dans  le  cas  ou,  (»  n'etant  pas  nul,  on  a  y  =0,  ce  qui  exprime  que  la  vi- 
tesse angulaire  reste  constante  pendant  deux  instants  consecutifs,  requation 
de  la  surface  devient 

Cette  surface  n'a pas  de  centre,  et  comme  les  plans  perpendiculaires a laie 
Oo;  y  determinent  des  hyperboles,  il  s'ensuit  que  c'«st  uti  paraboloide  hy- 
perbolique  dont  Taxe  est  parallele  a  la  vitesse  orthogonale.  Ge  paraboloide 
se  reduit  a  un  cylindre  hyperboHque  quand  oi*  XJ  H-  a  ^  L  ==  a» 

Lorsque  Taxe  de  I'acceleration  angulaire  coincide  avec  Taxe  instantane 
des  vitesses,  on  a  /u  =  o  ;  et  la  surface  representee  par 
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se  reduit  a  un  cylindre  droit  a  base  circulaire^  parallele  a  Taxe  des  vitesses. 
Ce  cylindre  devient  un  plan  perpendiculaire  a  la  yitesse  orthogonale,  si  de 
plus  V  =  o. 

Dans  le  cas  d'une  figure  plane,  le  lieu  est  un  cercle  qui  devient  unc  ligne 
droite  quand  i^s'annule. 

Done : 

Theoreme  Xi.  —  En  ginSral  le  lieu  des  points  ctun  systeme  invariable 
pour  lesquels  t acceleration  tangentieUe  est  nulle  est  un  hyperbohide  a  une 
ou  a  deux  nappeSy  ou  un  cone  du  second  degre^  dont  fun  des  axes  est  paml- 
lele  a  la  wtesse  orthogonale. 

Cas  particuliers.  —  i®.  Dans  le  cas  dun  point  fixe,  on  obtient  un  cone 
du  second  degrS.  2®  Si  la  vitesse  angulaire  reste  constante  en  grandeur  et 
en  direction  pendant  deux  instants  cons^cutifs,  ce  qui  correspondra  en  ge- 
neral a  un  maximum  ou  un  minimum  de  cette  vitesse,  la  surface  est  unpa- 
raboloide  hyperbolo'ide  dont  taxe  est  parallele  a  la  vitesse  orthogonale,  et 
quipeut  devenir  un  cylindre  droit  a  base  hyperbolique.  3**  Dans  le  cas  oil 
Fa^e  de  I' accSleration  angulaire  coincide  avec  celui  des  vitesses,  le  lieu  est 
un  cylindre  droit  a  base  circulaire parallele  a  ce  dernier  axe,  qui  devient  un 
plan  si  la  vitesse  angulaire  reste  constante  pendant  deux  instants  conse- 
cutifs.  4**  Lorsque  la  vitesse  angulaire  est  nulle,  t acceleration  tangentieUe 
nest  nulle  en  aucun  pointy  a  moins  que  la  vitesse  de  glissement  ne  reste  con- 
stante pendant  deux  instants  consecutifs;  mais  alors  taccdleration  tangen- 
tieUe est  nuUepour  tous  les  points  du  systeme. 

Applications. 

Considerons  en  premier  lieu  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son 
plan;  d'apres  la  formule  (9^)  on  a 

S 

sins.         0) 

Cette  formule  montre  que  si,  a  partir  du  point  considere,  on  porte  sur  le 
rayon  aboutissant  au  centre  des  vitesses,  dans  le  sens  de  Tacceleration  cen- 
tripete,  une  longueur  egale  a  cette  acceleration  divisee  par  le  carre  de  la 
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vitesse  angulaire,  la  perpendiculaire  au  rayon  ^lev^e  au  point  ainsi  obtena 
coupe  la  perpendiculaire  elevee  a  la  vitesse  orthogonale  menee  au  centre  des 

vitesses,  en  un  point  dont  la  distance  a  ce  centre  est-*  Nous  donnerons  a 

ce  point  le  nom  de  centre  geometrique  des  accelerations,  en  raison  de  ce 
qu'efTectivement  il  devient  le  centre  des  accelerations  des  que  Ton  sup- 
pose constante  la  vitesse  angulaire  instantan^e,  et  que  cette  hypotheise  peut 
toujours  etre  Taite  lorsqu'il  s'agit  de  deplacements  geometriques. 

Oh  voit  ainsi  qii'il  sufBt  de  connaltre  les  accelerations  normales  de  deux 
points  du  systeme  pour  trouver  le  centre  geometrique  des  accelerations  et 
par  suite  Tacceleration  normale  et  le  rayon  de  courbur^  d^  la  trajectoire  de 
tout  autre.point. 

Application  a  la  construction  du  rayon  de  courbure  des  courbes  planes 
dont  lag6n4r<Uion  est  susceptible  d'une  definition. geometrique. 

Supposons,  par  exeniple,  que  deux  points  dela  figure  soient  assujettis  a 
decrire  deux  courbes  fixes  ;  soient  /  et  /^  les  distances  de  ces  points  au 
centre  des  vitesses,  p',  p^Mes  rayons  de  courbure  supposes  donnes  de  leurs 

trajectoires  ;  les  deux  valeurs  de-iseront — r»  — r  "^t  ^'^^  obtiendra  le  centre 

^geometrique  des  accelerations  en  construisant  deux  moyennes  propor- 
tionnelles. 

Lorsque  le  mouvement  se  reduit  au  roulement  de  deux  courbes,  Tune 
sur  Tautre,  dont  V  et  r'  representent  les  rayons  de  courbure,  le  centre  iu- 
stantane  des  accelerations  se  determine  encore  plus  simplement,  en  se  rap- 
pelant  la.  formule 

Admettant  que  le  centre  instantane  des  accelerations  soit  connu  et  appelant  q 

la  distance  au  centre  des  vitesses,  de  la  projection  du  centre  des  accelerations 

sur  le  rayon  r  partant  du  premier  de  ces  centres  et  aboutissant  au  point  que 

'  decrit  la  courbe  dont  on  s'occupe,  on  a  pour  determiner  le  rayon  de  cour- 
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biire  p  de  cette  courbe,  la  relation 
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7=?. 


et  Yon  est  ainsi  ramene  a  construire  une  moyenne  proportionnelle. 

L'application  de  cette  methode  et  de  quelques  theoremes  speciaux  auK- 
quels  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  arreter,  conduit  ainsi  a  trouver  geo- 
metriquement,  ainsi  que  I'afaitM.  Bresse,  les  rayons  de  courbure  dela  con- 
choide,  dela  ci^soide,  de  la  courbe  a  longue  inflexion,  du  parallelogramme 
de  Watt,  des  epicycloides,  etc. 

Du  rayon  de  courbure  des  erweloppes  des  courbes planes  mobiles  dans  un 

plan  suivant  une  loi  g^omStrigue.    • 

Les  considerations  precedentes  relatives  a  la  determination  du  centre  des 
accelerations  d'une  figure  plane  mobile  dans  son  plan  suivant  une  loi  geo- 
metrique,  jointes  au  theoreme  IV,  permettent  de  trouver  sans  difficulte  le 
rayon  de  courbure  de  1 'enveloppe  des  positions  d'une  eourbe  tracee  sur  le 
plan  de  cette  figure. 

Soient  cd  la  courbe  mobile  <lans  une  position  quelconque ;  O  le  centre 
instantane  des  vitesses  de  la  figure  invariable;  Om  =/;  la  normale abaissee 
du  point  O  sur  cd ;  ab  et  a' 6'  les  lieux  geometriques  des  centres  instantanes 
des  vitesses  sur  le  plan  considere  comme  fixe  et  sur  le  plan  mobile  de  la 
figure :  on  sait  que  les  deux  lignes  sont  tangentes  au  point  O  et  qu'elles 
roulent  Tune  sur  Tautre. 

Soient  O'^  le  point  de  a'^'  qui   doit   devenir  le  centre  instantane  an 


bout  du  temps  dt;  0\m'  la  normale  a  cd  menee  de  ce  point;  C  le  point 
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de  rencontre  de  mO,  rn'O^  ou  le  centre  de  courbure  de  cd  correspondantau 
point  m ;  mO!  =  p'  le  rayon  de  courbure  de  cd  en  m ;  nOn!  la  normale  en  0  a 
ah  et  a'h'\  a  Tangle  mOn  forme  par  Om  avec  nO\  A  le  centre  des  accele- 
rations suppose  connu,  situe  sur  On  dans  Thypothese  d'line  vitesse  angu- 
laire  instantanee  uniforme  :  on  a     ' 

CO 

Oh  reconnait  facilement  que  le  point  m  estle  point  de  la  eourbe^nveloppe 
correspondant  a  la  position  cd  de  la  courbe  mobile,  et  de  plus  il  est  dair  que 
la  courbe-enveloppe  peut  6tre  consid^ree  comme  engendree  par  un  point  m 
entraine  dans  le  mouvement  general  de  la  figure  par  rapport  a  laquelle  il 

decrirait  d*un  mouvement  relatif  k  courbe  cd  avec  la  vitesse  -^— =  w. 

L'acceleration  du  point  m  dkns  le  mouvement  absolu  se  compose  done  de 
I'acceleration  centripete  c»^p  dirigee  de  m  vers  O,  de  racceleration  a>U  diri- 

gee  suivant  la  normale  O/i,  de  la  composante  normale  -r»  dc-  Tacceleration^ 

relative  dirigee  de  m  vers  le  centre  de  courbure  C  de  erf,  de  racceleration 
relative  tangentielle  dont  nous  n'avons  pas  k  nous  occuper,  attendu  qu'elle 
ne  donne  aucune  composante  normale  a  la  trajectoire  du  point  m  dans  le 
mouvement  absolu  ;  enfin  de  Taccel^ration  !2^(v  dirigee  suivant  le  prolon- 
gement  On'  de  On. 

En  designant  par  p  le  rayon  de  courbure  de  Tenveloppe  et  remarquaiit 
que  la  vitesse  absolue  du  point  m  est  A)/?  -h  Wy  on  a,  pour  la  valeur  de  Tacce- 
leration  normale  dans  le  mouvement  absotuv 

(A)  ^—^ ^  =:arp  —  oiU  cosa  -h  2a>.(VH r* 

Soient  01  la  perpendiculaire  abaissee  du  point  O  sur  wlC\  on  a  evidemment 

01  =  00'  .  cosa=  Hdt  cos «,     mm!  =  -7-^ r 


ou 


w  =  U  cos  flf .  -r^  ?     U  cos  a  =  ^  ■  ,'^  .  (V.. 
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Eli  remplacant  U  cos  a  par  cette  valeur  dans  T equation  (A),  on  trouve 


(o>  ■ 


tv 


par  suite, 

■"^i =  ^^"T' 

Et  en  remplacant  w  par  sa  valeur  en  fonction  de  U, 

0)  p' — p  /        I  I        \  I 

tT  =  7"7 —    \i  \  ^^s  a  =  I 7——  1  cosa  =  -r?^- 

u      (p— /^)(p— />)  Kp—p     p—pJ  ao 

Dans  le  cas  de  la  figure,  p'  doit  etre  considere  comme  etant  de  m^me  signe 
que  p;  si  cd,  au  lieu  d'etre  concave  relativement  au  point  O,  etait  convexe, 
il  faudrait  remplacer  p  par  —  p.  La  valeur  positive  ou  negative  de  p  tiree  de 
Tequation  ci-dessus  indiquera  que  ce  Tayon  est  de  meme  sens  que  p  ou  de 
sens  inverse. 

II  est  maintenant  tres-facile  de  determiner  le  centre  de  courbure  C  de  la 
courbe  enveloppe.  Soit  A'  la  projection  de  A  sur  la  normale  Am,  on  a 


et 


Ok  =  AO  cos  «,     OC  =  p'  — 77, 


p—p~  Ok^  Oc^ 

Oa  .  OC'        r\nf  ^^  c\n  • 

P  —P  =  6*^00'  =  "^  "^  0)1+ OC  =  ^^^ 


d'oi 


ou 


Soit  G  Tun  des  points  d' intersection  des  circonferences  decrites,  Tune 
sur  A-C  comme  diametre,  Tautre  du  point  C'  comme  centre  avec  le  rayon 
CO;  la  projection  de  G  sur  it C  sera  evidemment  le  centre  de  courbure 
cherche. 

Si  le  mouvement  de  la  courbe  mobile  est  produit  par  le  roulement  des 
deux  lignes  a'V  et  ab  supposees  donnees,  Tune  sur  I'autre,  on  pent  sub- 

32, 
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stituer  a  la  formule  ci-dessus  la  suivante  : 


~  ±  :jjy^  =  (  — j^ —  )  cos  a, 

r      r      \p—p     p'—pj 


qui  constitue  un  theorems  du  a  M.  Savary,  «t  dont  ce  savant  a  deduit  une 
construction  tres-simple  dii^  rayon  de  courbure  des  profils  des  engrenages. 

jipplication  aux  maehines. 

Les  machines  presentent  sou  vent,  dans  leur  composition,  de&  systemes 
de  pieces  articulees  assujetties  a  rester  dans  un  meme  plan,  et  dont  la  de- 
pendance  entre  les  vitesses  se  deduit,  comme  on  le  sait,  de  la  connaissance 
du  centre  instantane  des  vitesses. 

Mais  il  pent  etre  utile  de  completer  la  definition  du  mouvement  de  ces 
pieces  en  donnant,  comme  nous  allons  lie  faire,  un  moyen  de  trouver  I'acce- 
leration  en  chacun  de  leurs  points. 

En  general,  la  vitesse  angulaire  instantanee  de  chaque  piece  ne  sera  pas 
eonstante.  Soient  O  le  centre  instantane  des  vitesses,  I  le  centre  geometrique 


des  accelerations-,  que  nous  supposeronsconstruit  a  I'aide  des  elements  dont 
nous  avons  parle  plus  haut. 

Si  Ton  connait  la  composante  tangentielle  t  de  Tacceleration  du  point  w, 
on  a 

T  =  0/w«--^-4-a)Ucosg  =  0m«-^  +  a>^OlGOS€  =  0m--^  H-  a' IK, 

K  ^tant  la  projection  de  I  sur  Om ;  d'oii 

dui  T  —  w'lK 

SoitOH  la  direction  que  prend  01  quand  on  lui  fait  subir  un  quart  de  ro- 


L£    PLUS    GENERAL    d'uN    CORPS    SOLIDE.     .  253 

tation  autour  du  point  O  en  sens  inverse  de  co;  ]e  prends 

^xj         «U  a  01  01. Om 

le  pied  C  de  la  perpendiculaire  abaissee  du  point  O  sur  IH  sera  le  centre 
cherche  des  accelerations. 

II  resulte  de  la  construction  precedente,  que  Ton  saura  determiner  le 
centre  instantane  des  accelerations  et  I'acceleration  apgulaire,  lorsque  Ton 
se  donnera  I'acceleration  totale  d'un  point  m  du  systeme,  et  Tacceleration 
normale  d'un  autre  point  m\ 

Le  point  C  etant  determine,  il  sera  facile  de  construire  I'acceleration  d'un 
point  quelconque  m'^  de  la  figure ;  car  les  acceleraticms  de  m  et  m"  sont  pro- 
portionnelles  a  Cm  et  Cm!\  et  elles  font  le  meme  angle  respectivement  avec 
ces  deux  droites. 

On  remarquera  qu'il  n'est  pas  necessaire  de  construire  le  point  C  pour 
obtenir  I'acceleration  du  point  m^\  qui  est  la  resultante  des  accelerations 

centripete o)'  Om'\  tangentielle  Om'^-^r  =  (t — IK)  -g —  o)*,  par  rapport  au 

point  O,  et  de  I'acceleration  colJ  =  a>*  01,  dirigee  suivant  01. 

On  pent  maintenant  trouver,  d'une  maniere  tres-simple,  la  resultante  des 
forces  d'inertie  de  la  figure  mobile.  SoientG  le  centre  de  gravite  de  cette 
figure,  J  le  point  oil  la  resultante  ci-dessus  rencontre  CG.  La  resultante  de 
la  force  d'inertie  sera  la  meme  que  si  toute  Ja  masse  M  y  etait  concentree ; 
on  la  connalt  done  en  grandeur  et  en  direction  :  il  suffit  d'en  determiner  la 
position,  ou,  si  Ton  veut,  le  point  J.  Soit  MR^  le  moment  d'inertie  du  sys- 
teme par  rapport  au  point  G,  R  etant  ee  que  Ton  appelle  le  rayon  de  gyra^ 

tion;  le  moment  d'inertie  relatif  au  point  C  etant  MR*  -+-  MGG  ,  on  a,  ea 
prenant  les  moments  par  rapport  a  ce  point, 

M^.  CG  .  CJ  =  (mR^  +  MCG')  J, 
d'oii 
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Done  la  resultante  des  forces  d'inertie  coupe  le  prolongement  de  la  droite 
qui  joint  le  centre  des  accelerations  au  centre  de  gravite  a  une  distance  de 
ce  dernier  centre  qui  est  troisieme  proportionnelle  entre  le  rayon  de  gyra- 
tion et  la  distance  de  ces  deux  centres. 

La  construction  du  centre  des  accelerations  se  simplifie  souvent,  comme 
nous  allons,  par  exemple,  le  reconnaitre  dans  le  cas  particulier  d'une 
bielle  dont  la  manivelle  est  animee  d'un  mouvement  de  rotation  uniformc- 
Soient  O  I'axe  de  rotation,  CI  la  Titesse  angulaire  correspondante,  OA  la 


nianivelle,  AB  la  bielle,  BS  la  perpendiculaire  en  B  a  OB,  rencontrant  OA 
prolonge  au  centre  instantane  S  des  vitesses.  La  vitesse  angulaire  instanta- 

OA 
nee  autour  de  S  a  pour  valeur  il-  -rg*  La  projection  K  du  centre  geometri- 

que  I  des  accelerations  sur  OA  sera  donneepar 

^^         ft'.OA        as' 

^^  =  — sr^^A- 

'  AS* 

expression  qu'il  est  facile  de  construire ;  et  comme  Taccelecation  normale  est 
nulle  en  B,  le  point  I  se  trouve  sur  BO  et  il  est  par  suite  completement  deter- 
mine. 

Le  centre  C  des  accelerations  doit  etre  tel,  qu'en  le  joignant  aux  points  A 
et  B,  on  ait 

angle  OAC  =  angle  ABC ,     d'oii     angle  AGB  =  1 80*^  —  OAB. 

Le  point  C  se  trouve  done  sur  le  segment  <;apable  de  Tangle  SAB  d^rit 
sur  AB.  D'ailleurs  il  est  situe  sur  le  cercle  decrit  sur  SC  comme  diametre,  qui 
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est  le  lieu  des  points  pour  lesquels  1' acceleration  normale  est  nuUe  et  qui 
passe  par  le  point  B;  il  est  par  suite  determine  d'une  maniere  tres-simple. 

On  appliquera  sans  difficulte  la  meme  methode  de  recherche  au  systeme  de 
manivelley  bielle,  balancier  et  parallelogramme  des  machines  de  Watt,  a  la 
eoulisse  de  Stephenson ^  etc. 

Du  rayon  de  eourbure  de  quelques  courbes  spheriques. 

Dans  les  dernieres  applications  que  nous  allons  faire  a  la  geometric,  de 
la  theorie  exposee  plus  haut,  nous  supposerons,  ce  qyi  est  permis,  que  la 
Titesse  angulaire  instantanee  reste  constante  ou  que  v  =  o. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  remarquerons  que  si  Ton  represente  les 
composantes  des  accelerations  de  glissement  et  angulaire  par  des  termes 
proportionnels  au  carre  de  la  vitesse  angulaire,  et  celles  de  la  vitesse  de  glis- 
sement par  des  termes  proportionnels  a  cette  vitesse,  les  formules  relatives 
au  centre  des  accelerations  et  aux  accelerations  normales  deviennent,  par* 
rapport  aux  coefficients  de  (o^  et  o),  les  memes  qiie  si  Ton  avait  conserve 
les  quantites  correspondant^s  en  y  supposant  o)  =  i ;  nous  ferons  dorenavant 
cette  supposition,  afin  de  simplifier  les  calculs,  en  nous  rappelant  que  les 
lettres  correspondant  aux  accelerations  et  aux  vitesses  ne  representent  non 
plus  ces  accelerations  et  ces  vitesses,  mais  bien  leur  rapport  au  carre  et  a 
la  premiere  puissance  de  la  vitesse  angulaire. 

En  faisant  cette  hypothesedan3  les  formules  (9'^),  (lo-^),  (i  i*^)  relatives  a 
un  point  fixe,  on  obtient  Jes  suivantes,  qui  sont  applicables  au  mouvement 
d'une  figure  spherique  sur  une  sphere  de  meme  rayon  : 

S  =  — r  -h/xzcosg, 

Z  cos  a  =^  —  (uur  cos  g 


(fn       ^  r'  -i-  ^*  I*  COS* « —  2  yi,rz  cos  e 
Rayon  de  eourbure  des  epicyclo'ides  spheriques. 

Proposons-nous  en  premier  lieu  de  trouver  le  rayon  de  eourbure  des 
^picycioides  spheriques  engendrees  par  un  point  lie  invariablement  a  une 
surface  conique  qui  roule  sur  une  autre  surface  conique  de  m^me  sommet 
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que  la  premiere.  Cette  recherche  exige  que  nous  etablissions  le  lemme  sui- 
vant  qui  nous  sera  egalement  utile  dans  d'autres  questions. 

Sqient  e/4  I'angle  de  deux  generatrices  consecutives  qui  limitent  le  con- 
tact de  deux  surfaces  \j  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la  generatrjce 
de  contact  au  sommet  des  cones ;  r,  r'  les  rayons  de  courbure  principaux 
des  deux  surfaces  en  ce  point ;  dXi  d')C  '^s  angles  formes  par  deux  plans 
tangents  consecutifs  aux  memes  surfaces.  On  a,  selon  que  les  cones  sont 
exterieurs  ou  interieurs  Tun k  lautre, 

adt=dx±^d^. 
D'ailleurs 

;«rf*=«^4,    r=y4f,   r'=y,^, 

d'oii  Ton  deduit  sans  difficulte 


I  w*         .  /  I     ,     I  \ 


resultat  que  Ton  pent  enoncer  ainsi : 

Theoreme  XII.  —  Le  rapport  entre  le  carri  -de  la  vUesse  angulaire  et 
la  composante  normale  a  taxe  des  "vitesses  de  t acceleration  angulaire,  dans 
ie  roulement  de  deux  cones  tun  sur  V autre,  est  egal  au  produit  de  la  dis- 
tance d'un  point  quelconque  de  cet  axe  au  sommet  des  cones  par  la  somme 
ou  la  difference  des  immerses  des  rayons  de  courbure  principaux,  en  ce  pointy 
des  deux  surfaces,  selon  quelles  sont  extSrieures  ou  interieures  tune  a 
tautre. 

On  a  done  dans  le  cas  actuel 

TV 

S  =  r  4-  r7pg^-pT2 cos  g, 

Zcosa  =  —  . ,Tv_i_-r»x  cosg. 

7(rzhr) 

Une  construction  geometrique  donnera  tres-faciFement  ces  deux  compo- 
.santes  et  par  suite  leur  resultante  ?^  dont  la  direction  est  celle  du  rayon  de  ceur- 
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bure  a  Vepicycloide.  Enfin  une  troisieine  proportioimelle  entre  r^  et  <p^  fera 
connaitre  la  longueur  de  ce  rayon. 

Dans  lecas  de  deux  cones  circulaires,  r  et  r'  seront,  d'apres  le  theoreme 
de  Meunier,  les  portions  de  la  perpendiculaire  a  I'arete  de  contact  limitee  par 
les  axes  des  cones. 

Remarque.  —  Soit  a  Tangle  forme  par  la  generatrice  de  contact  Sz 
des  deux  cones  roulants  avec  la  droite  Sm  que  joint  le  point  decrivant  m  au 
sommet  S. 

Ces  deux  droites  detenninent  un  plan  normal  a  la  courbe,  faisant  avec  le 
plan  tangent  aux  cones  suivant  I'arete  de  contact  un  angle  complementaire 
de  g.  Soient  [fig.  de  la  page  268)  ml  la  portion  de  la  droite  qui  represente  en 
direction  le  rayon  decourburep,  comprise  entre  le  point  decrivant  et  I'arete 
de  contact  Sz;  8  Tangle  mlz  forme  par  /w  I  et  Sz :  on  a 

r=  isin  a,     z  =  /cos«, 

tanffd= ^ == cota, 

^  — (ixrcosc  {xcose 

ou 

rp 

tangS=  ./T^  .  r.\ cota- 

On  pourra  mesurer,  par  exemple,  les  rayons  r  et  r',  au  point/?  oil  m  se 
projette  sur  Sz ;  et  Ton  aura 

on  pourra  ainsi  construire  geometriquement  d'unemaniere  simple  Tangle  S. 

La  direction  de  ml  ^tant  connue,  on  obtiendra,  d'apresle  theoreme  de 
Meunier,  le  centre  de  courbure  G  de  Tepicycloide  en  projetant  le  point  S 
sur  la  direction  de  m  I. 

II  est  d'ailleurs  facile  de  verifier  que  mC  represente  bien  le  rayon  de  cour- 
bure de  Tepicycloide,  car 

mG  =  ^cos(S— «)= ,  ■    ,-^  =  -7====i==- 

Vi-+-tang'*  V  I -K  tang*  (J 

XXXVIV  Cahicr.  33 
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Or 

S 


tang  j": 


r — fxz  cost- 

Zcos^z  /xrcose 


Et  en  substituant  on  trouye  bien  la  valeur  de  p  que  nous  avons  eerite  plus 
hant. 

De  la  courbure  et  du  glissement  dans  les  engrenages  comques. 

Gonsiderons  deux  cones  de  forme  quelconque,  de  meme  sominet,  Tun 
fixe  et  Tautre  roulant  sup  le  premier  en  entratnantavee  lui  une  autre  portion 
de  surface  conique  ayant  egalement  le  meme  sommet ;  et  proposons-nous 
de  trouver  la  nature  et  les  proprietes  de  Tenveloppe  de  cette  surface  :  c'est 
le  probleme  des  engrenages  coniques  envisage  sous  le  point  de  vue  le  plus 
general. 

On  reconnait  facilement  que  le  plan  mene  par  I'arete  de  contact  des  cones, 
normalement  a  la  surface  generatrice,  determine  Tarete  de  contact  entre 
cette  surface  et  son  enveloppe. 

Concevons  maintenant  une  sphere  ayant  pour  centre  le  sommet  des 
cones ;  elle  trace  sur  la  surface  generatrice  et  sur  son  enveloppe  deux  cour- 
bes  dont  la  seconde,  qui  est  Tenveloppe  des  positions  de  la  premiere,  peut 
servir  a  determiner  completement  la  nature  de  la  surface  inconnue. 

On  est  ainsi  ramene  a  etudier  ces  deux  courbes  spheriques  dont  la  consi- 


deration est  d'autant  plus  interessante,  que  le  glissement  de  Tune  sur  I'autre 
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mesare  le  chemin  elementaire  qui  entre  dans  rexpression  du  froltement  dans 
les  engrenages  coniques. 

Soient  S  le  sommet  des  cones ;  S  z  Tarete  de  contact  des  cones  roulants 
ou  I'axe  instantane  des  vitesses ;  S  m  Tarete  de  contact  des  dents  qui  coupe 
la  sphere  au  point  m ;  m  I  la  direction  supposee  donnee  du  rayon  de  cour- 
bure  /)'  de  la  courbe  spherique  mobile;  cette  droite  est  necessairement 
situee  dans  le  plan  m  S z ;  i  =  mS  le  rayon  de  la  sphere ;  a  Tangle  m  Sz 
forme  par  I'arete  de  contact  des  dents  avec  celle  des  cones;  ^  Tangle  mlz 
forme  par  p'  avec  Sz;  m/?  =  r  la  perpendiculaire  abaiss^e  du  point  m 
sur  S  z :  on  a  S/7  =  z,  et  Tangle  forme  par  le  plan  m Sz  avec  le  plan  tangent 
aux  cones  roulants,  suivant  leur  arete  de  contact,  est  le  complement  de  g. 

Le  plan  mene  par  ml  perpendiculaireroent  au  plan  m  Sz  est  le  plan  oscu- 
lateur  de  la  courbe  mobile.  De  meme,  le  plan  mSz  renferme  le  rayon  de 
courbure  et  est  perpendiculaire  au  plan  osculateur  de  la  courbe-enve- 
loppe. 

On  peut  considerer  cette  courbe  comme  engendree  par  tin  point  entraine 
dans  le  mouvement  du  cone  mobile  par  rapport  auquel  il  decrirait  d'un 
niouvement  relatif  la  courbe  mobile. 

Soit  w  la  vitesse  relative,  evidemment  perpendiculaire  au  plan  mSz. 
L'acceleration  centrifuge  composee  est  dirigee  suivant  r,  et  est  representee 
en  grandeur  et  en  signe  par  —  2  i^«  L'acceleration  relative  normale  a  res- 

pectivement  pour  compdsantes,  suivant  r  et  Sz, ;•  sinS',   - — ;  cosS'. 

L'acceleration  relative  tangentielle  ne  donnant  aucune  composante  dans  le 
plan  m  Sz,  il  est  inutile  de  s'en  occuper. 

On  a  done,  d'apres  le  theoreme  IV,  et  en  appelant  ^^  et  ^,  les  compo- 
santes  de  Tacceleration  totale  du  point  decrivant,  paralleks  a  r  et  a  Sz, 

I  ^;.  =  —  r  -^  fjLZ  cos  € r  sm  d  —  2(v, 

f   cp,  =  —  fjLr  cos s  —  -7  cosd  . 

Soient  V  m'  la  direction  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  mobile,  infi*- 

niment  voisine  de  ml;  Vk  la  perpendiculaire  abaissee  de  I'  sur  Im;  Vh  la 

*     33. 
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perpendiculaire  abaissee  de  I'  sur  Sz,  On  reconnait  fiicilement  que 

r;t=irsinmir,   ir=  J^,, 

Vh  =  /jLdt. SI,     mm!=wdt=Vk  —^-^, 

^  '  p — ml 

d'ou 

'^      sinzir    p — ml 

Or  Tangle  triedre  mizl',  rectangle  snivant/nl',  donne,  par  la  preportion*- 
nalite  des  sinus  des  elements  opposes, 


sin 

par  suite, 


sinmir  OT 

, — =^  =  COS  gM, 

in  z  Ir  ' 


(i3)  '      «.  =  ^_e_cosgSI;. 

d'autre  part, 

.   .  OT'        -sin ((J' — a) 

z  =  tcosa,     r  =  jsma,     bl  =  j — \    .^    S 


/nl  = 


sind' 
i  sin  a 


et,  puisque  la  courbe  generatrice  est  spherique,  on  a,  d'apres  le  theoreme 
de  Meunier,  ^ 

p'=:  J  COS  (8' —  a). 

Les  formules  (/3)  et  (a)  deviennent  alors 

w  sin(()' — a)  ucose 

'-',:=z  U  cos  6  • 737 \    .      >/ r =  ^-r — jr 

p'       '^  COS  (o' — ajsma' — sma         smd' 

iv=cos(<J' —  a)  — J,  =  ^£Cosg(cosar  +  tang ^^  sin  a), 

^^  =  —  /  sin  a  —  yttcos  6  (cosa  +  2  sin  a  tang  8') 
(«')      I  —  ^*cos*€  (cos a  H-  tangJ^sina)  tang^\ 

cp^  =  —  yttt  cos  g  sin  a  —  /tc'  cos'  €  (cos  a  -H  sin  a  tang  ^) . 
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Solent  p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe-enveloppe,  et  S 1' angle  qu'il 
forme  avec  Oz ;  on  a 

p  =  icos  (a  —  8), 

et  le  tout  se  reduit  a  determiner  Tangle  8  dont  la  tangente  est  representee 
par  ^• 

On  trouve  facilement  que 

tanff  ^'  —  tang  S  = r 


ou 

tang  8'  =  tang  8 


jxcose 

Si  nous  estimons  les  courbures  principales  des  deux  cones  au  point  t  ou  la 
perpendiculaire  en  m  a  Sm  dans  le  plan  mSz  coupe  Sz,  on  a,  d'apres  le 
theor^me  XII^ 

I  cos  a 

par  suite, 

et  une  construction  geometrique  tres-simple  fera  connaitre  Tangle  ^. 

Lavitesse  w^  du  point  mobile  sur  la  courbe-enveloppe  s'obtiendra  en 
changeant  y  en  8  dans  la  seconde  equation  (jS'),  et  Ton  a 

w^  =  jbciQOS  €  (cosa  4-  tang  J" sin  a). 

11  resulte  de  la  que  le  glissement  elementaire  des  deux  eourbes  est  repre- 
sente  par 

liz=w^dt  —  (vrf<=  ^i  cos  g  sin  a  (tang  J" —  tangJ^)  =  imiadt. 

Soient  w,  w',  ^,  les  points  oil  la  sphere  de  rayon  S^  coupe  les  droites 
Sm,  Sm',  SF;  on  a 


dt 


=(^^)«'=(f±T)"'- 
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Si  I'on  exprime  que  I'aire  nSt  est  ^gale  k  la  somme  de$  projections,  snr  son 
plan,  des  aires  n'St^j  tStf^  Tangle  m'Stf  etant  egal  a  a-hrf«y  on  trouTe  que 


ttf  =  St.^=    ' 


dcK 


COS  e        cos  a    cos  e 


et  enfin 


A  =  jM  -^  it  ;^  )     ^^'^^     da. 
\T         V J  cosacosc 


On  pent  mettre  ^  sous  une  autre  foime  en  appelant  a,  a'  les  angles  formes 
par  Sz  avec  les  droites  qui  joignent  le  sommet  S  aux  centres  qui  corres- 
ponilent  aux  rayons  r  et  r'.  On  a,  en  efFet, 


S^  =  — ^  =  r  cota  =  r'  c«t  a\ 


cos  a 


et  enfin 


A         /«      -.5       I    •,/      *.«    /\  smoccosa    » 
A  =  (r  cot^  air  cot'  a  ) da 


cose 


Construire  la  tangente,  le  rayon  de  courbure,  le  plan  osculateur  du  Ueu 
gSomStrique  dicrit  par  tin  point  d'un  systeme  invariable  dont  deux  points 
sont  assujettis  a  rester  sur  deux  courbes  fixes  et  dont  un  troisieme  pdlnt 
sappuie  constamment  sur  une  surfojce  donnie. 


Soient  A,  B  les  points  assujettis  a  glisser  sur  les  deux  couities  AH,  BK, 
dont  les  tangentes  en  A  et  B  sont  respectivement  AV,  BV;  C  le  point  qui 
doit  se  trouver  sur  la  surface,  D  le  point  decrivant :  il  est  ckir  que  pour 
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ehaqi^  positicmdu  point  A.,  celle  du  triangle  ABC,  et  par  stiite  celle  du 
point  D,  sera  completement  determinee. 

On  doit  naturellement  admettre  que  le  plan  tangent  en  G  a  la  surface  est 
donne  de  position  a  chaque  instant.  Le  point  G  decrit  sur  eette  surface  une 
certaine  ligne  dont  il  nous  importe  tout  d'abord  de  connattre  la  tangente. 
Nous  nous  appuierons  pour  cda  sur  la  proposition  suiTante  qu'il  est  facile 
de  demontrer  : 

Lorsquun  triangle  se  meat  dans  I'espace,  les  projections  sur  uri  cote  des 
vitesses  des  deux  sommets  adjacents  sont  S gales  et  de  meme  sens. 

De  la  on  tire  la  oooBtruction  suivante  que  nous  supposerons  exeeutee  sur 
deux  plans  de  projection  rectangulaires. 

Je  prends  sur  la  tangente  au  point  A  et  a  partir  de  ce  point  une  lon- 
gueur AV  qui  en  represente  la  vitesfte ;  soient  a  et  c  les  projections^  du 
point  V  sur  les  cotes  adjacents  AB  et  AG,  Haf  =z  Aa  portee  a  partir  de  B 
sur  le  prolongement  de  AB,  V  Tintersection  avec  AV  du  plan  perpendicu- 
laire  a  AB  mene  par  le  point  a' ;  BV  representera  en  grandeur  et  en  direc- 
tion la  Vitesse  du  point  B.  Soient  Bd'  la  projection  de  BV^  sur  BG,  Gfc'^=B6' 
portee  a  partir  de  G  sur  le  prolongement  de  BG,  Cc'^  =  Ac,  Cb^  =  Bft'  por- 
tees  a  partir  du  meme  point  sur  les  prolongements  de  AG  et  BG ;  V^  Tinter- 
section  du  plan  tangent  en  G  a  la  surface  avec  les  plans  menes  en  c''  et  b^ 
perpendiculairement  a  BC  et  AG ;  GV  representera  la  vitesse  du  point  G 
dont  la  tangente  a  la  trajectoire  sera  ainsi  determinee  de  position. 

Menantpar  un  point  quelconque  O,  les  droites  OV,  OV,  OV^  respecti- 
vement  egales  et  paralleles  aux  vitesses  V,  V,  V,  abaissant  de  ce  point  la 
perpendiculaire  OL  sur  le  plan  V,  V,  V^,  OL  repjesentera,  en  direction, 
I'axe  instantane  des  vitesses  et  en  grandeur  la  vitesse  de  glissement. 

Si  Ton  cherche  le  centre  instantane  de  la  figure  ABG  projetee  sur  le  plan 
VV  V,  dont  les  vitesses  des  sommets  seraient  censees  representees  par 
VL,  VL,  V"L,  on  aura  un  point  d«  Taxe  instantane  dont  la  position  sera 
par  suite  completement  determinee. 

La  construction  ci>dessus  est  applicable  au  cas  d'un  point  fixe,  c'est-a-dire 
au  cas  oil  Tune  des  vitesses  des  sommets,  V  par  exemple,  serait  nulle.  Le 
plan  VV  V'^  est  alors  remplace  par  le  plan  OV'V^ 

Quant  a  la  tangente  de  la  courbe  decrite  par  le  point  D,  et  a  la  vitesse  cor* 
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respondante,  elles  se  deduiront  facilement  de  la  composition  des  vitesses  de 
rotation  et  de  glissement  de  ce  point. 

Gherchons  maintenant  a  construire  le  rayon  de  courbure  et  le  plan  oscula- 
teur  des  lignes  decrites  par  les  points  G  et  D. 

Les  fonnules(2),  (3),  {4)donnent,  en  y  supposant  a>  =  i ,  v=o,  A  =  o, 
pour  les  coordonnees  du  centre  des  accelerations, 

11  faut  se  rappeler  que  I'origine  de  ces  coordonnees,  subordonnee  a  la 
position  de  la  vitesse  orthogonale,  est  elle-mSme  une  inconnue  de  la 
question. 

Connaissant  la  composante  Z  cos  a,  parallele  a  I'axe  des  vitesses,  de  Tac- 
celeration  normale   du  point  A,   on  construira   facilement   la   longueur 

-COS  a  y  r'-f-L^  que  nous  representerons  par  ^;  nous  poserons  de  plus 

er=S-i-r.  Les  formules  (^g)  et  (lo),  appliquees  aux  points  A  et  B  pour 
lesquels  on  connalt  les  accelerations  centripetes,  donnent,  en  accentuant  les 
lettres  pour  le  second  point, 

^=/?  —  ^rcosg, 

Cf  It 

=p — urcosg, 

<7 [LZCOSZ 


(A) 


sin£ 


=Ji 


Soient  r'\  s\  les  valeurs  de  r  et  s  relatives  au  point  C;  w,  «'  les  angles 
connus  des  projections  de  r,  /^^  et  de  r',  r"  sur  un  plan  perpendiculaire  a 
Taxe  des  vitesses  passant  par  exemple  par  ce  point,  Ces  angles  seront  consi- 
deres  comme  de  meme  signe  ou  de  signes  contraires,  selon  que  ieurs  cotes 
non  communs  seront  tons  deux  d'un  meme  cote  ou  de  part  et  d'autre  de 
leur  cote  commun.  Designons  par  h  et  A'  les  distances  des  points  C  et  A, 
Bet  A  en  projection  sur  Taxe  des  vitesses;  on  les  considerera  comme  de 
meme  signe  ou  de  signes  contraires,  selon  qu'elles  seront  situees  d'un  meme 
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cote  ou  de  part  et  d'autre  du  plan  ci-dessus  mene  par  le  point  G  perpendi- 
culairement  a  I'axe  des  yitesses.  Nous  aurons 


f''  =  n., 


/=«'. 


(^)  ]z-7!'=^k, 


z'-s''=A'. 


Et  alors  les  valeurs  de  z^^  et  de  /  devrorit  etre  portees  respectiTement  a 
partir  des  origines  des^  el  des  »,  dans  le  sens  oppose  de  ces  dernieres  pour 
les  memes  signes. 

II  sulBt  de  connaitre  z"  et  g''  pour  determiner  I'origine  des  eoordonnees 
et  la  direction  O  a?  de  la  vitesse  orthogonale,  et  par  suite  celle  de  j ;  mais  les 
equations  (A)  et  (B)  sont  insuffisantes,  puisqu'ellesont  lieu  entre  les  neuf 
inconnues,  z,  z',  iz",  g,  g', «",  Ae,/i,  /? ;  il  faut  done chercher  a  en  etablir  une 
neuvieme. 

Soient  a  Tangle  inconnu  forme  par  le  plan  osculateurde  la  trajectoire 
de  C  avec  le  plan  normal  a  la  surface,  passant  par  le  meme  element  de  che- 
min  ;  y  le  rayon  de  courbure  la  section  determinee  par  ce  plan  dans  la  sur- 
face. Le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  du  point  G  etant  y  cos  a,  Tacce- 

A 

leration  normale  de  ce  point  sera  de  la  forme >  A  etanl  une  longueur  que 

Ton  saura  determiner.  Gette  acceleration  se  composera  de  I'acceleration  A 
dirigee  suivant  y  et  d'une  autre  A  tang  a  perpendiculaire  a  7  et  a  la  vitesse. 
Soient  b  et  d  les  cosinus  des  angles  formes  par  A  et  A  tang  a  avec  le 
rayon  r";  aet  c  les  cosinus  des  angles  formes  par  les  memes  droites  avec 
I'axe  des  vitesses,  multiplies  par 


/ 


il  vient 

^'^=  A  (a  +  ctanga),     S'^=  A  (^>  +  rftanga), 

par  suite, 

A  (o  -+-  c  tang  a)  =  p  —  /u  r"  cos  g'', 

A  (&  +  <^ tang «)  +  r"—  [iz"  cos  c^^ 

Sir?  ~^'' 

XXXFW  Cahier,  34 
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Enfin,  en  eliminant  tang  a  entre  ces  deux  relations,  on  trouTe,  pour  T equa- 
tion cherchee, 

B  designant  la  longueur  A  {ad  —  be)  —  r''  c. 

Lorsque  la  surface  directrice  sera  un  plan,  la  direction  de  Tacceleration 
normale  du  point  C  sera  connue,  et  la  formule  (C)  subsistera  encore  en  y  sup- 
posant  A  =  o,  et  considerant  cetd  comme  se  rapportant  a  cette  direction. 

Des  deux  equations  (A)  on  tire 

A^= ^ — 3 /' 

.  rcoae  —  rcose' 

^  t*  rcose  —  f  r'c08e' 

p  =r  > > ^~. 

^  rcosc  —  rcose' 

Portant  ces  valeurs  dans  les  resultats  obtenus  en  eliminant  j,  ,2,2/  entre  les 
deux  demieres  equations  (A),  les  deux  premieres  equations  (B),  et  Tequa- 
tion  (C),  on  trouve 

yff  _  _  (B— ^d)rsmecosi—(B  — ^d)r^  sine  cose' -h(^—^)r''d Sine  co%b'' 
—  {^—^)smin 

[h[^ — f)  —  ffr]c  coss  sin  c^'-h  ar'  cos  e  sin e'^ 

y/y  _         jB-^^d)/  tin^ OM^  —  (B—  ^'d)r  nnt! cose  -h  {^—  ^)r"dan^ cose!' 

[ft  (^  —  (^)  -~  g^/)  c  cos ^  sin  ^  —  fjr'  cos  e'  sin  t" 
(("-(")  8in»i', 

Enfin,  en  eliminant  Tl'  entre  ces  deux  equations,  et  eu  egard  aux  dernieres 
equations  (B), 

„  _  _  [r(B— J^ cosw— r^  (B-^g)  cosr/+(^— C)i^«j]  sin (,/— w)+[ft(^-C)— gr]c cos«  sin r! 
tang  i  —  g^  ■  — 

[A'(C  —  ^)  — (//JccosTisinTH-  -  (a;'sinaT/  +  o'r  sin  aw] 
+ ^ — , 
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en  posant 

D=— [r(B  —  rf^')  sin >f  —  r'{B  —  rf^) Sinn'] sin (»'  —  »i) 
H-  [(C— 0  {h  —  h!)  ■+-  (jV  — (jrjcsinwsinw' 
-h  ^r'  sin^  w'  —  ar  sin*  n. 

On  pent  des  lors  determiner  i\  puis  z",  par  des  constructions  geometri- 
ques  que  nous  supposerons  effectuees.  On  aura  par  suite  les  valeurs  de  e, 

Enfin,  on  deduit  facilement  des  equations  (A)  et  (D), 


cos  t  —  r  cos  I 
sill  e 

(^'rcose — ^/•'cose' 


cj^ -, ,- 

rcose  —  r  cose 

'^  '  sill  6 


*^<  >-'.__  f 


(^Vcosg  —  ^/cose')  (rcose  —  r^cose') 

dont  la  construction  geometrique  ne  presentera  aucune  difficulte. 

Soient  r'^',  g'",  x"\  y"\  z'"  les  valeurs  de  r,  g,  a:,  j,  z  relatives  au  point  D ; 
%" —  g  etant  donne,  et  la  valeur  de  g  resultant  du  calcul  precedent,  g"'  pent 
etre  considere  comme  connu,  et  les  formules  {9)  et  (10)  donnent,  pour  les 
composantes  de  Tacceleration  normale  relative  au  point  D,  eu  egard  aux 
valeurs  de  x^ ,  j< ,  z, ,  en  fonction  de  m,  /i,/?,  a*,  U, 

:        /'  = -pr, -^  -  -  r'"+  y,  sin  g'^+  ^  x,  cos  g-, 

expressions  susceptibles  d'une  construction  geometrique,  et  4' oil  Ton  de^- 
duira  I'accderation  normale  (p* ,  et  le  rayon  de  courbure  p'*,  en  construisan't 


34. 
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Determination  de  la  "vitesse  orthogonale  en  fonction  des  elements  du 
mouuement  du  centre  de  gravity. 

Soit  {fig.  de  la  page  228)  Gz'  I'axe  instantane  de  rotation  relatif au  centre 
de  gravite,  parallele  a  Tiaxe  de  glissement  Oa,  et  autour  duquel  la  vitesse 
angulaire  est  toujours  a.  La  vitesse  du  centre  de  gravite  pent,  a  chaque  in- 
stant, etre  consideree  comme  la  resultante  d'une  vitesse  L  parallele  a  Gz\ 
et  d'une  vitesse  P  perpendicukire  a  cet  axe.  Or,  la  rotation  autour  de  Gz' 
et  la  translation  P  communes  k  tons  les  points  du  systeme,  se  composent  en 
une  rotation  autour  d'un  axe  Oa  parallele  a  Gz'  rencontrant  la  perpendicu- 
laire  G/'  a  P,  et  Gz'  en  un  point  I  determine  par  la  relation 

Gr=?^ 

U  est  clair  que  I'axe  Oa  ainsi  determine  sera  I'axe  instantane  de  rotation 
et  de  glissement  parallelement  auquel  la  vitesse  de  translation  sera  L. 

Je  prends  pour  axes  coordonnes  par  rapport  au  point  G,  les  droites  G  z', 
Oy  deja  definies,  et  la  direction  Oaf  de  la  vitesse  P,  auxquelles  nous  sup- 
poserons  paralleles  les  axes  passant  par  le  point  O  dont  nous  nous  sonimes 
servis  precederament, 

On  reconnaitra  facilement  d'apres  les  theoremes  I  et  II  que  les  formules  ( 1 ) 
sont  applicables  au  nouveau  systeme  de  coordonnees^  en  y  supposant  U=o, 
et  en  y  remplacant  m,  /i,  p  par  m-^m\  n  +  d^p  •+-/?',  to',  n\  K  etant  les 
trois  projections  de  I'acceleration  complementaire  du  centre  de  gravite.  De 
sorte  que  Ton  a  pour  determinep  le  centre  instantane  des  accelerations 

A/ — /ua/+/?  4-/ =  o, 

—  a!^  x'  -\' fji  z.  —  vy  •+-  m  +  m'  =  o, 
—  eo^  y  +  vz'  — Az'-h  /»  -f-Ai'=o. 

Soit  Z-,  le  z-  dki  point  O  pa»  rapport  ausysteme  d'axes  actuals;  il  vient,  en 
rapportant  ]e»  equations  (i)  aux  memes  axes, 

fx  (z'  —  Zj} — v(y+  -)  +mH-a>Ucos^ — a>'aj'  =  o, 
va;'  — A(z'  — zj  +/iH-fl>UsinS  — ft)MyH- jj=o. 
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De  ]a  comparaison  entre  les  six  equations  on  deduit 

P       w 

?  =  r 

P 

(?)  fjLZ^  H-v aUcosS  +  m'  =  a, 

A  Zj^H-  a>  U  sinS — d —  ouP  =  o^ 

La  premiere  de  ces  formules  constitue  un  theoreme  qu'il  est  facile  d'e- 
iioncer : 

Theoreme  XIII. —  Le  rapport  de  la  intesse  du  centre  de  grai^ite  estime 
perpendiculairement  a  taxe  instantane,  a  la  composante  suwant  cet  a^xe  de 
t oA^celeration  a  laquelle  elle  donne  lieu,,  est  ^gal  au  rapport  de  la  ^vitesse 
angulaire  instantanee  a  la  composante  de  taccSUration  angulaire  suwant 
I'accSlSration  de  la  ^vitesse  ci-dessus  du  centre  de  gravUe. 

Des  deux  autres  equations  on  deduit  en  se  rappelant  les  valeurs  de  sin  c 
et  de  cos  J",  et  supposant  (a  different  de  o,  ainsi  que  I'une  au  moins  des  deux 
quantites  A  et/U,. 

La  premiere  de  ces  expressions  peut  se  mettresous  la  forme  suivante 


U: 


m'l-f-n^  fjH-^v+ wP  (jt 


ce  qui  exprime  que : 


Theoreme  XIV.  —  La  vitesse  orthogonale  est  ^gale  a  la  somme  dis pro- 
jections de  t ax^ciliraiion  compUmentaire  du  centre  de  gravitS  et  de  tacee^ 
leration  centrifuge  de  ce  centre  par  rapport  a  taxe  de  gUssement,  sur  taxe 
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de  I* acceleration  angulaire,  dhi^e  pnr  la  composante  de  la  vkesse  angu- 
laire  normale  a  ce  dernier  axe 

Theorems  XV.  —  Pour  que  deux  ojces  instantanes  cotuScutjfs  se  ren- 
contrentj  il  faut  que  la  resuUante  de  I'accSlSration  complSmentaire  et  de 
I' acceleration  centrifuge  du  centre  de  gravity  soit  perpendiculaire  a  laxe 
de  I' acceleration  angulaire,  et  cette  relation  dew*a  a^oir  lieu  constamment 
pour  que-  le  lieu  de  ces  axes  soit  une  surface  d^veloppable. 

Dans  le  cas  oil  Taxe'de  I'acceleration  angulaire  se  confond  avec  Taxe  in- 

stantane  de  rotation,  c'est-a-dire  oil  A  =  o  et  ^u  =  o,  les  formules  (S) 

deviennent,  en  y  supposant  de  plus  z\  =  o,  puisqu'alors  deux  axes  consecu- 

tifs  sont  paralleles, 

p 
V ft>Ucos<^+  m'  =  o, 

a;UsinS  —  /i' — (»P=o, 
d'oii  Ton  deduit 


tong8  =  £±^. 


2 


m 


Ces  formules  sont  specialement  applicables  au  cas  d'une  figure  plane  mobile 
dans  son  plan ;  m',  rl  sont  alors  les  composantes  de  Tacceleration  totale,  et 
Ton  voit  que  U  ne  pent  etre  nul  qu'autant  que  Ton  a  a  la  fois 

p 

/i'  =  — 6>P     et     to'  =  —  y  — 

(I) 

II  est  facile  de  trouver  I'expression  analytique  du  theoreme  XV  en  fonction 
des  elements  que  Ton  fiiit  enti-er  dans  les  formules  du  mouvement  d'un  corps 
solide.  Soient  Oa;,  O/,  Oz  les  axes  principaux  d'inertie  du  corps  passant  par 
son  centre  de  gravite  O ;  OA  Faxe  instantane  de  rotation  relatif  au  point  0 ; 
U  la  composante  normale  a  OA  de  la  vitesse  du  centre  de  gravite ;  O'  A'  Faxe 
instantane  de  rotation  et  de  glissement ;  /?,  gr,  r  les  composantes  de  la  rota- 
tion instantanee  estimee  suivant  Oa?,  O/,  Oz;  U^,  U^,  U^,  les  projections 
correspondantes  de  U;  la  distance  00'  du  point  O  a  O'A'  est  perpendicu- 

laire  a  U  et  egale  a  -  • 
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La  vitesse  relative  de  Textreniite  cle.la  droite  qui  represente  U,  par  rap- 
port aux  axes  mobiles,  est  egale  a  la  resultante  de  la  vitesse  absolue,  c'est- 
a-dire  I'acceleration  complementaire,  et  de  la  vitesse  d'entrainement  prise 
en  sens  contraire  et  qui  n'est  autre  chose  que  Tacceleration  centrifuge  de  C) 
par  rapport  a  O'  A'. 

II  resulte  de  la  que  la  vitesse  relative  de  rextremite  de  U  doit  etre  per- 
pendiculaire  a  Taxe  de  Tacceleration  angulaire.  On  a  ainsi 

dp  rfU,        dq  dH         dr  rfU.  _ 

^^^  di^dT'^dF  dt  '^dtUr—^' 

avec  Tidentite 

(/3)  pV,^qV^-^rV=o. 

Soient  W^,  W^,  W„  les  composantes  paralleles  aux  axes  de  la  vitesse  du 
centre  de  gravite ;  on  a 


u,  =  w,- 

u.-w,. 

u,  =  w, . 

_:(?w,-i-?w^4-rw,Y 

«  V 0)        *        CO        y        CO        *7 

II  faudrait  maintenant  exprimer  W^,  W^,  W,,  en  fonction  des  composantes 
de  la  vitesse  du  centre  de  gravite  suivant  trois  axes  fixes,  en  raison  des 
equations  de  translation  du  mouvement,  et  des  angles  qui  fixent  a'chaque 
instant  la  position  du  corps  par  rapport  a  ces  axes,  puis  substituer  les  valeurs^ 
(y)  dans  lequation  (a)  a  laquelle  on  devra  joindre  les  equations  d'Euler; 
mais  nous  n'essayerons  pas  d'entamer  ce  calcul,  qui  presente  probablement 
beaucoup  de  complication. 

FIN  DU  XXXVn«  CAHIER. 
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the  Library  on  or  before  the  last  date 
stamped  below. 

A  fine  of  five  oents  a  day  is  incurred 
by  retaining  it  beyond  the  specified 
time. 
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